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КОЛЕБАНИЯ

Аннотация. Рассмотрено решение задачи колебания вертикально расположенного стрежня
при динамических воздействиях. Проанализированы работы по исследованию напряженно-
деформированного состояния и собственного колебания подземных сооружений специального
назначения при динамических воздействиях. Решена задача колебания вертикально располо-
женного стрежня при динамических воздействиях. Установлена проблема обеспечения их сей-
смостойкости, зависящая от свойств грунтовой среды, конструктивных особенностей соору-
жения и применяемых антисейсмических мероприятий, геометрических размеров и физико-
механических свойств материала сооружений, глубины их заложения, характера сейсмиче-
ских воздействий и т.д.
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Введение

В настоящее время строятся подземные сооружения различного назначения (перегонные
и станционные тоннели, коллекторы, специальные подземные сооружения и т.д.) в районах
высокой сейсмичности. Это показали систематизированные фактические данные о пове-
дении подземных сооружений при воздействии сильных землетрясений и др. Учет этих
факторов позволяет вскрыть дополнительные резервы несущей способности подземного
сооружения и описать реальную картину работы подземных конструкций при землетря-
сениях. Поэтому разработка методов расчета на сейсмостойкость подземных конструкций
и цилиндрических сооружений с учетом перечисленных факторов является актуальной и
представляет научный и практический интерес.
При расчетах на сейсмостойкость подземных сооружений можно использовать различные

теории сейсмостойкости, разработанные и развитые в трудах многих исследователей [1]–[25].

1. Постановка задачи и методики решения

Рассмотрим поперечные колебания цилиндрического стержня (рис. 1 а)) в плоскости xy,
которая является плоскостью симметрии для его поперечных сечений. Так же, как и выше,
в случае колебаний растянутой нити через x обозначим поперечное перемещение малого
элемента стержня, расположенного на расстоянии y от левого конца последнего (5). Если
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для нити жесткость при изгибе EI предполагалась малой, в случае стержня эту жесткость
следует учитывать. На рис. 1 b) показан малый элемент стержня длиной dy, а также внут-
ренние и внешние силы, действующие на него. На этом рисунке знаки поперечной силы
F и изгибающего момента M взяты в соответствии с принятым в теории изгиба стержней
правилом. При поперечных колебаниях стержней условие динамического равновесия сил,
действующих в направлении оси x, имеет вид

Рис. 1. Расчетная схема: а) 1 — цилиндрическое сооружение, 2 — круглое
поперечное сечение сооружения, 3 — фундамент сооружения, 4 — крышка
сооружения

 - F + F +
\partial F

\partial y
dy + \rho Sdy

\partial 2W

\partial t2
dy + Py(y, t)dy = 0, (1)

а условие равенства моментов дает

Fdy  - \partial M

\partial y
dy \approx 0. (2)

Выражая F из уравнения (2) и подставляя результат в (1), получим

\partial 2M

\partial y2
dy + Py(y, t)dy =  - \rho Sdy

\partial 2W

\partial t2
dy.
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Из элементарной теории изгиба стержней имеем

M = EI
\partial 2W

\partial y2
.

Подставляя это выражение в (3), находим

\partial 2

\partial y2

\biggl( 
EI

\partial 2W

\partial y2

\biggr) 
dy + Py(y, t)dy =  - \rho Sdy

\partial 2W

\partial t2
dy, (3)

что является общим уравнением поперечных свободных колебаний стержней. В частном
случае призматического стержня с жесткостью EI при изгибе, не зависящей от y, имеем

EI
\partial 4W

\partial y4
dy + Py(y, t)dy =  - \rho Sdy

\partial 2W

\partial t2
dy.

Для сравнительной оценки решений аналитическим методом рассмотрим поперечные ко-
лебания подземного цилиндра при сейсмическом движении. При сейсмическом движении
уравнение поперечных колебаний подземного цилиндра имеет вид

mb
\partial 2W (y, t)

\partial t2
+ EJz

\partial 4W (y, t)

\partial y4
+ Py(y, t) = 0 при 0 < y < l, t > 0, (4)

где mb = \rho S — погон массы балки, \rho — плотность цилиндра, S — площадь поперечного
сечения, E — модуль Юнга материала балки, Jz — момент инерции поперечного сечения,
l — длина балки, W = W (y, t) — поперечное перемещение сооружения, y — горизонтальная
координата вдоль оси балки.
На рис. 1 а)

\Delta p =
P

SN
=

\Bigl[ кг

см2

\Bigr] 
, P = \gamma V, V = hSN , P = M0 = \gamma V = \gamma hSN =

\Bigl[ кг

см3
\times см\times см2 = кг

\Bigr] 
,

P — общий вес крышки сооружения, P = \gamma hSN =
\Bigl[ кг

см3
\times см\times см2 = кг

\Bigr] 
, P = [кг],

\Delta p — распределение веса крышки, \Delta p = [кг], 1 кг = 10N, 1 тонна = 103 кг = 104N,

\gamma — плотность материала крышки, \gamma =
P

V
= \rho g , [\gamma ] =

\Bigl[ кг

см3

\Bigr] 
,

V , h, S — объем, толщина и площадь крышки соответственно, 1N = 10 - 1 кг;
U0(t) — сейсмическое перемещение грунта, U0(t) = [см],

1 Pa = 1
N

м2
=

10 - 1 кг

104 см2
= 10 - 5 кг

см2
,

U(t) — перемещение фундамента сооружения, U(t) = [см],

Py(y, t) =  - K[U0(t) - W (y, t)], [Py] = [KU0(t)] =
\Bigl[ кг

см2
\times см =

кг

см

\Bigr] 
,

K = Ky\pi DN — коэффициент поперечного взаимодействия сооружения с грунтом,

[Ky] =
\Bigl[ кг

см3

\Bigr] 
, W = W (y, t) — поперечное перемещение сооружения.

Начальные условия при t = 0

W (y, 0) = \.W (y, 0) = 0.

Граничные условия при y = 0

W (y, t)| y=0 = W (0, t) = U0(t), W \prime (0, t) =
\partial 

\partial y
W (y, t)| y=0 = 0,
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при y = l

M(l, t) = EJ
\partial 2W (l, t)

\partial y2
= 0, Q(l, t) = M0

\partial 2W (l, t)

\partial t2
,

Q (y, t) = EJ
\partial 3W (y, t)

\partial y3
, EJ

\partial 3W (l, t)

\partial y3
= M0

\partial 2W (l, t)

\partial t2
,

где M0 — масса крышка, M(y, t), Q(y, t) — изгибающие моменты и перерезывающие силы
соответственно. Уравнение (4) может быть представлено в виде

EJ
\partial 4W

\partial y4
+m

\partial 2W

\partial t2
 - K[U0(t) - W (y, t)] = 0.

Поперечное перемещение цилиндра и грунта под действием сейсмической силы можно вы-
разить с помощью следующей математической модели:

EJ
\partial 4W

\partial y4
+m

\partial 2W (y, t)

\partial t2
+KW (y, t) = KU0(t). (5)

С учетом изгибов балки уравнение (5) для участка 0 < \xi < 1 имеет вид \xi =
y

l
. Разделим

(5) на массу m:
EJ

m

\partial 4W

\partial y4
+

\partial 2W (y, t)

\partial t2
+

K

m
W (y, t) =

K

m
U0(t) ,

a2
\partial 4W

\partial y4
+

\partial 2W (y, t)

\partial t2
+ b2W (y, t) = b2U0(t), (6)

где a2T =
EJ

m
, b2 =

K

m
, K = KyDN , m = \rho S — масса, приходящаяся на единицу дли-

ны цилиндра, m = \rho S =

\biggl[ 
кг\times s2

см4
\times см2 =

кг\times s2

см2

\biggr] 
, EJ — жесткость на изгиб материала

цилиндра, EJ =
\Bigl[ кг

см2
\times см4 = кг\times см2

\Bigr] 
, RN — наружный радиус цилиндра, RN = [см].

Решения последних уравнений системы (6) представим в виде

W (y, t) =

\infty \sum 
n=1

Tn (t)\varphi n(y) ,

время t0 функции W (y, t), определяющее перемещение, монотонно, и поэтому допускает
разложение в ряд на [0, 1] по переменной y, где \varphi n(y) — собственные функции поперечного
колебания, Tn (t) — искомые функции времени. Функция \varphi (y) удовлетворяет уравнению

EJ\varphi IV (y) - m\omega 2
n\varphi (y) +K\varphi (y) = 0. (7)

Используя метод разделения переменных, уравнение (7) можно свести к двум уравнениям:

\varphi IV (y) - \lambda 4
n\varphi (y) = 0, \lambda 4

n =
m\omega 2

n  - K

EJ
. (8)

Решение этих уравнений описываем выражениями (8):

\varphi n (y) = C1Y1 (\lambda ny) + C2Y2 (\lambda ny) + C3Y3 (\lambda ny) + C4Y4 (\lambda ny) ,

\varphi n (y) = C1S(\lambda ny) + C2
\=T (\lambda ny) + C3U (\lambda ny) + C4V (\lambda ny) ,

S(\lambda ny) = Y1 (\lambda ny) =
1

2
[\mathrm{c}\mathrm{h} (\lambda ny) + \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} (\lambda ny)] , \=T (\lambda ny) = Y2 (\lambda ny) =

1

2
[\mathrm{s}\mathrm{h} (\lambda ny) + \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} (\lambda ny)] ,

U (\lambda ny) = Y3 (\lambda ny) =
1

2
[\mathrm{c}\mathrm{h} (\lambda ny) - \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} (\lambda ny)] , V (\lambda ny) = Y4 (\lambda ny) =

1

2
[\mathrm{s}\mathrm{h} (\lambda ny) - \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} (\lambda ny)] .
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Уравнение собственных колебаний имеет вид

\varphi n (y) = C

\biggl[ 
U (\lambda ny) - 

S (\beta n)

T (\beta n)
V (\lambda ny)

\biggr] 
(n = 1, 2, . . . ,\infty ) . (9)

Первые пять корней собственных чисел \=\lambda n (9) будут иметь вид \beta n =
2n - 1

2
\pi (n > 5).

Значения корней уравнения (9) таковы:

x1 = \=\lambda 1 = \lambda 1l = 1.18, x2 = \=\lambda 2 = \lambda 2l = 4.09, x3 = \=\lambda 3 = \lambda 3l = 7.19,
x4 = \=\lambda 4 = \lambda 4l = 10.29, x5 = \=\lambda 5 = \lambda 5l = 13.43, x6 = \=\lambda 6 = \lambda 6l = 16.54

и т.д.

Рис. 2

На рис. 2 показаны пять первых форм собственных колебаний стержня, жестко закреп-
ленного при y = 0 и свободного на другом конце при y = l. Остается рассмотреть два
случая, не столь существенных для строительных конструкций, а именно, балку с двумя
свободными концами и балку, свободно опертую на одном конце и свободную на другом.
Фундаментальную форму по А.Н. Крылову запишем в виде

\varphi n (y) =
Y2 (\lambda nl)Y3 (\lambda ny) - Y1 (\lambda nl)Y4 (\lambda ny)

Y2 (\lambda nl)Y3 (\lambda nl) - Y1 (\lambda nl)Y4 (\lambda nl)
=

=
[\mathrm{s}\mathrm{h} (\lambda nl) + \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} (\lambda nl)] [\mathrm{c}\mathrm{h} (\lambda ny) - \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} (\lambda ny)] - [\mathrm{c}\mathrm{h} (\lambda nl) + \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} (\lambda nl)] [\mathrm{s}\mathrm{h} (\lambda ny) - \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} (\lambda ny)]

[\mathrm{s}\mathrm{h} (\lambda nl) + \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} (\lambda nl)] [\mathrm{c}\mathrm{h} (\lambda nl) - \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} (\lambda nl)] - [\mathrm{c}\mathrm{h} (\lambda nl) + \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} (\lambda nl)] [\mathrm{s}\mathrm{h} (\lambda nl) - \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} (\lambda nl)]
,

где \lambda n — собственные числа, \lambda nl = \=\lambda n = \beta n, \=\lambda n — безразмерный параметр.
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В работе разработаны методы расчета собственного колебания вертикально расположен-
ных цилиндрических конструкций, заглубленных в грунт, при динамическом нагружении.
Получены аналитическые результаты и приведен их анализ.

Рис. 3. Первые корни собственных значений в Mathcad-1.18

Рис. 4. Корни третьих собственных значений в Mathcad-7.19

Также рассмотрены вопросы обеспечения сейсмостойкости подземных конструкций и со-
оружений типа оболочек с учетом вязкоупругих свойств грунтовой среды, конструктивных
особенностей сооружений и применяемых сейсмических мероприятий, геометрических раз-
меров и глубины их заложения, характера сейсмических воздействий.

Заключение

Таким образом, в работе рассматриваются собственные и вынужденные колебания дре-
нажных конструкций цилиндрических форм. Разработана методика и алгоритм для ре-
шения поставленной задачи. Для определения собственных частот и собственных форм
колебаний используются комплексные программы Mathcad.
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Рис. 5. Корни третьих собственных значений в Maple-7.19
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B.Z.Nuriddinov, B.N.Mirzakabilov, and U.S.Kurbonov

Method for calculating underground special structures under dynamic impacts and

natural vibration

Abstract. The solution to the problem of vibrations of a vertically oriented rod under dynamic
loads is considered. Studies on the investigation of the stress-strain state and natural vibration
of special-purpose underground structures under dynamic loads have been analyzed. The problem
of the vibration of a vertically oriented rod under dynamic loads has been solved. It has been
established that the issue of ensuring their seismic resistance depends on the properties of the
soil environment, the design features of the structure and the applied seismic protection measures,
the geometric dimensions and physical-mechanical properties of the material of the structures, the
depth of their foundation, the nature of seismic impacts, etc.
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