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А.ШОУ

РЕЗУЛЬТАТЫ О ЕДИНСТВЕННОСТИ ДЛЯ РАЗНОСТНЫХ

ОПЕРАТОРОВ С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ ПОНЯТИЯ

ОБЩЕГО ЗНАЧЕНИЯ

Аннотация. В данной статье изучается разностно-дифференциальный многочлен от транс-
цендентной целой функции. В теоремах 1, 2 находятся критерии существования бесконечного
множества решений такого рода уравнения. В теоремах 3, 4 рассматривается дифференци-
рование k-го порядка для многочлена от трансцендентной целой функции и его разностный
оператор, даются некоторые результаты о единственности при различных условиях с исполь-
зованием понятия общего значения. Результаты обсуждаются с разных позиций и при раз-
личных условиях. Полученные результаты обобщают и улучшают результаты Жана–Лина и
Бенерджи–Махумдера. Приведены замечания, указывающие на важность улучшения и обоб-
щения предыдущих результатов.
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Введение, определения и результаты

На протяжении данной статьи все типы целых и мероморфных функций определены
на комплексной плоскости \BbbC . Стандартные определения и обозначения T (r, f), m(r, f),
N(r,\infty ; f), N(r,\infty ; f), S(r, f) и т.д. (см. [1]–[3]) взяты из теории распределения значений
Неванлинны. Пусть S(r, f) — любая функция вида S(r, f) = o(T (r, f)), где r(\rightarrow \infty ) \in 
\BbbR +\setminus S \subseteq \BbbR + и мера Лебега множества S конечна.
Определим порядок мероморфной функции f(z)

\sigma (f) = \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}r\rightarrow \infty 
\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g} T (r, f)

\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g} r
.

Зададим разностный оператор на f(z)

\Delta \eta f = f(z + \eta ) - f(z),

где \eta \in \BbbC \setminus \{ 0\} .
Для полноценного обсуждения предложенной тематики представим следующие стандарт-

ные определения из теории распределения значений Неванлинны.

Определение 1 ([3], определение 2.2). Пусть f(z) и g(z) — две непостоянные мероморф-

ные функции и \alpha — конечное комплексное число. Скажем, что f и g имеют общее значение

\alpha , включая кратность, если нули f  - \alpha и g  - \alpha совпадают значениями и кратностями.
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Также скажем, что f и g имеют общее значение \alpha , игнорируя кратность, если нули f - \alpha 
и g  - \alpha совпадают только значениями.

Следующее определение задает характеристические функции, введенные И. Лахири.

Определение 2 ([4], определение 1.3). Пусть k \in \BbbN \cup \{ \infty \} . Обозначим функцию, подсчи-

тывающую нули f  - \alpha с кратностями \leq k, через N(r, \alpha ; f | \leq k) (N(r, \alpha ; f | \leq k) — соот-

ветствующая редуцированная подсчитывающая функция), и функцию, подсчитывающую

нули f - \alpha с кратностями \geq k, — через N(r, \alpha ; f | \geq k) (N(r, \alpha ; f | \geq k) — соответствующая

редуцированная подсчитывающая функция).

Определение 3 ([5]). Подсчитывающую функцию нулей f  - \alpha , в которой кратность m
считается m раз при m \leq k и k раз при m > k, обозначим через N(r, \alpha ; f | k). Легко можно

увидеть, что

N(r, \alpha ; f | k) = N(r, \alpha ; f) +N(r, \alpha ; f | \geq 2) + . . .+N(r, \alpha ; f | \geq k).

И. Лахири также ввел понятие взвешенного общего значения, задающегося следующим
образом.

Определение 4 ([5]). Множество всех \alpha -точек функции f(z), где \alpha -точка с кратно-

стью m считается m раз при m \leq k и k + 1 раз при m > k, обозначим через Ek(\alpha , f).
Если Ek(\alpha , f) = Ek(\alpha , g), скажем, что f(z) и g(z) имеют общее значение \alpha с весом k.

В 2008 г. С.И. Жан и В.С. Лин [6] изучали неоднородные дифференциальные многочле-
ны k-й степени от целой функции и, в контексте вопроса об общих значениях, получили
следующие результаты о единственности дифференциального многочлена от целых функ-
ций.

Теорема A ([6], теорема 1). Пусть f(z) и g(z) — две непостоянные целые функции и n, m,

k \in \BbbZ +, где n > m+2k+4. Если [fn(afm+b)](k) и [gn(agm+b)](k) имеют общее значение 1,
включая кратность, где a, b — комплексные константы такие, что | a| + | b| \not = 0, то
i) при ab \not = 0 имеем f(z) \equiv g(z);
ii) при ab = 0 имеем либо f= tg, где t — константа, удовлетворяющая условию tn+m=1,

либо f = c1e
cz, g = c2e

 - cz, где c, c1, c2 — три константы, удовлетворяющие условиям

( - 1)ka2(c1c2)
n+m[(n+m)c]2k = 1 или ( - 1)kb2(c1c2)

n[nc]2k = 1.

Теорема B ([6], теорема 2). Пусть f(z) и g(z) — две непостоянные целые функции и n,

m, k \in \BbbZ +, где n > m+2k+4. Если [fn(f  - 1)m](k) и [gn(g - 1)m](k) имеют общее значение

1, включая кратность, то
i) либо f(z) \equiv g(z);
ii) либо f(z) и g(z) удовлетворяют алгебраическому уравнению R(f, g) \equiv 0, где R(\omega 1, \omega 2) =

\omega n
1 (\omega 1  - 1)m  - \omega n

2 (\omega 2  - 1)m.

В 2018 г. А. Бенерджи и С. Махумдер [7] исследовали проблему взвешенных общих зна-
чений разностно-дифференциального многочлена от целой функции, ими получены следу-
ющие результаты.

Теорема C ([7], теорема 2). Пусть f(z) и g(z) — две трансцендентные целые функции

конечного порядка и n, k \in \BbbZ +. Пусть также \eta \in \BbbC \setminus \{ 0\} , F = [fn\Delta \eta f ]
(k), G = [gn\Delta \eta g]

(k),

где \Delta \eta f \not \equiv 0, \Delta \eta g \not \equiv 0 и функции F и G имеют общее значение 1 с весом l. Тогда при

выполнении одного из следующих условий:
i) l \geq 2 и n > 2k + 5;



РЕЗУЛЬТАТЫ О ЕДИНСТВЕННОСТИ ДЛЯ РАЗНОСТНЫХ ОПЕРАТОРОВ 87

ii) l = 1 и n >
5k

2
+ 6;

iii) l = 0 и n > 5k + 11;
выполняется одно из следующих двух утверждений:
i) fn\Delta \eta f = gn\Delta \eta g;
ii) f = a1e

az и g = a2e
 - az, где a, a1 и a2 — ненулевые константы такие, что

( - 1)k(a1a2)
n+1[(n+ 1)a]2k(2 - ea\eta  - e - a\eta ) = 1.

Сконцентрируем внимание на распределении значений разностно-дифференциальных
многочленов. Нами предложены и изучены в различных аспектах следующие результаты о
разностно-дифференциальных многочленах порядка k от трансцендентной целой функции
в том случае, когда две такие функции имеют общие значения.

Теорема 1. Пусть f(z) — трансцендентная целая функция конечного порядка и n, m,

k \in \BbbZ +, где n \geq k + 2 и \eta \in \BbbC \setminus \{ 0\} . Пусть также a, b — комплексные числа такие, что

| a| + | b| \not = 0 и \Delta \eta f \not \equiv 0. Тогда [fn(afm+ b)\Delta \eta f ]
(k) - 1 = 0 имеет бесконечно много решений.

Теорема 2. Пусть f(z) — трансцендентная целая функция конечного порядка и n, m,

k \in \BbbZ +, \eta \in \BbbC \setminus \{ 0\} . Пусть также a, b — комплексные числа такие, что | a| + | b| \not = 0 и

\Delta \eta f \not \equiv 0. Если n \geq k + 2(\geq 3), где m \leq k + 1, или же n \geq 2k  - m + 3, где m > k + 1, то

[fn(af + b)m\Delta \eta f ]
(k)  - 1 = 0 имеет бесконечно много решений.

Замечание 1. Теоремы 1 и 2 эквивалентны при m = 1.

Теорема 3. Пусть f(z) и g(z) — две трансцендентные целые функции конечного порядка

и n,m, k \in \BbbZ +. Пусть также \eta \in \BbbC \setminus \{ 0\} , [fn(afm+ b)\Delta \eta f ]
(k) и [gn(agm+ b)\Delta \eta g]

(k) имеют

общее значение 1, включая кратность, где a, b — комплексные числа такие, что

| a| + | b| \not = 0, \Delta \eta f \not \equiv 0 и \Delta \eta g \not \equiv 0.

Тогда

1) при ab = 0 выполняется одно из следующих утверждений:
i) если a \not = 0 и n > m+ 2k + 5, то
a) f(z) = \rho 1e

\mu z, g(z) = \rho 2e
 - \mu z, где \rho 1, \rho 2 и \mu — комплексные константы, удовлетворя-

ющие соотношению

( - 1)ka2(\rho 1\rho 2)
m+n+1[\mu (m+ n+ 1)]2k[2 - e\mu \eta  - e - \mu \eta ] = 1,

или

b) f(z) = tg(z), где tm+n+1 = 1, если t — константа, или tm+n =
\Delta \eta g

\Delta \eta tg
, если t —

переменная;
ii) если a = 0 и n > 2k + 5, то
a) f(z) = \rho 1e

\mu z, g(z) = \rho 2e
 - \mu z, где \rho 1, \rho 2 и \mu — комплексные константы, удовлетворя-

ющие соотношению

( - 1)kb2(\rho 1\rho 2)
n+1[\mu (n+ 1)]2k[2 - e\mu \eta  - e - \mu \eta ] = 1,

или

b) f(z) = tg(z), где tn+1 = 1, если t — константа, либо tn =
\Delta \eta g

\Delta \eta tg
, если t — переменная;

2) при ab \not = 0 и n > m+ 2k + 5 имеем f(z) \equiv g(z) или f(z) = hg(z), где h — переменная

и gm =  - b

a

hn\Delta \eta hg  - \Delta \eta g

hm+n\Delta \eta hg  - \Delta \eta g
.
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Теорема 4. Пусть f(z) и g(z) — две трансцендентные целые функции конечного порядка

и n,m, k \in \BbbZ +. Пусть также \eta \in \BbbC \setminus \{ 0\} , [fn(af + b)m\Delta \eta f ]
(k) и [gn(ag+ b)m\Delta \eta g]

(k) имеют

общее значение 1, включая кратность, где a, b — комплексные числа такие, что

| a| + | b| \not = 0, \Delta \eta f \not \equiv 0 и \Delta \eta g \not \equiv 0.

Тогда

1) при ab = 0 выполняется одно из следующих утверждений:

i) если a \not = 0 и n > m+ 2k + 5 при m \leq k + 1 или n > 4k  - m+ 5 при m > k + 1, то
a) f(z) = \rho 1e

\mu z, g(z) = \rho 2e
 - \mu z, где \rho 1, \rho 2 и \mu — комплексные константы, удовлетворя-

ющие соотношению

( - 1)ka2m(\rho 1\rho 2)
m+n+1[\mu (m+ n+ 1)]2k[2 - e\mu \eta  - e - \mu \eta ] = 1,

или

b) f(z) = tg(z), где tm+n+1 = 1, если t — константа, либо tm+n =
\Delta \eta g

\Delta \eta tg
, если t —

переменная;
ii) если a = 0 и n > 2k + 5, то
a) f(z) = \rho 1e

\mu z, g(z) = \rho 2e
 - \mu z, где \rho 1, \rho 2 и \mu — комплексные константы, удовлетворя-

ющие соотношению

( - 1)kb2m(\rho 1\rho 2)
n+1[\mu (n+ 1)]2k[2 - e\mu \eta  - e - \mu \eta ] = 1,

или

b) f(z) = tg(z), где tn+1 = 1, если t — константа, либо tn =
\Delta \eta g

\Delta \eta tg
, если t — переменная;

2) если ab \not = 0 и n > m + 2k + 5 при m \leq k + 1 или n > 4k  - m + 5 при m > k + 1, то
f(z) = hg(z), если h — константа, при этом h\chi = 1, где

\chi = GCD\{ m+ n+ 1,m+ n, . . . , n+ 1\} ,
или f(z) = hg(z), если h — переменная, при этом f и g удовлетворяют алгебраическому

уравнению R(f, g) = 0, где

R(\omega 1, \omega 2) = \omega n
1 (a\omega 1 + b)m\Delta \eta \omega 1  - \omega n

2 (a\omega 2 + b)m\Delta \eta \omega 2.

Замечание 2. При m = 1 теоремы 3 и 4 совпадают друг с другом.

Замечание 3. Если взять \Delta \eta f = \Delta \eta g = 1 в теореме 3, то из нее можно вывести тео-

рему A. Поэтому теорема 3 является существенным улучшением теоремы A.

Замечание 4. Теорема B следует из теоремы 4 при a = 1, b =  - 1,m = 1 и \Delta \eta f = \Delta \eta g = 1.
Поэтому теорема 4 является существенным улучшением теоремы B.

Замечание 5. Если взять a = 1, b = 0 и m = 0 в теореме 3, то из нее получается

теорема C. Поэтому теорема 3 является существенным улучшением теоремы C.

1. Леммы

Для доказательства наших результатов нам понадобятся следующие утверждения.

Лемма 1 ([8], лемма 2). Пусть f(z) — непостоянная мероморфная функция,

a0(z), a1(z), . . . , an - 1(z), an(z)(\not = 0)

— мероморфные функции такие, что T (r, ai) = S(r, f) (i = 0, 1, . . . , n). Тогда

T (r, a0 + a1f + . . .+ anf
n) = nT (r, f) + S(r, f).
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Лемма 2 ([3], теорема 1.30). Пусть f(z) — трансцендентная целая функция, k \in \BbbZ + и

\eta \in \BbbC \setminus \{ 0\} . Тогда

T (r, f) \leq N(r, 0; f) +N
\bigl( 
r, \eta ; f (k)

\bigr) 
 - N

\bigl( 
r, 0; f (k+1)

\bigr) 
+ S(r, f) \leq 

\leq N(r, 0; f | k + 1) +N
\bigl( 
r, \eta ; f (k)

\bigr) 
 - N

\bigl( 
r, 0; f (k+1)| 0

\bigr) 
+ S(r, f),

где N
\bigl( 
r, 0; f (k+1)| 0

\bigr) 
— подсчитывающая функция, считающая только те точки, в кото-

рых f (k+1) = 0, но f(f (k)  - \eta ) \not = 0.

Лемма 3 ([3], теорема 1.8). Пусть f(z) — трансцендентная мероморфная функция и

пусть a1(z), a2(z) — две мероморфные функции такие, что T (r, ai) = S(r, f) (i = 1, 2)
и a1 \not = a2. Тогда

T (r, f) \leq N(r,\infty ; f) +N(r, a1; f) +N(r, a2; f) + S(r, f).

Лемма 4 ([3], теорема 1.24). Пусть f(z) — непостоянная мероморфная функция, k \in \BbbZ +

и f (k) \not = 0. Тогда

N
\bigl( 
r, 0; f (k)

\bigr) 
\leq N(r, 0; f) + kN(r,\infty ; f) + S(r, f).

Лемма 5 ([9]). Пусть f(z) — непостоянная мероморфная функция и p, k \in \BbbZ +. Тогда

N
\bigl( 
r, 0; f (k)

\bigr) 
\leq T

\bigl( 
r, f (k)

\bigr) 
 - T (r, f) +N(r, 0; f | p+ k) + S(r, f),

N
\bigl( 
r, 0; f (k)

\bigr) 
\leq kN(r,\infty ; f) +N(r, 0; f | p+ k) + S(r, f).

Лемма 6 ([10], следствие 2.5). Пусть f(z) — мероморфная функция конечного порядка \sigma 
и пусть \eta \in \BbbC \setminus \{ 0\} — фиксированное число. Тогда для любого \epsilon (> 0) имеем

m

\biggl( 
r,
f(z + \eta )

f(z)

\biggr) 
+m

\biggl( 
r,

f(z)

f(z + \eta )

\biggr) 
= O(r\sigma  - 1+\epsilon ) = S(r, f).

Лемма 7. Пусть f(z) и g(z) — две непостоянные целые функции, n,m, k \in \BbbZ +, n > k+2,
и a, b — комплексные константы такие, что | a| + | b| \not = 0. Пусть

F = [fn(afm + b)\Delta \eta f ]
(k), G = [gn(agm + b)\Delta \eta g]

(k), (1)

где \eta \in \BbbC \setminus \{ 0\} , \Delta \eta f \not \equiv 0, \Delta \eta g \not \equiv 0 и

H =

\Biggl[ 
F (2)

F (1)
 - 2F (1)

F  - 1

\Biggr] 
 - 

\Biggl[ 
G(2)

G(1)
 - 2G(1)

G - 1

\Biggr] 
. (2)

Если F и G имеют общее значение 1, включая кратность, и H \not \equiv 0, то

m

\biggl( 
r,

1

F

\biggr) 
= N(r, 0;G) - (n - k  - 2)N(r, 0; f) - (n - k  - 2)N(r, 0; g) + S(r, f) + S(r, g).

Аналогичный результат верен и для m

\biggl( 
r,

1

G

\biggr) 
.

Доказательство. Пусть \alpha 0 — простой нуль функций F  - 1 и G  - 1. Тогда H(\alpha 0) = 0,
поскольку F и G имеют общее значение 1, включая кратность. Теперь если H \not \equiv 0, то
имеем

N(r, 1;F | \leq 1) = N(r, 1;G| \leq 1) \leq N(r, 0;H) \leq T (r,H)+O(1) \leq N(r,\infty ;H)+S(r, f)+S(r, g).
(3)



90 А.ШОУ

Нули F  - 1 = 0 не могут быть полюсами H(z), так как F и G имеют общее значение 1,
включая кратность. Поскольку f и g — две непостоянные целые функции, то из (2) и (3)
получаем

N(r, 1;F | \leq 1) \leq N(r, 0;F | \geq 2) +N(r, 0;G| \geq 2) +N
\bigl( 
r, 0;F (1)| 0

\bigr) 
+

+ N
\bigl( 
r, 0;G(1)| 0

\bigr) 
+ S(r, f) + S(r, f), (4)

где N
\bigl( 
r, 0;F (1)| 0

\bigr) 
обозначает функцию, подсчитывающую только те нули F (1), которые не

являются нулями F (F  - 1); функция N
\bigl( 
r, 0;G(1)| 0

\bigr) 
задается аналогично. Теперь из второй

основной теоремы Неванлинны и леммы 4 получаем

T (r, F ) \leq N(r,\infty ;F ) +N(r, 0;F ) +N(r, 1;F ) - N(r, 0;F (1)| 0) + S(r, f), (5)

N
\bigl( 
r, 0;G(1)

\bigr) 
\leq N(r, 0;G) + S(r, g). (6)

Из определения N(r, 0;G(1)| 0) можно вывести, что

N
\bigl( 
r, 0;G(1)| 0

\bigr) 
+N(r, 1;G| \geq 2) +N(r, 0;G| \geq 2) - N(r, 0;G| \geq 2) \leq N

\bigl( 
r, 0;G(1)

\bigr) 
. (7)

Из (6) и (7) имеем

N
\bigl( 
r, 0;G(1)

\bigr) 
+N(r, 1;G| \geq 2) \leq N(r, 0;G) + S(r, g). (8)

Поскольку F и G имеют общее значение 1, включая кратность, то

N(r, 1;F ) = N(r, 1;F | \leq 1) +N(r, 1;F | \geq 2) = N(r, 1;F | \leq 1) +N(r, 1;G| \geq 2). (9)

Совмещая (5), (8), (9), можно показать, что

T (r, f) = N(r, 0;F ) +N(r, 0;G) +N(r, 0;F | \geq 2) +N(r, 0;G| \geq 2) + S(r, f) + S(r, g). (10)

Из первой основной теоремы Неванлинны следует, что T (r, F ) = T

\biggl( 
r,

1

F

\biggr) 
+ S(r, f), и из

неравенства (10) получаем

T

\biggl( 
r,

1

F

\biggr) 
\leq N(r, 0;F ) - [N(r, 0;F | \geq 3) - 2N(r, 0;F | \geq 3)] +N(r, 0;G) - 

 - [N(r, 0;G| \geq 3) - 2N(r, 0;F | \geq 3)] + S(r, f) + S(r, g). (11)

Предположим, что \alpha 0 — нуль функции f кратности l(\geq 1), тогда \alpha 0 является нулем функ-
ции F кратности nl  - k. Поскольку n > k + 2, то nl  - k > (k + 2)l  - k = (l  - 1)k + 2l \geq 2,
т. е. \alpha 0 — нуль функции F кратности не меньше трех. Тогда получаем

N(r, 0;F | \geq 3) - 2N(r, 0;F | \geq 3) \geq (n - k  - 2)N(r, 0; f), (12)

N(r, 0;G| \geq 3) - 2N(r, 0;G| \geq 3) \geq (n - k  - 2)N(r, 0; g). (13)

Известно, что

m

\biggl( 
r,

1

F

\biggr) 
= T

\biggl( 
r,

1

F

\biggr) 
 - N(r, 0;F ). (14)

Объединяя неравенства (11)–(14), получаем требуемый результат

m

\biggl( 
r,

1

F

\biggr) 
= N(r, 0;G) - (n - k  - 2)N(r, 0; f) - (n - k  - 2)N(r, 0; g) + S(r, f) + S(r, g).

Аналогично можно показать, что

m

\biggl( 
r,

1

G

\biggr) 
= N(r, 0;F ) - (n - k  - 2)N(r, 0; g) - (n - k  - 2)N(r, 0; f) + S(r, f) + S(r, g). \square 
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Лемма 8. Пусть f(z) и g(z) — две непостоянные целые функции и пусть n,m, k \in \BbbZ +,

n > k + 2, и a, b — комплексные константы такие, что | a| + | b| \not = 0. Пусть F = [fn(af +

b)m\Delta \eta f ]
(k) и G = [gn(ag + b)m\Delta \eta g]

(k), где \eta \in \BbbC \setminus \{ 0\} , \Delta \eta f \not \equiv 0, \Delta \eta g \not \equiv 0 и

H =

\Biggl[ 
F (2)

F (1)
 - 2F (1)

F  - 1

\Biggr] 
 - 

\Biggl[ 
G(2)

G(1)
 - 2G(1)

G - 1

\Biggr] 
.

Если F и G имеют общее значение 1, включая кратность, и H \not \equiv 0, то

m

\biggl( 
r,

1

F

\biggr) 
= N(r, 0;G) - (n - k  - 2)N(r, 0; f) - (n - k  - 2)N(r, 0; g) + S(r, f) + S(r, g).

Аналогичный результат верен и для m

\biggl( 
r,

1

G

\biggr) 
.

Доказательство аналогично доказательству леммы 7.

Лемма 9. Пусть f — трансцендентная целая функция конечного порядка, n,m \in \BbbZ +,

\eta \in \BbbC \setminus \{ 0\} и a, b — комплексные числа такие, что | a| + | b| \not = 0. Если a \not = 0, то

T (r, fn(afm + b)\Delta \eta f) = T (r, fn(afm + b)f) = (n+m+ 1)T (r, f) + S(r, f);

если же a = 0, то

T (r, fn(afm + b)\Delta \eta f) = T (r, fn(afm + b)f) = (n+ 1)T (r, f) + S(r, f).

Доказательство. Поскольку f — трансцендентная целая функция, то fn(afm+b)\Delta \eta f также
является целой функцией. Предположим сначала, что a \not = 0, тогда по лемме 6 имеем

T (r, fn(afm + b)\Delta \eta f) = m(r, fn(afm + b)\Delta \eta f) = m(r, fn) +m(r, afm + b) +m(r,\Delta \eta f) =

= nm(r, f) +mm(r, f) +m(r, f) +m

\biggl( 
r,
\Delta \eta f

f

\biggr) 
\leq (n+m+ 1)T (r, f) + S(r, f).

Откуда

T (r, fn(afm + b)\Delta \eta f) \leq (n+m+ 1)T (r, f) + S(r, f). (15)

С другой стороны, используя лемму 6 и первую основную теорему Неванлинны, можно
получить неравенства

(n+m+ 1)T (r, f) = T (r, fn(afm + b)f) = m(r, fn(afm + b)f) \leq 

\leq m(r, fn(afm + b)\Delta \eta f) +m

\biggl( 
r,

f

\Delta \eta f

\biggr) 
+ S(r, f) \leq 

\leq T (r, fn(afm + b)\Delta \eta f) + T

\biggl( 
r,

f

\Delta \eta f

\biggr) 
+ S(r, f) \leq 

\leq T (r, fn(afm + b)\Delta \eta f) + T

\biggl( 
r,
\Delta \eta f

f

\biggr) 
+ S(r, f) \leq 

\leq T (r, fn(afm + b)\Delta \eta f) +m

\biggl( 
r,
\Delta \eta f

f

\biggr) 
+ S(r, f) \leq 

\leq T (r, fn(afm + b)\Delta \eta f) + S(r, f).

Откуда

(n+m+ 1)T (r, f) = T (r, fn(afm + b)f) \leq T (r, fn(afm + b)\Delta \eta f) + S(r, f). (16)
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Совмещая (15) и (16), получаем

T (r, fn(afm + b)\Delta \eta f) = T (r, fn(afm + b)f) = (n+m+ 1)T (r, f) + S(r, f).

Если же a = 0, очевидно имеем

T (r, fn(afm + b)\Delta \eta f) = T (r, fn(afm + b)f) = (n+ 1)T (r, f) + S(r, f). \square 

Лемма 10. Пусть f(z) — трансцендентная целая функция конечного порядка, n,m \in \BbbZ +,

\eta \in \BbbC \setminus \{ 0\} и a, b — комплексные числа такие, что | a| + | b| \not = 0. Если a \not = 0, то

T (r, fn(af + b)m\Delta \eta f) = T (r, fn(af + b)mf) = (n+m+ 1)T (r, f) + S(r, f).

Если же a = 0, то

T (r, fn(af + b)m\Delta \eta f) = T (r, fn(af + b)mf) = (n+ 1)T (r, f) + S(r, f).

Доказательство аналогично доказательству леммы 9.

Лемма 11. Пусть f(z) и g(z) — две целые функции, n,m, k \in \BbbZ +, \eta \in \BbbC \setminus \{ 0\} и a, b —

комплексные числа такие, что | a| + | b| \not = 0. Возьмем F = [fn(afm + b)\Delta \eta f ]
(k) и G =

[gn(agm + b)\Delta \eta g]
(k), где \Delta \eta f \not \equiv 0 и \Delta \eta g \not \equiv 0. Если существуют две ненулевые комплексные

константы \beta 1 и \beta 2 такие, что N(r, \beta 1;F ) = N(r, 0;G) и N(r, \beta 2;G) = N(r, 0;F ), то n \leq 
m+ 2k + 3 при a \not = 0 или n \leq 2k + 3 при a = 0.

Доказательство. Поскольку f и g являются целыми, то F и G также являются целыми.
Возьмем F1 = fn(afm + b)\Delta \eta f и G1 = gn(agm + b)\Delta \eta g.
1) Пусть a \not = 0.

Ввиду второй основной теоремы Неванлинны

T (r, F ) \leq N(r, 0;F ) +N(r, \beta 1;F ) + S(r, F ) \leq N(r, 0;F ) +N(r, 0;G) + S(r, F ). (17)

Используя леммы 1, 5, 9, получаем

(n+m+ 1)T (r, f) = T (r, F1) + S(r, f) \leq 
\leq T (r, F ) - N(r, 0;F ) +N(r, 0;F1| k + 1) + S(r, f) \leq 
\leq N(r, 0;G) +N(r, 0;F1| k + 1) + S(r, f) \leq 
\leq N(r, 0;G1| k + 1) +N(r, 0;F1| k + 1) + S(r, f) \leq 
\leq (k + 1)N(r, 0; g) +mN(r, 0; g) +N(r, 0;\Delta \eta g| k + 1) + (k + 1)N(r, 0; f) +

+ mN(r, 0; f) +N(r, 0;\Delta \eta f | k + 1) + S(r, f) + S(r, g) \leq 
\leq (k + 1)N(r, 0; g) +mN(r, 0; g) + T (r,\Delta \eta g) + (k + 1)N(r, 0; f) +

+ mN(r, 0; f) + T (r,\Delta \eta f) + S(r, f) + S(r, g) \leq 
\leq (k + 1)N(r, 0; g) +mN(r, 0; g) +m(r,\Delta \eta g) + (k + 1)N(r, 0; f) +

+ mN(r, 0; f) +m(r,\Delta \eta f) + S(r, f) + S(r, g) \leq 

\leq (k + 1)N(r, 0; g) +mN(r, 0; g) +m(r, g) +m

\biggl( 
r,
\Delta \eta g

g

\biggr) 
+ (k + 1)N(r, 0; f) +

+ mN(r, 0; f) +m(r, f) +m

\biggl( 
r,
\Delta \eta f

f

\biggr) 
+ S(r, f) + S(r, g) \leq 

\leq (k + 1)T (r, g) +mT (r, g) + T (r, g) + (k + 1)T (r, f) +

+ mT (r, f) + T (r, f) + S(r, f) + S(r, g) \leq 
\leq (m+ k + 2)(T (r, g) + T (r, f)) + S(r, f) + S(r, g).
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Откуда

(n+m+ 1)T (r, f) \leq (m+ k + 2)(T (r, g) + T (r, f)) + S(r, f) + S(r, g). (18)

Аналогично можно показать, что

(n+m+ 1)T (r, g) \leq (m+ k + 2)(T (r, f) + T (r, g)) + S(r, f) + S(r, g). (19)

Объединяя (18), (19), имеем

(n+m+ 1)(T (r, g) + T (r, f)) \leq 2(m+ k + 2)(T (r, g) + T (r, f)) + S(r, f) + S(r, g),

[n - (m+ 2k + 3)](T (r, g) + T (r, f)) \leq S(r, f) + S(r, g).

Отсюда n \leq m+ 2k + 3.
2) Пусть a = 0.

Аналогичными рассуждениями можно получить, что n \leq 2k + 3. \square 

Лемма 12. Пусть f(z) и g(z) — две целые функции, n,m, k \in \BbbZ +, \eta \in \BbbC \setminus \{ 0\} и a, b —

комплексные числа такие, что | a| + | b| \not = 0. Возьмем F = [fn(af + b)m\Delta \eta f ]
(k) и G =

[gn(ag + b)m\Delta \eta g]
(k), где \Delta \eta f \not \equiv 0 и \Delta \eta g \not \equiv 0. Если существуют две ненулевые комплексные

константы \beta 1 и \beta 2 такие, что N(r, \beta 1;F ) = N(r, 0;G) и N(r, \beta 2;G) = N(r, 0;F ), то
i) n \leq m+ 2k + 3 при m \leq k + 1 или n \leq 4k  - m+ 5 при m > k + 1, если a \not = 0;
ii) n \leq 2k + 3, если a = 0.

Доказательство. Поскольку f и g — целые функции, то F и G также являются целыми
функциями. Возьмем F1 = fn(af + b)m\Delta \eta f и G1 = gn(ag + b)m\Delta \eta g.
1) Пусть a \not = 0.

Ввиду второй основной теоремы Неванлинны

T (r, F ) \leq N(r, 0;F ) +N(r, \beta 1;F ) + S(r, F ) \leq N(r, 0;F ) +N(r, 0;G) + S(r, F ). (20)

Используя леммы 1, 5, 9, получаем

(n+m+ 1)T (r, f) = T (r, F1) + S(r, f) \leq T (r, F ) - N(r, 0;F ) +N(r, 0;F1| k + 1) + S(r, f) \leq 

\leq N(r, 0;G) +N(r, 0;F1| k+ 1) + S(r, f) \leq N(r, 0;G1| k+ 1) +N(r, 0;F1| k+ 1) + S(r, f). (21)

1.1) Пусть m \leq k + 1.
Из (21) имеем

(n+m+ 1)T (r, f) \leq N(r, 0;G1| k + 1) +N(r, 0;F1| k + 1) + S(r, f) \leq 
\leq (k + 1)N(r, 0; g) +mN(r, 0; g) +N(r, 0;\Delta \eta g| k + 1) + (k + 1)N(r, 0; f) +

+ mN(r, 0; f) +N(r, 0;\Delta \eta f | k + 1) + S(r, f) + S(r, g) \leq 
\leq (k + 1)N(r, 0; g) +mN(r, 0; g) + T (r,\Delta \eta g) + (k + 1)N(r, 0; f) +

+ mN(r, 0; f) + T (r,\Delta \eta f) + S(r, f) + S(r, g) \leq 
\leq (k + 1)N(r, 0; g) +mN(r, 0; g) +m(r,\Delta \eta g) + (k + 1)N(r, 0; f) +

+ mN(r, 0; f) +m(r,\Delta \eta f) + S(r, f) + S(r, g) \leq 

\leq (k + 1)N(r, 0; g) +mN(r, 0; g) +m(r, g) +m

\biggl( 
r,
\Delta \eta g

g

\biggr) 
+ (k + 1)N(r, 0; f) +

+ mN(r, 0; f) +m(r, f) +m

\biggl( 
r,
\Delta \eta f

f

\biggr) 
+ S(r, f) + S(r, g) \leq 
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\leq (k + 1)T (r, g) +mT (r, g) + T (r, g) + (k + 1)T (r, f) +

+ mT (r, f) + T (r, f) + S(r, f) + S(r, g) \leq 
\leq (m+ k + 2)(T (r, g) + T (r, f)) + S(r, f) + S(r, g),

откуда
(n+m+ 1)T (r, f) \leq (m+ k + 2)(T (r, g) + T (r, f)) + S(r, f) + S(r, g). (22)

Аналогично можно показать, что

(n+m+ 1)T (r, g) \leq (m+ k + 2)(T (r, f) + T (r, g)) + S(r, f) + S(r, g). (23)

Совмещая (22) и (23), имеем

(n+m+ 1)(T (r, g) + T (r, f)) \leq 2(m+ k + 2)(T (r, g) + T (r, f)) + S(r, f) + S(r, g),

[n - (m+ 2k + 3)](T (r, g) + T (r, f)) \leq S(r, f) + S(r, g).

Отсюда n \leq m+ 2k + 3.
1.2) Пусть m > k + 1.

Из (21) получаем

(n+m+ 1)T (r, f) \leq N(r, 0;G1| k + 1) +N(r, 0;F1| k + 1) + S(r, f) \leq 
\leq (k + 1)N(r, 0; g) + (k + 1)N(r, 0; ag + b) +N(r, 0;\Delta \eta g| k + 1) + (k + 1)N(r, 0; f) +

+ (k + 1)N(r, 0; af + b) +N(r, 0;\Delta \eta f | k + 1) + S(r, f) + S(r, g) \leq 
\leq (2k + 3)(T (r, g) + T (r, f)) + S(r, f) + S(r, g). (24)

Аналогично,

(n+m+ 1)T (r, g) \leq (2k + 3)(T (r, f) + T (r, g)) + S(r, f) + S(r, g). (25)

Объединяя (24) и (25), находим n \leq 4k  - m+ 5.
2) Пусть a = 0.

Рассуждениями, аналогичными подслучаю 1.1), можно получить неравенство n \leq 2k+3. \square 

2. Доказательства теорем

Доказательство теоремы 1. Пусть F1 = fn(afm+b)\Delta \eta f и F = F
(k)
1 . Поскольку f — транс-

цендентная целая функция, то F1 и F являются трансцендентными целыми функциями.
1) Пусть a \not = 0.

Ввиду леммы 9

(n+m+ 1)T (r, f) = T (r, fn(afm + b)\Delta \eta f) + S(r, f).

Отсюда, используя леммы 1 и 2, получаем

(n+m+ 1)T (r, f) = T (r, F1) + S(r, f) \leq 
\leq N(r, 0; fn(afm + b)\Delta \eta f | k + 1) +N(r, 1;F ) + S(r, f) \leq 
\leq N(r, 0; fn| k + 1) +N(r, 0; afm + b| k + 1) +N(r, 0;\Delta \eta f | k + 1) +N(r, 1;F ) + S(r, f) \leq 
\leq (k + 1)N(r, 0; f) +mN(r, 0; f) + T (r,\Delta \eta f) +N(r, 1;F ) + S(r, f) \leq 
\leq (m+ k + 1)N(r, 0; f) +m(r,\Delta \eta f) +N(r, 1;F ) + S(r, f) \leq 
\leq (m+ k + 2)T (r, 0; f) +N(r, 1;F ) + S(r, f),

откуда

(n - k  - 1)T (r, f) \leq N(r, 1;F ) + S(r, f).
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Поскольку n \geq k+ 2, то F  - 1 = 0, т. е. [fn(afm + b)\Delta \eta f ]
(k)  - 1 = 0 имеет бесконечно много

решений.
2) Пусть a = 0.

Ввиду леммы 9

(n+ 1)T (r, f) = T (r, fn(afm + b)\Delta \eta f) + S(r, f).

Отсюда, используя леммы 1 и 2, получаем

(n+ 1)T (r, f) = T (r, F1) + S(r, f) \leq 
\leq N(r, 0; fn(afm + b)\Delta \eta f | k + 1) +N(r, 1;F ) + S(r, f) \leq 
\leq N(r, 0; fn| k + 1) +N(r, 0; afm + b| k + 1) +N(r, 0;\Delta \eta f | k + 1) +N(r, 1;F ) + S(r, f) \leq 
\leq (k + 1)N(r, 0; f) + T (r,\Delta \eta f) +N(r, 1;F ) + S(r, f) \leq 
\leq (k + 1)N(r, 0; f) +m(r,\Delta \eta f) +N(r, 1;F ) + S(r, f) \leq 
\leq (k + 2)T (r, 0; f) +N(r, 1;F ) + S(r, f).

Откуда

(n - k  - 1)T (r, f) \leq N(r, 1;F ) + S(r, f).

Поскольку n \geq k+ 2, то F  - 1 = 0, т. е. [fn(afm + b)\Delta \eta f ]
(k)  - 1 = 0 имеет бесконечно много

решений. \square 

Доказательство теоремы 2. Пусть F1 = fn(af+b)m\Delta \eta f и F = F
(k)
1 . Поскольку f — транс-

цендентная целая функция, то F1 и F также являются трансцендентными целыми функ-
циями.
1) Пусть a \not = 0.

Тогда ввиду леммы 10

(n+m+ 1)T (r, f) = T (r, fn(af + b)m\Delta \eta f) + S(r, f),

откуда, используя леммы 1 и 2, получаем

(n+m+ 1)T (r, f) = T (r, F1) + S(r, f) \leq 
\leq N(r, 0; fn(af + b)m\Delta \eta f | k + 1) +N(r, 1;F ) + S(r, f) \leq 
\leq N(r, 0; fn| k + 1) +N(r, 0; (af + b)m| k + 1) +N(r, 0;\Delta \eta f | k + 1) +N(r, 1;F ) + S(r, f).

(26)

1.1) Пусть m \leq k + 1.
Тогда из (26) выводим

(n+m+ 1)T (r, f) \leq (k + 1)N(r, 0; f) +mN(r, 0; f) + T (r,\Delta \eta f) +N(r, 1;F ) + S(r, f) \leq 
\leq (m+ k + 1)N(r, 0; f) +m(r,\Delta \eta f) +N(r, 1;F ) + S(r, f) \leq 
\leq (m+ k + 2)N(r, 0; f) +N(r, 1;F ) + S(r, f).

Откуда

(n - k  - 1)T (r, f) \leq N(r, 1;F ) + S(r, f).

Поскольку n \geq k+ 2, то F  - 1 = 0, т. е. [fn(afm + b)\Delta \eta f ]
(k)  - 1 = 0 имеет бесконечно много

решений.
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1.2) Пусть m > k + 1.
Тогда из (26) выводим

(n+m+ 1)T (r, f) \leq (k + 1)N(r, 0; f) + (k + 1)N(r, 0; f) + T (r,\Delta \eta f) +N(r, 1;F ) + S(r, f) \leq 
\leq 2(k + 1)N(r, 0; f) +m(r,\Delta \eta f) +N(r, 1;F ) + S(r, f) \leq 
\leq (2k + 3)N(r, 0; f) +N(r, 1;F ) + S(r, f),

откуда

[n - (2k  - m+ 2)]T (r, f) \leq N(r, 1;F ) + S(r, f).

Поскольку n \geq 2k  - m+ 3, то F  - 1 = 0, т. е. [fn(af + b)m\Delta \eta f ]
(k)  - 1 = 0 имеет бесконечно

много решений.
2) Пусть a = 0.

Тогда по лемме 10

(n+ 1)T (r, f) = T (r, fn(af + b)m\Delta \eta f) + S(r, f).

Отсюда, используя леммы 1 и 2, получаем

(n+ 1)T (r, f) = T (r, F1) + S(r, f) \leq 
\leq N(r, 0; fn(af + b)m\Delta \eta f | k + 1) +N(r, 1;F ) + S(r, f) \leq 
\leq N(r, 0; fn| k + 1) +N(r, 0; (af + b)m| k + 1) +N(r, 0;\Delta \eta f | k + 1) +N(r, 1;F ) + S(r, f) \leq 
\leq (k + 1)N(r, 0; f) +m(r,\Delta \eta f) +N(r, 1;F ) + S(r, f) \leq 
\leq (k + 2)T (r, 0; f) +N(r, 1;F ) + S(r, f),

откуда

(n - k  - 1)T (r, f) \leq N(r, 1;F ) + S(r, f).

Поскольку n \geq k+ 2, то F  - 1 = 0, т. е. [fn(afm + b)\Delta \eta f ]
(k)  - 1 = 0 имеет бесконечно много

решений. \square 

Доказательство теоремы 3. Возьмем

F = [fn(afm + b)\Delta \eta f ]
(k), G = [gn(agm + b)\Delta \eta g]

(k),

F1 = fn(afm + b)\Delta \eta f, G1 = gn(agm + b)\Delta \eta g.

Тогда F = F
(k)
1 и G = G

(k)
1 . Теперь по лемме 9

T (r, F1) = (n+m+ 1)T (r, f) + S(r, f), (27)

T (r,G1) = (n+m+ 1)T (r, g) + S(r, g). (28)

Также можно вывести

m

\biggl( 
r,

1

F1

\biggr) 
\leq m

\biggl( 
r,

1

F

\biggr) 
+ S(r, f). (29)

Получаем

m

\biggl( 
r,

1

F1

\biggr) 
= T (r, F1) - N(r, 0;F1) + S(r, f). (30)

Разобьем доказательство теоремы на следующие случаи.
1) Пусть H \not \equiv 0.

Предположим сначала, что a \not = 0, тогда по лемме 7 имеем

m

\biggl( 
r,

1

F

\biggr) 
= N(r, 0;G) - (n - k  - 2)N(r, 0; f) - (n - k  - 2)N(r, 0; g) + S(r, f) + S(r, g). (31)
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Снова по лемме 4 получаем

N(r, 0;G) \leq N(r, 0;G1) + S(r, f). (32)

Используя неравенства (27), (29)–(32), имеем

(n+m+ 1)T (r, f) = T (r, F1) + S(r, f) =

= m(r,
1

F1
) +N(r, 0;F1) + S(r, f) \leq 

\leq m(r,
1

F1
) +N(r, 0;F1) + S(r, f) \leq 

\leq N(r, 0;G) - (n - k  - 2)N(r, 0; f) - (n - k  - 2)N(r, 0; g) +

+ N(r, 0;F1) + S(r, f) + S(r, g) \leq 
\leq N(r, 0;G1) - (n - k  - 2)N(r, 0; f) - (n - k  - 2)N(r, 0; g) +

+ N(r, 0;F1) + S(r, f) + S(r, g) \leq 
\leq nN(r, 0; g) +mN(r, 0; g) +N(r, 0;\Delta \eta g) - 
 - (n - k  - 2)N(r, 0; f) - (n - k  - 2)N(r, 0; g) +

+ nN(r, 0; f) +mN(r, 0; f) +N(r, 0;\Delta \eta f) + S(r, f) + S(r, g) \leq 
\leq (k + 2)N(r, 0; g) +mN(r, 0; g) +N(r, 0;\Delta \eta g) + (k + 2)N(r, 0; f) +

+ mN(r, 0; f) +N(r, 0;\Delta \eta f) + S(r, f) + S(r, g) \leq 
\leq (m+ k + 3)(T (r, g) + T (r, f)) + S(r, f) + S(r, g). (33)

Аналогично можно показать, что

(n+m+ 1)T (r, g) \leq (m+ k + 3)(T (r, g) + T (r, f)) + S(r, f) + S(r, g). (34)

Складывая (33) с (34), имеем

(n+m+ 1)(T (r, g) + T (r, f)) \leq (2m+ 2k + 6)(T (r, f) + T (r, g)) + S(r, f) + S(r, g),

[n - (m+ 2k + 5)](T (r, f) + T (r, g)) \leq S(r, f) + S(r, g),

что является противоречием, так как n > m+ 2k + 5.
Далее, если a = 0, то аналогичными рассуждениями получаем противоречие с тем, что
n > 2k + 5.
2) Пусть H \equiv 0.

Тогда

\Biggl( 
F (2)

F (1)  - 1
 - 2F (1)

F  - 1

\Biggr) 
 - 

\Biggl( 
G(2)

G(1)
 - 2G(1)

G - 1

\Biggr) 
= 0. Дважды проинтегрировав, получим

1

F  - 1
=

A

G - 1
+B, (35)

где A(\not = 0), B — константы. Рассмотрим теперь следующие подслучаи.
2.1) Пусть B \not = 0 и A = B. Тогда из (35) получаем

1

F  - 1
=

BG

G - 1
. (36)

Если B =  - 1, то из (36) следует, что FG = 1. Тогда

[fn(afm + b)\Delta \eta f ]
(k)[gn(agm + b)\Delta \eta g]

(k) = 1. (37)

Поскольку f(z) и g(z) — трансцендентные целые функции и n > m+ 2k + 5, получаем

f(z) \not = 0; g(z) \not = 0.
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2.1.1) Пусть ab = 0.
Поскольку | a| + | b| \not = 0, то, по крайней мере, одно из чисел a или b ненулевое. Пусть a \not = 0
и b = 0. Тогда из (37) получим\bigl[ 

afm+n\Delta \eta f
\bigr] (k)\bigl[ 

agm+n\Delta \eta g
\bigr] (k)

= 1. (38)

Так как n > m + 2k + 5, то из (38) вытекает, что f и g не имеют нулей, и можно взять f
и g следующим образом:

f = e\alpha (z), g = e\beta (z),

где \alpha (z) и \beta (z) — многочлены, отличные от константы. Теперь

fm+n\Delta \eta f = fm+nf(z + \eta ) - fm+n+1 = e(m+n)\alpha (z)+\alpha (z+\eta )  - e(m+n+1)\alpha (z).

Пусть

\alpha 1(z) = \alpha (z + \eta ) - \alpha (z),

\alpha 2(z) = (m+ n)\alpha (z) + \alpha (z + \eta ).

Откуда \bigl[ 
fm+n+1

\bigr] (k)
= d1

\Bigl( 
\alpha (1), \alpha (2), . . . , \alpha (k)

\Bigr) 
e(m+n+1)\alpha (z),

\bigl[ 
fm+nf(z + \eta )

\bigr] (k)
= d2

\Bigl( 
\alpha 
(1)
2 , \alpha 

(2)
2 , . . . , \alpha 

(k)
2

\Bigr) 
e\alpha 2(z),

где d1 и d2 — дифференциальные многочлены от
\Bigl( 
\alpha (1), \alpha (2), . . . , \alpha (k)

\Bigr) 
и
\Bigl( 
\alpha 
(1)
2 , \alpha 

(2)
2 , . . . , \alpha 

(k)
2

\Bigr) 
соответственно. Легко увидеть, что d1 \not \equiv 0, d2 \not \equiv 0 и [afm+n\Delta \eta f ]

(k) \not \equiv 0. Тогда T (r, di) =
S(r, f)(i = 1, 2) и

N(r, 0; d2e
\alpha 1(z)  - d1) = 0. (39)

Из второй основной теоремы Неванлинны и неравенства (39) следует, что

T (r, e\alpha 1) \leq N(r, 0; e\alpha 1) +N(r,\infty ; e\alpha 1) +N(r, 0; d2e
\alpha 1  - d1) + S(r, f) = S(r, f).

Отсюда \alpha 1 — константа, возьмем \alpha 1 = C, тогда \alpha (z + \eta ) = \alpha (z) + C и \mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{g}(\alpha ) = 1. Анало-
гичным образом получим, что \mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{g}(\beta ) = 1. Тогда f(z) = \rho 1e

\mu z и g(z) = \rho 2e
\lambda z, где \rho 1, \rho 2, \mu ,

\lambda — ненулевые константы. Снова из (38) имеем \mu =  - \lambda . Тогда f(z) = \rho 1e
\mu z и g(z) = \rho 2e

 - \mu z.
Значит, из (38) вытекает

( - 1)ka2(\rho 1\rho 2)
m+n+1[\mu (m+ n+ 1)]2k[2 - e\mu \eta  - e - \mu \eta ] = 1.

Снова если a = 0 и b \not = 0, то уравнение (38) имеет вид [bfn\Delta \eta f ]
(k)[bgn\Delta \eta g]

(k) = 1 и, продол-
жая как и ранее, получим

f(z) = \rho 1e
\mu z, g(z) = \rho 2e

 - \mu z и ( - 1)kb2(\rho 1\rho 2)
n+1[\mu (n+ 1)]2k[2 - e\mu \eta  - e - \mu \eta ] = 1.

2.1.2) Пусть ab \not = 0.

Ввиду (37) возьмем f = e\alpha (z). Тогда

fn(afm + b)\Delta \eta f = afm+nf(z + \eta ) + bfnf(z + \eta ) - afm+n+1  - bfn+1 =

= ae\alpha 2(z) + be\alpha 3(z)  - ae\alpha 4(z)  - be\alpha 5(z),

где

\alpha 2(z) = (m+ n)\alpha (z) + \alpha (z + \eta ),

\alpha 3(z) = n\alpha (z) + \alpha (z + \eta ),
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\alpha 4(z) = (m+ n+ 1)\alpha (z),

\alpha 5(z) = (n+ 1)\alpha (z).

Тогда

[afm+nf(z + \eta )](k) = d2

\Bigl( 
\alpha 
(1)
2 , \alpha 

(2)
2 , . . . , \alpha 

(k)
2

\Bigr) 
e\alpha 2(z),

[bfnf(z + \eta )](k) = d3

\Bigl( 
\alpha 
(1)
3 , \alpha 

(2)
3 , . . . , \alpha 

(k)
3

\Bigr) 
e\alpha 3(z),

[afm+n+1](k) = d4

\Bigl( 
\alpha 
(1)
4 , \alpha 

(2)
4 , . . . , \alpha 

(k)
4

\Bigr) 
e\alpha 4(z),

[bfn+1](k) = d5

\Bigl( 
\alpha 
(1)
5 , \alpha 

(2)
5 , . . . , \alpha 

(k)
5

\Bigr) 
e\alpha 5(z),

где d2, d3, d4 и d5 — различные многочлены от
\Bigl( 
\alpha 
(1)
2 , \alpha 

(2)
2 , . . . , \alpha 

(k)
2

\Bigr) 
,
\Bigl( 
\alpha 
(1)
3 , \alpha 

(2)
3 , . . . , \alpha 

(k)
3

\Bigr) 
,\Bigl( 

\alpha 
(1)
4 , \alpha 

(2)
4 , . . . , \alpha 

(k)
4

\Bigr) 
и
\Bigl( 
\alpha 
(1)
5 , \alpha 

(2)
5 , . . . , \alpha 

(k)
5

\Bigr) 
соответственно. Легко увидеть, что di \not \equiv 0 (i =

2, 3, 4, 5) и F \not \equiv 0, так как f и g — целые функции. Тогда

d2e
\alpha 2(z) + d3e

\alpha 3(z)  - d4e
\alpha 4(z)  - d5e

\alpha 5(z) \not = 0. (40)

Поскольку \alpha (z) является целой функцией, то

T (r, \alpha (1)) = m(r, \alpha (1)) = m

\Biggl( 
r,
(e\alpha )(1)

e\alpha 

\Biggr) 
= m

\Biggl( 
r,
f (1)

f

\Biggr) 
= S(r, f).

Таким образом, имеем

T (r, \alpha 
(j)
i ) \leq T (r, \alpha (1)) + S(r, f) = S(r, f),

где i = 2, 3, 4, 5, j = 1, 2, . . . , k, и тогда

T (r, di) = S(r, f). (41)

Используя леммы 1 и 3, а также (40) и (41), получаем

T (r, f) \leq T (r, d2e
\alpha 2(z)) + S(r, f) \leq 

\leq N(r, 0; d2e
\alpha 2(z)) +N(r, 0; d2e

\alpha 2(z) + d3e
\alpha 3(z)  - d4e

\alpha 4(z)  - d5e
\alpha 5(z)) + S(r, f) = S(r, f).

Получили противоречие.

Теперь предположим, что B \not =  - 1. Тогда из (36) имеем F =
1

B

\biggl[ 
(1 - B) - 1

G

\biggr] 
, откуда

N(r, 0;F ) = N

\biggl( 
r,

1

1 - B
;G

\biggr) 
. (42)

Используя лемму 5, (42) и вторую основную теорему Неванлинны, получаем

(n+m+ 1)T (r, g) = T (r,G) + S(r, g) \leq 

\leq N(r, 0;G) +N(r,
1

1 - B
;G) +N(r,\infty ;G) + S(r, g) \leq 

\leq N(r, 0;G) +N(r, 0;F ) + S(r, g) \leq 
\leq N(r, 0;G1| k + 1) +N(r, 0;F1| k + 1) + S(r, f) + S(r, g) \leq 
\leq (m+ k + 2)(T (r, f) + T (r, g)) + S(r, f) + S(r, g). (43)
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Аналогично можно показать, что

(n+m+ 1)T (r, f) \leq (m+ k + 2)(T (r, f) + T (r, g)) + S(r, f) + S(r, g). (44)

Совмещая (43) и (44), получаем

(n+m+ 1)(T (r, f) + T (r, g)) \leq 2(m+ k + 2)(T (r, f) + T (r, g)) + S(r, f) + S(r, g),

[n - (m+ 2k + 3)](T (r, f) + T (r, g)) \leq S(r, f) + S(r, g),

что является противоречием, так как n > m+ 2k + 5.

2.2) Пусть B \not = 0 и A \not = B. Тогда из (35) получаем F =
(B + 1)G - (B  - A+ 1)

BG+ (A - B)
, откуда

N

\biggl( 
r,
B  - A+ 1

B + 1
;G

\biggr) 
= N(r, 0;F ). Продолжая как и ранее, приходим к противоречию.

2.3) Пусть B = 0 и A \not = 0. Тогда из (35) получаем F =
G+A - 1

A
и G = AF - (A - 1). Если

A \not = 1, то N

\biggl( 
r,
A - 1

A
;F

\biggr) 
= N(r, 0;G) и N(r, 1 - A;G) = N(r, 0;F ). Тогда ввиду леммы 11

получаем n \leq m + 2k + 3 или n \leq 2k + 3, что противоречит условиям n > m + 2k + 5 или
n > 2k + 5 соответственно. Если A = 1, то F = G, т. е.

[fn(afm + b)\Delta \eta f ]
(k) = [gn(agm + b)\Delta \eta g]

(k).

Интегрируя один раз, получаем

[fn(afm + b)\Delta \eta f ]
(k - 1) = [gn(agm + b)\Delta \eta g]

(k - 1) + ck - 1,

где ck - 1 — комплексная константа. Если ck - 1 \not = 0, то ввиду леммы 11 имеем n \leq m+2k+3
или n \leq 2k + 3, что противоречит условиям n > m+ 2k + 5 или n > 2k + 5 соответственно.
Значит, ck - 1 = 0. Повторяя этот процесс до k раз, получим

fn(afm + b)\Delta \eta f = gn(agm + b)\Delta \eta g. (45)

2.3.1) Пусть ab = 0.
Если ab = 0 и | a| + | b| \not = 0, то либо a = 0, либо b = 0. Предположим сначала, что a \not = 0 и

b = 0. Пусть f(z) = tg(z), где t — комплексная константа, тогда \Delta \eta f = t\Delta \eta g. Теперь из (45)
получаем

afm+n\Delta \eta f = agm+n\Delta \eta g \Rightarrow agm+n\Delta \eta g(t
m+n+1  - 1) = 0.

Откуда tm+n+1 = 1.
Снова если t — переменная, то \Delta \eta f = \Delta \eta tg. Тогда из (45) получаем

agm+n(tm+n\Delta \eta tg  - \Delta \eta g) = 0.

Откуда tm+n =
\Delta \eta g

\Delta \eta tg
.

Если a = 0 и b \not = 0, то имеем f(z) = tg(z), где t — комплексная константа и tn+1 = 1.

Если t — переменная, то tn =
\Delta \eta g

\Delta \eta tg
.

2.3.2) Пусть ab \not = 0.
Предположим, что f(z) = hg(z). Если h — константа и h \not = 1, то \Delta \eta hg = h\Delta \eta g. Из (45)
получаем

(hg)n(a(hg)m + b)\Delta \eta hg = gn(agm + b)\Delta \eta g \Rightarrow 
\Rightarrow agm+n\Delta \eta g(h

m+n+1  - 1) =  - bgn\Delta \eta g(h
n+1  - 1).
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Откуда gm =  - b

a

hn+1  - 1

hm+n+1  - 1
. Поскольку g — целая функция, то все нули hm+n+1  - 1 = 0

должны быть и нулями hn+1  - 1 = 0, что невозможно. Отсюда h = 1, и тогда f(z) \equiv g(z).
Если h — переменная, то \Delta \eta f = \Delta \eta hg, и тогда из (45) имеем

gm =  - b

a

hn\Delta \eta hg  - \Delta \eta g

hm+n\Delta \eta hg  - \Delta \eta g
. \square 

Доказательство теоремы 4. Возьмем

F = [fn(af+b)m\Delta \eta f ]
(k), G = [gn(ag+b)m\Delta \eta g]

(k), F1 = fn(af+b)m\Delta \eta f и G1 = gn(ag+b)m\Delta \eta g.

Тогда F = F
(k)
1 и G = G

(k)
1 . Используя свойства бинома, получаем

(af + b)m = (af)m +

\biggl( 
m

1

\biggr) 
(af)m - 1b+ . . .+

\biggl( 
m

i

\biggr) 
(af)m - ibi + . . .+ bm.

Теперь ввиду леммы 9

T (r, F1) = (n+m+ 1)T (r, f) + S(r, f),

T (r,G1) = (n+m+ 1)T (r, g) + S(r, g).

Также можно получить, что

m

\biggl( 
r,

1

F1

\biggr) 
\leq m

\biggl( 
r,

1

F

\biggr) 
+ S(r, f).

Разобьем доказательство теоремы на следующие случаи.
1) Пусть H \not \equiv 0.

Используя лемму 8 и действуя аналогично случаю 1 теоремы 3, придем к противоречию.
2) Пусть H \equiv 0.

Тогда

\Biggl( 
F (2)

F (1)  - 1
 - 2F (1)

F  - 1

\Biggr) 
 - 

\Biggl( 
G(2)

G(1)
 - 2G(1)

G - 1

\Biggr) 
= 0. Интегрируя дважды, получаем

1

F  - 1
=

A

G - 1
+B, (46)

где A(\not = 0), B — константы. Рассмотрим далее следующие подслучаи.
2.1) Пусть B \not = 0 и A = B. Тогда из (46) получаем

1

F  - 1
=

BG

G - 1
. (47)

Если B =  - 1, то из (47) следует, что FG = 1. Тогда

[fn(af + b)m\Delta \eta f ]
(k)[gn(ag + b)m\Delta \eta g]

(k) = 1. (48)

Поскольку f(z) и g(z) — трансцендентные целые функции и n > m+2k+5 или n > 2k+5,
то имеем f(z) \not = 0 и g(z) \not = 0. Рассмотрим следующие случаи.
2.1.1) Пусть ab = 0.

Рассуждая аналогично подподслучаю 2.1.1 теоремы 3, найдем f(z) = \rho 1e
\mu z и g(z) = \rho 2e

 - \mu z,
где \rho 1, \rho 2 и \mu — комплексные константы, удовлетворяющие соотношениям

( - 1)ka2m(\rho 1\rho 2)
m+n+1[\mu (m+ n+ 1)]2k[2 - e\mu \eta  - e - \mu \eta ] = 1

или

( - 1)kb2m(\rho 1\rho 2)
n+1[\mu (n+ 1)]2k[2 - e\mu \eta  - e - \mu \eta ] = 1.
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2.1.2) Пусть ab \not = 0.

Ввиду (48) возьмем f = e\alpha (z). Тогда

fn(af + b)m\Delta \eta f = fn

\biggl( 
(af)m +

\biggl( 
m

1

\biggr) 
(af)m - 1b+ . . .+

\biggl( 
m

i

\biggr) 
(af)m - ibi +

+ . . .+ bm)(f(z + \eta ) - f(z)

\biggr) 
.

Введем сначала некоторые обозначения:

ri =

\biggl( 
m

i

\biggr) 
am - ibi,

(\eta \alpha )m - i(z) = (n+m - i)\alpha (z) + \alpha (z + \eta ),

\alpha m - i = (n+ 1 +m - i)\alpha (z),

где i = 0, 1, . . . ,m. Тогда\bigl[ 
rif

n+m - if(z + \eta )
\bigr] (k)

= pi

\Bigl( 
(\eta \alpha )

(1)
m - i, (\eta \alpha )

(2)
m - i, . . . , (\eta \alpha )

(k)
m - i

\Bigr) 
e(\eta \alpha )m - i(z),

\bigl[ 
rif

n+1+m - i
\bigr] (k)

= qi

\Bigl( 
\alpha 
(1)
m - i, \alpha 

(2)
m - i, . . . , \alpha 

(k)
m - i

\Bigr) 
e\alpha m - i(z),

где pi и qi — дифференциальные многочлены от
\Bigl( 
(\eta \alpha )

(1)
m - i, (\eta \alpha )

(2)
m - i, . . . , (\eta \alpha )

(k)
m - i

\Bigr) 
и\Bigl( 

\alpha 
(1)
m - i, \alpha 

(2)
m - i, . . . , \alpha 

(k)
m - i

\Bigr) 
(i = 0, 1, . . . ,m) соответственно. Легко увидеть, что pi \not \equiv 0, qi \not \equiv 0 и

m\sum 
i=0

\Bigl( 
pie

(\eta \alpha )m - i(z)  - qie
\alpha m - i(z)

\Bigr) 
\not \equiv 0. (49)

Поскольку \alpha (z) является целой функцией, то

T
\bigl( 
r, \alpha (1)

\bigr) 
= m

\bigl( 
r, \alpha (1)

\bigr) 
= m

\Biggl( 
r,
(e\alpha )(1)

e\alpha 

\Biggr) 
= m

\Biggl( 
r,
f (1)

f

\Biggr) 
= S(r, f).

Таким образом, получаем

T
\Bigl( 
r, (\eta \alpha )

(j)
m - i

\Bigr) 
\leq T

\bigl( 
r, \alpha (1)

\bigr) 
+ S(r, f) = S(r, f),

T
\Bigl( 
r, \alpha 

(j)
m - i

\Bigr) 
\leq T

\bigl( 
r, \alpha (1)

\bigr) 
+ S(r, f) = S(r, f),

где i = 0, 1, . . . ,m и j = 1, 2, . . . , k. Тогда

T (r, pi) = S(r, f) = T (r, qi). (50)

Используя леммы 1 и 3, а также (49) и (50), получаем

T (r, f) \leq T
\Bigl( 
r, p0e

(\eta \alpha )m(z)
\Bigr) 
+ S(r, f) \leq 

\leq N
\Bigl( 
r, 0; p0e

(\eta \alpha )m(z)
\Bigr) 
+N

\Biggl( 
r, 0;

m\sum 
i=0

\Bigl( 
pie

(\eta \alpha )m - i(z)  - qie
\alpha m - i(z)

\Bigr) \Biggr) 
+ S(r, f) \leq S(r, f),

что является противоречием.
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Предположим далее, что B \not =  - 1, тогда из (42) следует F =
1

B

\biggl[ 
(1 - B) - 1

G

\biggr] 
, откуда

N(r, 0;F ) = N

\biggl( 
r,

1

1 - B
;G

\biggr) 
. (51)

Пусть сначалаm \leq k+1, тогда ввиду леммы 5, (51) и второй основной теоремы Неванлинны
имеем

(n+m+ 1)T (r, g) = T (r,G) + S(r, g) \leq 

\leq N(r, 0;G) +N(r,
1

1 - B
;G) +N(r,\infty ;G) + S(r, g) \leq 

\leq N(r, 0;G) +N(r, 0;F ) + S(r, g) \leq 
\leq N(r, 0;G1| k + 1) +N(r, 0;F1| k + 1) + S(r, f) + S(r, g) \leq 
\leq (m+ k + 2)(T (r, f) + T (r, g)) + S(r, f) + S(r, g). (52)

Аналогично можно показать, что

(n+m+ 1)T (r, f) \leq (m+ k + 2)(T (r, f) + T (r, g)) + S(r, f) + S(r, g). (53)

Объединяя (52) и (53), получаем

(n+m+ 1)(T (r, f) + T (r, g)) \leq 2(m+ k + 2)(T (r, f) + T (r, g)) + S(r, f) + S(r, g),

[n - (m+ 2k + 3)](T (r, f) + T (r, g)) \leq S(r, f) + S(r, g).

Что является противоречием, так как n > m+ 2k + 5.
Снова если m > k + 1, то ввиду леммы 5, (51) и второй основной теоремы Неванлинны

имеем

(n+m+ 1)T (r, g) = T (r,G) + S(r, g) \leq 

\leq N(r, 0;G) +N(r,
1

1 - B
;G) +N(r,\infty ;G) + S(r, g) \leq 

\leq N(r, 0;G) +N(r, 0;F ) + S(r, g) \leq 
\leq N(r, 0;G1| k + 1) +N(r, 0;F1| k + 1) + S(r, f) + S(r, g) \leq 
\leq (2k + 3)(T (r, f) + T (r, g)) + S(r, f) + S(r, g). (54)

Аналогично можно показать, что

(n+m+ 1)T (r, f) \leq (2k + 3)(T (r, f) + T (r, g)) + S(r, f) + S(r, g). (55)

Совмещая (54) и (55), имеем

(n+m+ 1)(T (r, f) + T (r, g)) \leq 2(2k + 3)(T (r, f) + T (r, g)) + S(r, f) + S(r, g) \Rightarrow 

\Rightarrow [n - (4k  - m+ 5)](T (r, f) + T (r, g)) \leq S(r, f) + S(r, g).

Что является противоречием, так как n > 4k  - m+ 5.
2.2) Пусть B \not = 0 и A \not = B. Этот случай аналогичен подслучаю 2.2 теоремы 3.

2.3) Пусть B = 0 и A \not = 0. Тогда из (46) получаем F =
G+A - 1

A
и G = AF  - (A  - 1).

Если A \not = 1, то имеем N

\biggl( 
r,
A - 1

A
;F

\biggr) 
= N(r, 0;G) и N(r, 1 - A;G) = N(r, 0;F ). Тогда ввиду

леммы 12 получаем n \leq m+ 2k + 3 или n \leq 4k  - m+ 5, или n \leq 2k + 3, что противоречит
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неравенствам n > m+2k+5 или n > 4k - m+5, или n > 2k+5 соответственно. Если A = 1,
то F = G, т. е.

[fn(af + b)m\Delta \eta f ]
(k) = [gn(ag + b)m\Delta \eta g]

(k).

Интегрируя один раз, получаем

[fn(af + b)m\Delta \eta f ]
(k - 1) = [gn(ag + b)m\Delta \eta g]

(k - 1) + ck - 1,

где ck - 1 — комплексная константа. Если ck - 1 \not = 0, то ввиду леммы 12 находим n \leq m+2k+3
или n \leq 4k  - m + 5, или n \leq 2k + 3, что противоречит неравенствам n > m + 2k + 5 или
n > 4k  - m + 5, или n > 2k + 5 соответственно. Значит, ck - 1 = 0. Повторяя этот процесс
до k раз, получим

fn(af + b)m\Delta \eta f = gn(ag + b)m\Delta \eta g. (56)

2.3.1) Пусть ab = 0.
Продолжая аналогично подподслучаю 2.3.1 теоремы 3, получим f(z)= tg(z), где tm+n+1=1,

если t — константа, и tm+n =
\Delta \eta g

\Delta \eta tg
, если t — переменная, или же f(z) = tg(z), где tn+1 = 1,

если t — константа, и tn =
\Delta \eta g

\Delta \eta tg
, если t — переменная.

2.3.2) Пусть ab \not = 0.
Сначала предположим, что f(z) = hg(z). Если h — константа, то \Delta \eta hg = h\Delta \eta g. Тогда

из (56) получим

(hg)n(ahg + b)m\Delta \eta hg = gn(ag + b)m\Delta \eta g \Rightarrow 

\Rightarrow amgm+n\Delta \eta g(h
m+n+1  - 1) +

\biggl( 
m

1

\biggr) 
am - 1bgm+n - 1\Delta \eta g(h

m+n  - 1) + . . .+

+

\biggl( 
m

i

\biggr) 
am - ibigm+n - i\Delta \eta g(h

m+n+1 - i  - 1) + . . .+ bmgn\Delta \eta g(h
n+1  - 1) = 0.

Откуда h\chi = 1, где \chi = GCD\{ m+ n+ 1,m+ n, . . . , n+ 1\} . Если h — переменная, то из (56)
получим, что f и g удовлетворяют алгебраическому уравнению R(f, g) = 0, где

R(\omega 1, \omega 2) = \omega n
1 (a\omega 1 + b)m\Delta \eta \omega 1  - \omega n

2 (a\omega 2 + b)m\Delta \eta \omega 2. \square 

3. Открытые вопросы

Исходя из наших результатов мы можем предложить следующие задачи.
1. Возможно ли еще улучшить n в теоремах 3 и 4?
2. Возможно ли заменить трансцендентные целые функции в теоремах 3 и 4 трансцендент-
ными мероморфными функциями?
3. Какие результаты получатся при замене постоянного общего значения на переменное
общее значение?
4. Какие результаты получатся в случае l(\geq 0)-общего значения в теоремах 3 и 4?
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Uniqueness results for the difference operators using the conception of sharing value

Abstract. In this article we considered a difference-differential polynomial of a transcendental entire
function and established in the first two theorems criteria for infinitely many solutions for such type
of equation. In the 3rd and 4th theorems we introduced k-th order differentiation of a polynomial
of a transcendental entire function and its difference operator, and developed some uniqueness
results in different aspects using the conception of sharing value. We elaborated our results with
some remarks and analysed the results in different aspects and conditions. The results generalize
and improve previous results of Zhang–Lin and Benerjee–Majumder. We introduced some notes to
draw the gravity of improvement and generalisation of the previous results.
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