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Аннотация. Рассматривается задача нахождения точных верхних граней наилучших совмест-
ных полиномиальных приближений некоторых классов аналитических в единичном круге
функций, принадлежащих пространству Бергмана B2. Указанные классы функций опреде-
лены усредненными значениями модулей непрерывности m-го порядка старшей производной,
ограниченной сверху некоторой мажорантой \Phi .
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Введение

В теории приближения функций наиболее важное место занимают экстремальные зада-
чи наилучшего приближения функций в нормированных пространствах. Следует отметить,
что экстремальные задачи аппроксимационного содержания, задаваемые на классах функ-
ций, в большинстве случаев являются задачами на экстремум, где требуется найти точную
верхнюю грань погрешности приближения заданным методом на классе функций или ука-
зать для этого класса наилучший аппарат приближения. В этом направлении наиболее
существенные результаты окончательного характера получены на классах периодических
функций, (см., например, [1], [2]). Что же касается решения экстремальных задач наилуч-
шего приближения аналитических в круге функций, то указанная задача в различных про-
странствах аналитических функций ранее изучалась, например, в работах [3]–[19] и многих
других.
В данной работе решаются экстремальные задачи, связанные с наилучшим совместным

полиномиальным приближением аналитических в единичном круге функций, принадлежа-
щих пространству Бергмана B2. Отметим, что задача совместного приближения периоди-
ческих функций и их последовательных производных тригонометрическими полиномами в
равномерной метрике рассматривалась А.Л. Гаркави [20], а в случае приближения функций
и их производных целыми функциями на всей оси А.Ф.Тиманом [21]. В более общей ситу-
ации задача совместного приближения рассматривалась в монографии В.Н.Малоземова
[22], где приводится обобщение некоторых классических теорем на случай совместного
приближения функций. Для некоторых классов периодических функций в пространстве
L2 := L2[0, 2\pi ], усредненный с весом обобщенный модуль непрерывности которых ограничен
сверху заданной мажорантой \Psi , задача совместного приближения решена С.Б.Вакарчуком
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и В.И. Забутной [23], а для некоторых классов аналитических в единичном круге функций,
принадлежащих пространству Харди и Бергмана, указанная задача изучалась в работах
[24], [25]. В целом следует отметить, что по сформулированной задаче в комплексных про-
странствах аналитических в односвязных областях функций имеется немного результатов.
Пусть \BbbN , \BbbZ +, \BbbR +, \BbbR — множество натуральных, целых неотрицательных, положительных

и вещественных чисел соответственно, \BbbC — комплексная плоскость, U := \{ z \in \BbbC : | z| < 1\} 
— единичный круг, A(U) — множество функций, аналитических в круге U .

Определение ([12]). Говорят, что аналитическая в круге U функция

f(z) =
\infty \sum 
k=0

ck(f)z
k, z = \rho eit, 0 \leq \rho < 1, 0 \leq t \leq 2\pi , (1)

принадлежит пространству Бергмана B2, если

\| f\| 2 := \| f\| B2 =

\Biggl( 
1

\pi 

\int \int 
(U)

| f(z)| 2d\sigma 

\Biggr) 1/2

< \infty ,

где интеграл понимается в смысле Лебега, d\sigma — элемент площади.

Производную r-го порядка функции f \in A(U) определим, как обычно, равенством

f (r)(z) :=
drf(z)

dzr
=

\infty \sum 
k=r

k(k  - 1) \cdot \cdot \cdot (k  - r + 1)ck(f)z
k - r, r \in \BbbN .

Везде далее в изложении введем краткое обозначение

\alpha k,r := k!/(k  - r)!, k \in \BbbN , r \in \BbbZ +, k > r.

Символом B
(r)
2 (r \in \BbbZ +, B

(0)
2 = B2) обозначим множество функций f \in A(U), принадле-

жащих пространству B2, производная r-го порядка f (r)(z) которых также принадлежит
B2:

B
(r)
2 :=

\Bigl\{ 
f \in B2 : \| f (r)\| 2 < \infty 

\Bigr\} 
.

Величину

En - 1(f)2 := E(f,\scrP n - 1)B2 = \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{f} \{ \| f  - pn - 1\| 2 : pn - 1 \in \scrP n - 1\} ,
где \scrP n - 1 — множество комплексных алгебраических многочленов степени n - 1, называют
наилучшим среднеквадратическим приближением функции f \in B2.
Хорошо известно ([26], c. 203), что для произвольной функции f \in B2 имеет место соот-

ношение

En - 1(f)2 = \| f  - Sn - 1(f)\| 2 =

\Biggl\{ \infty \sum 
k=n

| ck(f)| 2

k + 1

\Biggr\} 1/2

,

где Sn - 1(f) — частичная сумма порядка n - 1 ряда (1).
Запишем норму (1) в виде

\| f\| 2 =
\biggl( 
1

\pi 

\int 1

0

\int 2\pi 

0
| f(\rho eit)| 2\rho d\rho dt

\biggr) 1/2

.

Равенством

\| \Delta m
h (f)\| 2 :=

\biggl( 
1

\pi 

\int 1

0

\int 2\pi 

0
| \Delta m

h f(\rho eit)| 2\rho d\rho dt
\biggr) 1/2

,
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где

\Delta m
h f
\bigl( 
\rho eit
\bigr) 
=

m\sum 
k=0

( - 1)k
\biggl( 
m

k

\biggr) 
f
\Bigl( 
\rho ei(t+kh)

\Bigr) 
,

обозначим норму разностиm-го порядка функции f \in B2 по аргументу t с шагом h. Модуль
непрерывности m-го порядка функции f \in B2 определим соотношением

\omega m(f, \tau )2 = \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p} \{ \| \Delta m
h (f)\| 2 : | h| \leq \tau \} .

В [27] доказано, что для произвольной функции f \in B
(r)
2

\omega 2
m

\bigl( 
f (r), \tau 

\bigr) 
2
= 2m \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}

| h| \leq \tau 

\infty \sum 
k=r+1

\alpha 2
k,r

| ck(f)| 2

k  - r + 1
(1 - \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}(k  - r)h)m. (2)

Известно [28], что для функции f \in B
(r)
2 , наравне с функцией f и старшей производной

f (r), все промежуточные производные f (s)(s = 1, 2, . . . , r  - 1, r \geq 2) также принадлежат
пространству B2 . Представляет интерес отыскание точных значений совместных прибли-
жений функций f и всех ее производных f (s) (s = 1, r) :

En - s - 1

\bigl( 
f (s)

\bigr) 
2
:= \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{f}

\Bigl\{ 
\| f (s)  - p

(s)
n - 1\| 2 : pn - 1 \in \scrP n - 1

\Bigr\} 
на некотором подмножестве функций \frakN (r) \subset H

(r)
2 или на самом классе H

(r)
2 . Таким образом,

требуется найти точное значение экстремальной величины

\scrE (s)
n - s - 1

\bigl( 
\frakN (r)

\bigr) 
2
:= \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}

\Bigl\{ 
En - s - 1

\bigl( 
f (s)

\bigr) 
2
: f \in \frakN (r)

\Bigr\} 
, r \geq s. (3)

Поскольку в данной работе используется норма только пространства B2, всюду далее ниж-
ний индекс у нормы \| \cdot \| 2 будем опускать. Аналогично будем поступать и с величинами,

определяемыми с помощью этой нормы: вместо En - s - 1

\bigl( 
f (s)

\bigr) 
2
, \scrE n - s - 1

\bigl( 
\frakN (r)

\bigr) 
2
, \omega 
\bigl( 
f (r), t

\bigr) 
2
бу-

дем писать En - s - 1

\bigl( 
f (s)

\bigr) 
, \scrE n - s - 1

\bigl( 
\frakN (r)

\bigr) 
, \omega 
\bigl( 
f (r), t

\bigr) 
.

В [18] доказано, что для произвольной функции f \in B
(r)
2 при любых n \in \BbbN , r, s \in \BbbZ + при

условии n > r \geq s имеет место неравенство

En - s - 1

\bigl( 
f (s)

\bigr) 
2
\leq \alpha n,s

\alpha n,r

\sqrt{} 
n - r + 1

n - s+ 1
En - r - 1

\bigl( 
f (r)

\bigr) 
, (4)

обращающееся в равенство для функции f0(z) = zn \in B
(r)
2 . Там же доказано, что для любой

функции f \in B
(r)
2 при всех s = 0, 1, 2, . . . , r справедливо равенство

E2
n - s - 1

\bigl( 
f (s)

\bigr) 
=

\infty \sum 
k=n

\alpha 2
k,s

| ck(f)| 2

k  - s+ 1
. (5)

1. Основной результат

Всюду далее в соотношениях общего характера при вычислении верхней грани по всем

функциям f \in B
(r)
2 предполагается, что f /\in \scrP r. Справедлива

Теорема 1. При любых m,n \in \BbbN , r, s \in \BbbZ +, n > r \geq s имеет место равенство

\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
f\in B(r)

2

(\alpha n,r/\alpha n,s)
\sqrt{} 

(n - s+ 1)/(n - r + 1)En - s - 1

\bigl( 
f (s)

\bigr) \Biggl( 
n - r

\pi 

\int \pi /(n - r)

0
\omega 2/m
m

\bigl( 
f (r), t

\bigr) 
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}(n - r)tdt

\Biggr) m/2
=

\biggl( \surd 
\pi 

2

\biggr) m

. (6)
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Доказательство. Для произвольной функции f \in B2 справедливо неравенство [27]

E2
n - 1(f) - 

\infty \sum 
k=n

| ck(f)| 2

k + 1
\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} kt \leq E

2 - 2/m
n - 1 (f) \cdot 1

2
\omega 2/m
m (f, t). (7)

Умножая обе стороны (7) на \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}nt и интегрируя по отрезку [0, \pi /n] по переменному t,
получаем

2

n
E2

n - 1(f) - 
\infty \sum 
k=n

| ck(f)| 2

k + 1

\int \pi /n

0
\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} kt \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}ntdt \leq E

2 - 2/m
n - 1 (f) \cdot 1

2

\int \pi /n

0
\omega 2/m
m (f, t) \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}ntdt.

Так как \int \pi /n

0
\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} kt \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}ntdt =

\left\{     
0, если k = n;

 - 2n

k2  - n2
\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}2

k\pi 

2n
, если k > n,

то из (7) следует

2

n
E2

n - 1(f) \leq E
2 - 2/m
n - 1 (f) \cdot 1

2

\int \pi /n

0
\omega 2/m
m (f, t) \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}ntdt,

или

En - 1(f) \leq 

\Biggl( 
n

4

\int \pi /n

0
\omega 2/m
m (f, t) \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}ntdt

\Biggr) m/2

. (8)

Заменяя в (8) функцию f на производную r-го порядка f (r) и число n на n - r, получаем

En - r - 1

\bigl( 
f (r)

\bigr) 
\leq 

\Biggl( 
n - r

4

\int \pi /(n - r)

0
\omega 2/m
m

\bigl( 
f (r), t

\bigr) 
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}(n - r)tdt

\Biggr) m/2

. (9)

Учитывая (9) и применяя неравенство (4), имеем

En - s - 1

\bigl( 
f (s)

\bigr) 
\leq \alpha n,s

\alpha n,r

\sqrt{} 
n - r + 1

n - s+ 1
En - r - 1

\bigl( 
f (r)

\bigr) 
\leq 

\leq \alpha n,s

\alpha n,r

\sqrt{} 
n - r + 1

n - s+ 1

\Biggl( 
n - r

4

\int \pi /(n - r)

0
\omega 2/m
m

\bigl( 
f (r), t

\bigr) 
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}(n - r)tdt

\Biggr) m/2

=

=
\Bigl( \pi 
4

\Bigr) m/2 \alpha n,s

\alpha n,r

\sqrt{} 
n - r + 1

n - s+ 1

\Biggl( 
n - r

\pi 

\int \pi /(n - r)

0
\omega 2/m
m

\bigl( 
f (r), t

\bigr) 
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}(n - r)tdt

\Biggr) m/2

. (10)

Поскольку неравенство (10) справедливо для любой функции f \in B
(r)
2 , из него сразу следует

оценка сверху для величины расположенной в левой части равенства (6)

\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
f\in B(r)

2

(\alpha n,r/\alpha n,s)
\sqrt{} 

(n - s+ 1)/(n - r + 1)En - s - 1

\bigl( 
f (s)

\bigr) \Biggl( 
n - r

\pi 

\int \pi /(n - r)

0
\omega 2/m
m

\bigl( 
f (r), t

\bigr) 
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}(n - r)tdt

\Biggr) m/2
\leq 
\biggl( \surd 

\pi 

2

\biggr) m

. (11)

С целью получения аналогичной оценки снизу рассмотрим функцию f0(z) = zn \in B
(r)
2 ,

n > r, для которой при всех n \in \BbbN , r, s \in \BbbZ +, n > r \geq s в силу (5) и (2) получаем

En - s - 1

\bigl( 
f
(s)
0

\bigr) 
=

\alpha n,s\surd 
n - s+ 1

,
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\omega 2
m

\bigl( 
f
(r)
0 , t

\bigr) 
=

2m\alpha 2
n,r

n - r + 1
(1 - \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}(n - r)t)m, (12)\Biggl( 

n - r

\pi 

\int \pi /(n - r)

0
\omega 2/m
m

\bigl( 
f
(r)
0 , t

\bigr) 
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}(n - r)tdt

\Biggr) m/2

=

\biggl( 
2\surd 
\pi 

\biggr) m \alpha n,r\surd 
n - r + 1

.

Согласно равенствам (12) запишем оценку снизу указанной величины

\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
f\in B(r)

2

(\alpha n,r/\alpha n,s)
\sqrt{} 

(n - s+ 1)/(n - r + 1)En - s - 1

\bigl( 
f (s)

\bigr) \Biggl( 
n - r

\pi 

\int \pi /(n - r)

0
\omega 2/m
m

\bigl( 
f (r), t

\bigr) 
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}(n - r)tdt

\Biggr) m/2
\geq 

\geq 
(\alpha n,r/\alpha n,s)

\sqrt{} 
(n - s+ 1)/(n - r + 1)En - s - 1

\bigl( 
f
(s)
0

\bigr) \Biggl( 
n - r

\pi 

\int \pi /(n - r)

0
\omega 2/m
m

\bigl( 
f
(r)
0 , t

\bigr) 
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}(n - r)tdt

\Biggr) m/2
=

=
(\alpha n,r/\alpha n,s)

\sqrt{} 
(n - s+ 1)/(n - r + 1)(\alpha n,s/

\surd 
n - s+ 1)

(2/
\surd 
\pi )m(\alpha n,r/

\surd 
n - r + 1)

=

\biggl( \surd 
\pi 

2

\biggr) m

. (13)

Сопоставляя оценку сверху (11) с оценкой снизу (13), получаем равенство (6). \square 
Отметим, что доказанная теорема 1 в случае s = 0 является своеобразным обобщением ре-

зультата В.В.Шалаева [29] для класса L
(r)
2 := L

(r)
2 [0, 2\pi ] периодических дифференцируемых

функций на случай класса B
(r)
2 аналитических в единичном круге функций с ограниченной

по норме r-й производной в B2. \square 

Следствие 1. При любых m,n \in \BbbN , r, s \in \BbbZ +, n > r \geq s для произвольной функции

f \in B
(r)
2 справедливо неравенство

En - s - 1

\bigl( 
f (s)

\bigr) 
\leq 1

2m/2

\alpha n,s

\alpha n,r

\sqrt{} 
n - r + 1

n - s+ 1
\omega m

\biggl( 
f (r),

\pi 

n - r

\biggr) 
. (14)

Заметим, что (14) является неравенством типа Джексона–Стечкина для наилучшего сов-

местного приближения функций f \in B
(r)
2 и их промежуточных производных f (s) \in B2

(s = 1, 2, . . . , r  - 1, r \geq 2, r \in \BbbN ).
Если функция \omega 

2/m
m

\bigl( 
f (r), t

\bigr) 
удовлетворяет условию

2\omega 2/m
m

\biggl( 
f (r);

\pi 

2(n - r)

\biggr) 
\geq \omega 2/m

m

\bigl( 
f (r), t

\bigr) 
+ \omega 2/m

m

\biggl( 
f (r),

\pi 

n - r
 - t

\biggr) 
\forall t \in 

\biggl[ 
0,

\pi 

n - r

\biggr] 
, (15)

в частности, если она выпукла вверх на [0, \pi /(n - r)], то неравенство (15) можно уточнить.
Действительно, повторяя схему рассуждений, приведенную в ([1], с. 266), применительно к
интегралу в правой части (10), где в качестве l(t) вместо линейной взята функция l(t) =

\omega 
2/m
m

\bigl( 
f (r), t

\bigr) 
при t \in [0, \pi /2(n - r)] и l(t) = 2\omega 

2/m
m

\bigl( 
f (r);\pi /2(n - r)

\bigr) 
 - \omega 

2/m
m

\bigl( 
f (r);\pi /(n - r) - t

\bigr) 
при t \in [\pi /2(n - r), \pi /(n - r)], получим утверждение.

Следствие 2. На множестве функций f \in B
(r)
2 , у которых \omega 

2/m
m

\bigl( 
f (r), t

\bigr) 
удовлетворяет

условию (15), справедливо неравенство типа Джексона–Стечкина при всех s \in [0, r]

En - s - 1

\bigl( 
f (s)

\bigr) 
\leq 1

2m/2

\alpha n,s

\alpha n,r

\sqrt{} 
n - r + 1

n - s+ 1
\omega m

\biggl( 
f (r);

\pi 

2(n - r)

\biggr) 
,

которое обращается в равенство для функции f0(z) = zn \in B
(r)
2 , n > r \geq s, n \in \BbbN , r, s \in \BbbZ +.
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2. Решение экстремальной задачи (3) для класса функций W
(r)
m (\Phi )

Пусть \Phi (u) — положительная возрастающая функция такая, что \Phi (0) = 0. Для любых

m \in \BbbN , r \in \BbbZ + и u \in (0, 2\pi ] в B
(r)
2 определим класс функций

W (r)
m (\Phi ) :=

\biggl\{ 
f \in B

(r)
2 :

\pi 

2u

\int u

0
\omega 2/m
m

\bigl( 
f (r), t

\bigr) 
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}

\pi 

u
tdt \leq \Phi 2(u)

\biggr\} 
.

Положим также

(1 - \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} t)\ast :=

\left\{   1 - \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} t, если t \leq \pi ;

2, если t > \pi .

В этом разделе в силу теоремы 1 вычислим точное значение экстремальной задачи (3) в

случае, когда \frakN (r) := W
(r)
m (\Phi ).

Теорема 2. Пусть мажоранта \Phi при любом \mu > 0 и u \in (0, 2\pi ] удовлетворяет условию

\Phi 2

\biggl( 
u

\mu 

\biggr) \int \pi \mu 

0
(1 - \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} t)\ast \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}

t

\mu 
dt \leq 2\mu \Phi 2(u). (16)

Тогда при всех m,n \in \BbbN , r, s \in \BbbZ +, n > r \geq s имеют место равенства

\scrE n - s - 1

\bigl( 
W (r)

m (\Phi )
\bigr) 
=

1

2m/2

\alpha n,s

\alpha n,r

\sqrt{} 
n - r + 1

n - s+ 1
\Phi m

\biggl( 
\pi 

n - r

\biggr) 
. (17)

Множество мажорант \{ \Phi \} , удовлетворяющих условию (16), не пусто.

Доказательство. Неравенство (10) запишем в виде

En - s - 1

\bigl( 
f (s)

\bigr) 
\leq 1

2m/2

\alpha n,s

\alpha n,r

\sqrt{} 
n - r + 1

n - s+ 1

\Biggl( 
n - r

2

\int \pi /(n - r)

0
\omega 2/m
m

\bigl( 
f (r), t

\bigr) 
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}(n - r)tdt

\Biggr) m/2

. (18)

Так как (18) верно для произвольной функции f \in B
(r)
2 , то, учитывая определение класса

W
(r)
m (\Phi ) из неравенства (18), получаем

\scrE n - s - 1

\bigl( 
W (r)

m (\Phi )
\bigr) 
= \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}

\Bigl\{ 
En - s - 1

\bigl( 
f (s)

\bigr) 
: f \in W (r)

m (\Phi )
\Bigr\} 
\leq 1

2m/2

\alpha n,s

\alpha n,r

\sqrt{} 
n - r + 1

n - s+ 1
\Phi m

\biggl( 
\pi 

n - r

\biggr) 
.

(19)
Оценка сверху величины, расположенной в левой части равенства (17), получена. В част-
ности, из (19) следует

\scrE n - 1

\bigl( 
W (r)

m (\Phi )
\bigr) 
\leq 1

2m/2

1

\alpha n,r

\sqrt{} 
n - r + 1

n+ 1
\Phi m

\biggl( 
\pi 

n - r

\biggr) 
. (20)

С целью получения оценки снизу указанной величины, согласно неравенству (20) в множе-
стве полиномов \scrP n введем (n+ 1)-мерный шар

Sn+1 :=

\Biggl\{ 
pn \in \scrP n : \| pn\| \leq 1

2m/2

1

\alpha n,r

\sqrt{} 
n - r + 1

n+ 1
\Phi m

\biggl( 
\pi 

n - r

\biggr) \Biggr\} 
и покажем, что Sn+1 \subset W

(r)
m (\Phi ).

Докажем, что для произвольного полинома pn \in \scrP n имеет место неравенство

\omega 2
m(p(r)n , t) \leq 2m\alpha 2

n,r

n+ 1

n - r + 1
(1 - \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}(n - r)t)m\ast \| pn\| 2. (21)
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Действительно, в силу формулы (2) и равенства [24]

\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}
k\geq n

\alpha 2
k,r

k + 1

k  - r + 1
= \alpha 2

n,r

n+ 1

n - r + 1
имеем

\omega 2
m(p(r)n , t) = 2m \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}

| h| \leq t

n\sum 
k=r+1

\alpha 2
k,r

| ak(pn)| 2

k  - r + 1
(1 - \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}(k  - r)h)m =

= 2m \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
| h| \leq t

n\sum 
k=r+1

\alpha 2
k,r

k + 1

k  - r + 1

| ak(pn)| 2

k + 1
(1 - \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}(k  - r)h)m \leq 

\leq 2m\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}
k\geq n

\alpha 2
k,r

k + 1

k  - r + 1
(1 - \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}(n - r)t)m\ast 

n\sum 
k=r+1

| ak(pn)| 2

k + 1
\leq 

\leq 2m\alpha 2
n,r

n+ 1

n - r + 1
(1 - \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}(n - r)t)m\ast \| pn\| 2,

и (21) доказано. Учитывая (21) и ограничение (16), получаем

\pi 

2u

\int u

0
\omega 2/m
m

\bigl( 
p(r)n , t

\bigr) 
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}

\pi 

u
tdt \leq 

\leq 2

\biggl( 
\alpha 2
n,r

n+ 1

n - r + 1

\biggr) 1/m

\| pn\| 2/m
\pi 

2u

\int u

0
(1 - \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}(n - r)t)\ast \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}

\pi 

u
tdt \leq 

\leq \pi 

2u
\Phi 2

\biggl( 
\pi 

n - r

\biggr) \int u

0
(1 - \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}(n - r)t)\ast \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}

\pi 

u
tdt \leq 

\leq n - r

2\mu 
\Phi 2

\biggl( 
\pi 

n - r

\biggr) \int \pi \mu /(n - r)

0
(1 - \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}(n - r)t)\ast \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}

(n - r)t

\mu 
dt =

=
1

2\mu 
\Phi 2

\biggl( 
u

\mu 

\biggr) \int \pi \mu 

0
(1 - \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} t)\ast \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}

t

\mu 
dt \leq \Phi 2(u).

Таким образом, включение Sn+1 \subset W
(r)
m (\Phi ) доказано.

Введем функцию

g0(z) =
1

2m/2

1

\alpha n,r

\surd 
n - r + 1\Phi m

\biggl( 
\pi 

n - r

\biggr) 
zn, n > r.

Поскольку

\| g0\| =
1

2m/2

1

\alpha n,r

\sqrt{} 
n - r + 1

n+ 1
\Phi m

\biggl( 
\pi 

n - r

\biggr) 
,

функция g0 является элементом шара Sn+1 и, следовательно, входит в класс W
(r)
m (\Phi ). Так

как при всех s = 1, 2, . . . , r производная s-го порядка

g
(s)
0 (z) =

1

2m/2

\alpha n,s

\alpha n,r

\surd 
n - r + 1\Phi m

\biggl( 
\pi 

n - r

\biggr) 
zn - s

и, кроме того,

En - s - 1

\bigl( 
g
(s)
0

\bigr) 
=

1

2m/2

\alpha n,s

\alpha n,r

\sqrt{} 
n - r + 1

n - s+ 1
\Phi m

\biggl( 
\pi 

n - r

\biggr) 
, (22)

то, учитывая равенство (22), запишем оценку снизу

\scrE n - s - 1

\bigl( 
W (r)

m (\Phi )
\bigr) 
\geq En - s - 1

\bigl( 
g
(s)
0

\bigr) 
=

1

2m/2

\alpha n,s

\alpha n,r

\sqrt{} 
n - r + 1

n - s+ 1
\Phi m

\biggl( 
\pi 

n - r

\biggr) 
. (23)
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Требуемое равенство (17) получаем из сопоставления оценки сверху (19) с оценкой сни-
зу (23).
В заключение отметим, что ограничение (16) впервые встречается в работе [30] и там же

доказывается, что множество мажорант, удовлетворяющих (16), не пусто. \square 
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On simultaneous approximation of certain classes of functions in the Bergman space B2

Abstract. The problem of finding the supremums of the best simultaneous polynomial approximations
of some classes of functions analytic in the unit disk and belonging to the Bergman space B2 is
considered. The indicated function classes are defined by the averaged values of the mth order
moduli of continuity of the highest derivative bounded from above by some majorant \Phi .
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