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ЗАДАЧА С АНАЛОГОМ УСЛОВИЯ ФРАНКЛЯ И СМЕЩЕНИЯ ДЛЯ
УРАВНЕНИЯ ГЕЛЛЕРСТЕДТА С СИНГУЛЯРНЫМ КОЭФФИЦИЕНТОМ

Аннотация. Для уравнения (\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{n} y)| y| muxx + uyy + \alpha 
0
| y| (m - 2)/2ux + (\beta 0/y)uy = 0, рассматри-

ваемого в некоторой неограниченной смещанной области, доказаны теоремы единственности
и существования решения задачи с недостающим условием смещения на граничных характе-
ристиках и аналогом типа условия Франкля на отрезке линии вырождения уравнения.

Ключевые слова: неограниченная область, недостающее условие смещения, аналог условия
Франкля, нефредгольмовый оператор, изолированная особенность первого порядка, сингу-
лярное интегральное уравнение, уравнение Винера–Хопфа, индекс, однозначная разреши-
мость.

УДК: 517.956

DOI: 10.26907/0021-3446-2024-6-37-48

1. Постановка задачи JNF (Жегалова, Нахушева, Франкля)

Пусть D = D+
\bigcup 
D - \bigcup 

J — неограниченная область, комплексной плоскости C = \{ z =
x + iy\} , где D+ — полуплоскость y > 0, D - — конечная область полуплоскости y < 0,
ограниченная характеристиками уравнения

(\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{n} y)| y| muxx + uyy + \alpha 0 | y| (m - 2)/2ux + (\beta 0/y)uy = 0, (1)

исходящей из точек A( - 1, 0) и B(1, 0) прямой y = 0, J = ( - 1, 1) — интервал оси y = 0.
В уравнении (1) предполагается, что m,\alpha 0 и \beta 0 — некоторые действительные числа,

удовлетворяющие условиям m > 0, | \alpha 0| < (m+ 2)/2,  - m/2 < \beta 0 < 1.
Заметим, что конструктивные, функциональные и дифференциальные свойства решений

уравнения (1) существенно зависят от числовых параметров \alpha 0 и \beta 0 при младших чле-
нах уравнения (1) [1], [2]. На плоскости параметров \alpha 0O\beta 0 рассматривается треугольник
\bigtriangleup A0B0C0, ограниченный прямыми

A0C0 : \beta 0 + \alpha 0 =  - m/2; B0C0 : \beta 0  - \alpha 0 =  - m/2; A0B0 : \beta 0 = 1,

и в зависимости от местонахождения точки P (\alpha 0, \beta 0) в этом треугольнике формулируются
и исследуются задачи для уравнения (1).
Рассмотрим случай P (\alpha 0, \beta 0) \in \bigtriangleup A0B0C0.
В задачах со смещением [3], [4], в отличие от задачи Трикоми ([5], с. 29), характеристики

AC и BC равноправны в смысле носителей краевых данных, т. е. все точки характеристик
AC и BC охвачены краевыми условиями. В настоящей работе в неограниченной области D
исследуется корректность задачи, где нелокальное условие смещения задается на частях,
AC0 и BC1 соответственно характеристик AC и BC, а части C0C и C1C этих характеристик

Поступила в редакцию 10.05.2023, после доработки 25.09.2023. Принята к публикации 26.12.2023.
37



38 Д.М.МИРСАБУРОВА

освобождены от краевых условий, и это недостающее условие заменено аналогом условия
Франкля [6]–[10] на отрезке вырождения AB.
Пусть D+

R — конечная область, отсекаемая от области D+ дугой нормальной кривой GR

с концами в точках AR = AR( - R, 0), BR = BR(R, 0),

GR : x2 + 4(m+ 2) - 2ym+2 = R2,  - R \leq x \leq R, R > 1, 0 \leq y \leq (((m+ 2)R)/2)2/(m+2).

Введем обозначения:

J1 = \{ (x, y) :  - \infty < x <  - 1, y = 0\} ; J2 = \{ (x, y) : 1 < x < +\infty , y = 0\} ,
C0(C1) — точки пересечения характеристик AC(BC) с характеристиками, исходящими из
точки E(c, 0), где произвольное фиксированное число c \in J, DR = D+

R

\bigcup 
D - \bigcup 

J, DR —
подобласть неограниченной области D.
Пусть p(x) = ax  - b и q(x) = a  - bx — линейные диффеоморфизмы из множества точек

отрезка [ - 1, 1] во множество точек отрезков [ - 1, c] и [c, 1] соответственно, где a = (1+ c)/2,
b = (1 - c)/2, причем p( - 1) =  - 1, p(1) = c, q( - 1) = 1, q(1) = c.
Задача JNF. В неограниченной областиD требуется найти функцию u(x, y), удовлетворя-

ющую следующим условиям:
1) u(x, y) непрерывна в любой подобласти DR неограниченной области D;
2) u(x, y) принадлежит пространству C2(D+) и удовлетворяет уравнению (1) в этой об-

ласти;
3) u(x, y) является обобщенным решением класса R1 (определение класса R1 см.ниже) в

области D - ;
4) на интервале вырождения J имеет место следующее условие сопряжения:

\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
y\rightarrow  - 0

( - y)\beta 0
\partial u

\partial y
= \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}

y\rightarrow +0
y\beta 0

\partial u

\partial y
, x \in J, (2)

причем эти пределы при x \rightarrow \pm 1 могут иметь особенности порядка ниже 1  - \alpha  - \beta , где
\alpha = (m+ 2(\beta 0 + \alpha 0))/2(m+ 2), \beta = (m+ 2(\beta 0  - \alpha 0))/2(m+ 2), \alpha > 0, \beta > 0, 0 < \alpha + \beta < 1;
5) выполняется равенство

\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
R\rightarrow +\infty 

u(x, y) = 0, y \geq 0, (3)

где R2 = x2 + 4(m+ 2) - 2ym+2;
6) u(x, y) удовлетворяет краевым условиям

u(x,+0) = \tau 1(x), x \in J1; u(x,+0) = \tau 2(x), x \in J2, (4)

\mu 0(x)(1 + x)\alpha D1 - \beta 
 - 1,xu [\theta 0(p(x))] + \mu 1(x)(1 + x)\beta D1 - \alpha 

 - 1,xu [\theta 1(q(x))] =

= \rho 0(x)u(p(x), 0) + \rho 1(x)u(q(x), 0) + \psi (x), x \in J ; (5)

u(p(x), 0) - u(q(x), 0) = f(x), x \in J, (6)

где Dl
 - 1,x — оператор дифференцирования дробного порядка ([11], c. 17),

\theta 0(x0) =
x0  - 1

2
 - i

\biggl[ 
(m+ 2)(1 + x0)

4

\biggr] 2
m+2

, \theta 1(x0) =
x0 + 1

2
 - i

\biggl[ 
(m+ 2)(1 - x0)

4

\biggr] 2
m+2

— аффиксы точек пересечения граничных характеристик AC и BC с характеристиками,
исходящими из точки (x0, 0), где x0 \in J . \tau 1(x), \tau 2(x), \mu 0(x), \mu 1(x), \rho 0(x), \rho 1(x), \psi (x), f(x)
— достаточно гладкие функции в областях их определения.
Введя обозначение u(x, 0) = \tau (x), x \in \=J, условие (6) запишем в виде

\tau (p(x)) - \tau (q(x)) = f(x), x \in \=J. (6\ast )
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Отметим, что если \theta 0(p(x)) \in AC0, \theta 1(q(x)) \in BC1, то условие (5) является недостаю-
щим условием смещения, так как оно задается только на частях AC0 \subset AC и BC1 \subset BC
граничных характеристик, а условие (6) является аналогом условия Франкля на отрезке
вырождения AB уравнения (1) [12].
Прежде всего укажем основную идею доказательства разрешимости задачи JNF. Эта

идея состоит в том, что предварительно решаем задачу Дирихле в области D+ и видоиз-
мененную задачу Коши в области D - , считая \tau (x) и \nu (x) известными функциями. Затем
эти решения подченим условиям (2), (4), (5) и (6). В итоге мы получим сингулярное инте-
гральное уравнение для \tau (x) с нефредгольмовым оператором в нехарактеристической части
уравнения. Далее, применяя к полученному уравнению последовательно два раза метод ре-
гуляризации Карлемана, сведем его к интегральному уравнению Фредгольма второго рода,
однозначная разрешимость которого следует из единственности решения задачи JNF.

1.1. Вывод первого функционального соотношения между неизвестными функ-
циями \tau (x) и \nu (x). В области D - решение видоизмененной задачи Коши с начальными
условиями

u(x, - 0) = \tau (x), x \in \=J ; \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
y\rightarrow  - 0

( - y)\beta 0
\partial u

\partial y
= \nu (x), x \in J,

для уравнения (1) имеет вид ([13], с. 34)

u(x, y) = \gamma 1

1\int 
 - 1

\tau 

\biggl[ 
x+

2t

m+ 2
( - y)

m+2
2

\biggr] 
(1 - t)\alpha  - 1(1 + t)\beta  - 1dt+

+\gamma 2( - y)1 - \beta 0

1\int 
 - 1

\nu 

\biggl[ 
x+

2t

m+ 2
( - y)

m+2
2

\biggr] 
(1 - t) - \beta (1 + t) - \alpha dt, (7)

где

\gamma 1 =
\Gamma (\alpha + \beta )21 - \alpha  - \beta 

\Gamma (\alpha )\Gamma (\beta )
, \gamma 2 =  - \Gamma (2 - \alpha  - \beta )2\alpha +\beta  - 1

(1 - \beta 0)\Gamma (1 - \alpha )\Gamma (1 - \beta )
.

Определение. Функция u(x, y), определенная формулой (7), называется обобщенным ре-
шением класса R1, если функции \tau (x) и \nu (x) в промежутке [ - 1, 1) удовлетворяют условию
Гёльдера, соответсвенно, c показателями \alpha 1 и \alpha 2, где \alpha 1 > 1 - \beta , \alpha 2 > \beta .

Имеют место следующие леммы К.И. Бабенко ([13], c. 35; [14]; [15], c. 32; [16]).

Лемма 1. Если u(x, y) — обобщенное решение класса R1 уравнения (1), то ux и uy непре-

рывны в области D - , а ( - y)\beta 0uy непрерывна вплоть до линии вырождения и

\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
y\rightarrow  - 0

( - y)\beta 0
\partial u

\partial y
= \nu (x),  - 1 < x < 1.

Лемма 2. Пусть

1) функция u(x, y) \in C(D+
R)

\bigcap 
C2(D+

R) удовлетворяет уравнению (1) в области D+ и при-

нимает наибольшее положительное (наименьшее отрицательное) по D
+
R значение в неко-

торой точке (x0, 0), x0 \in [ - R,R];
2) значение u(x, y) на кривой GR меньше (больше), чем u(x0, 0).
Тогда

\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
y\rightarrow +0

y\beta 0
\partial u(x0, y)

\partial y
< 0 (> 0)

при условии, что этот предел существует.
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В силу (7) из краевого условия (5) с учетом (6\ast ), т. е. \tau (q(x)) = \tau (p(x)) - f(x), имеем

a1 - \alpha  - \beta \Gamma (1 - \beta )\mu 0(x)\nu (p(x)) + b1 - \alpha  - \beta \Gamma (1 - \alpha )\mu 1(x)\nu (q(x)) =

=  - \gamma 1
\gamma 2

\biggl( 
2

m+ 2

\biggr) 1 - \alpha  - \beta 

[\Gamma (\alpha )\mu 0(x) + \Gamma (\beta )\mu 1(x)]D
1 - \alpha  - \beta 
 - 1,x \tau (p(x))+

+
1

\gamma 2

\biggl( 
2

m+ 2

\biggr) 1 - \alpha  - \beta 

[\rho 0(x) + \rho 1(x)] \tau (p(x)) +
1

\gamma 2

\biggl( 
2

m+ 2

\biggr) 1 - \alpha  - \beta 

\psi (x)+

+
\gamma 1
\gamma 2

\biggl( 
2

m+ 2

\biggr) 1 - \alpha  - \beta 

\Gamma (\beta )\mu 1(x)D
1 - \alpha  - \beta 
 - 1,x f(x) - 1

\gamma 2

\biggl( 
2

m+ 2

\biggr) 1 - \alpha  - \beta 

\rho 1(x)f(x), x \in ( - 1, 1). (8)

Равенство (8) является первым функциональным соотношением между неизвестными
функциями \tau (x) и \nu (x), привнесенным на интервал ( - 1, 1) оси y = 0 из области D - .

2. Единственность решения задачи JNF

Теорема 1. Пусть \tau 1(x) \equiv 0, \tau 2(x) \equiv 0, \psi (x) \equiv 0, f(x) \equiv 0,

\rho 1(x) + \rho 2(x) < 0, \mu 0(x) > 0, \mu 1(x) > 0, (9)

тогда решение задачи JNF в замкнутой области D тождественно равно нулю.

Доказательство. Рассмотрим конечную область DR = D+
R

\bigcup 
D - . Решение u(x, y) задачи

JNF рассмотрим в области DR и покажем, что функция u(x, y), удовлетворяющая услови-
ям теоремы 1, своего наибольшего положительного значения (НПЗ) и наименьшего отри-

цательного значения (НОЗ) в замкнутой области D+
R достигает на кривой GR.

Пусть (x0, y0) — точка НПЗ функции u(x, y) в области D+
R . В силу принципа Хопфа

([17], с. 25) функция u(x, y) своего НПЗ во внутренних точках области D+
R не достигает,

следовательно, (x0, y0) /\in D+
R . Допустим, что функция u(x, y) своего НПЗ в области D+

R
достигает на отрезке [ - R,R] оси y = 0.
Здесь расмотрим три случая возможного расположения точки (x0, 0) на отрезке [ - R,R]

оси y = 0.
1. Пусть x0 \in [ - R, - 1]

\bigcup 
[1, R], так как в силу условия теоремы 1 значение u(x0, 0) = 0,

тогда функция u(x, y) своего НПЗ в этих точках не достигает, т. е. x0 /\in [ - R, - 1]
\bigcup 
[1, R];

2. Пусть x0 = p(\xi 0) \in ( - 1, c], где \xi 0 \in ( - 1, 1] — решение уравнения p(x) = x0. Тогда
в силу аналога условия Франкля(6\ast ) \tau (p(\xi 0)) = \tau (q(\xi 0)) (c f(x) \equiv 0), этот экстремум до-

стигается в двух точках (p(\xi 0), 0) и (q(\xi 0), 0) оси y = 0. Так как D+
R — конечная область

и значение искомого решения на границе GR в силу условия (3) достаточно мало, то для
этих точек имеет место аналог леммы К.И. Бабенко (лемма 2), ввиду которого имеют место
неравенства \nu (p(\xi 0)) < 0, \nu (q(\xi 0)) < 0, следовательно, в силу (9) (с \mu 0(\xi 0) > 0, \mu 1(\xi 0) > 0)

a1 - \alpha  - \beta \Gamma (1 - \beta )\mu 0(\xi 0)\nu (p(\xi 0)) + b1 - \alpha  - \beta \Gamma (1 - \alpha )\mu 1(\xi 0)\nu (q(\xi 0)) < 0. (10)

Хорошо известно ([11], c. 19), что в точке x0 = p(\xi 0) положительного максимума функции
\tau (x) значение оператора дифференцирования дробного порядка строго положительно, т. е.

D1 - \alpha  - \beta 
 - 1,x \tau (p(x))

\bigm| \bigm| 
x=p(\xi 0) > 0, отсюда следует, что правая часть равенства (8) (с \psi (x) = 0,

f(x) = 0) в силу условий (9), с учетом \gamma 2 < 0 строго положительна при x0 = p(\xi 0), по-
этому и его левая часть также будет положительна при x0 = p(\xi 0), что согласно условию
сопряжения (2) противоречит неравенству (10), значит, x0 /\in ( - 1, c].
3. Пусть x0 = q(\xi 0) \in [c, 1). Здесь, как и выше, легко показать, что x0 /\in [c, 1).
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Таким образом, из рассмотренных случаев возможного расположения точки (x0, 0) на
отрезке AB и принципа Хопфа заключаем, что решение u(x, y), удовлетворяющее условиям

(9) теоремы 1, своего НПЗ в замкнутой области D+
R достигает на нормальной кривой GR.

Аналогично доказывается, что функция u(x, y), удовлетворяющая условиям (9) теоре-

мы 1, своего НОЗ в замкнутой области D+
R также достигает на нормальной кривой GR.

Таким образом, решение u(x, y) задачи JNF, удовлетворяющее условиям (9) теоремы 1,

в замкнутой области D+
R своего НПЗ и НОЗ достигает только в точках нормальной кривой

GR, отсюда в силу (3) для \forall \varepsilon > 0 существует такое R0(\varepsilon ), что при R > R0(\varepsilon ) выполняется
неравенство

| u(x, y)| < \varepsilon , (x, y) \in GR. (11)

Следовательно, неравенство (11) выполняется и для произвольной точки (x, y) области

D+
R и в силу произвольности R неравенство  - \varepsilon \leq u(x, y) \leq \varepsilon имеет место всюду на D

+
.

Отсюда ввиду произвольности \varepsilon > 0 заключаем, что u(x, y) \equiv 0 в замкнутой области D
+
.

Согласно единственности решения видоизмененной задачи Коши для уравнения (1) в
области D - с нулевыми условиями

\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
y\rightarrow  - 0

u(x, y) \equiv 0 \forall x \in \=J, \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
y\rightarrow  - 0

( - y)\beta 0
\partial u

\partial y
\equiv 0 \forall x \in J

следует u(x, y) \equiv 0 в D
 - 
, тогда и в D.

3. Существование решения задачи JNF

3.1. Вывод второго функционального соотношения между неизвестными функ-
циями \tau (x) и \nu (x). Решение задачи Дирихле в полуплоскости y > 0, удовлетворяющее
условию

u(x,+0) = \tau (x), x \in ( - \infty ,+\infty ), (12)

дается формулой [18]

u(x, y) = k2(1 - \beta 0)y
1 - \beta 0

+\infty \int 
 - \infty 

\tau (t)
\bigl( 
r20
\bigr) a0 - 1

\mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p}

\biggl( 
2b0 \mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{c}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}

t - x

r0

\biggr) 
dt, (13)

где

k2 =
1

4\pi 

\biggl( 
4

m+ 2

\biggr) 1 - 2a0 \Gamma (1 - \delta )\Gamma (1 - \=\delta )

\Gamma (2 - \delta  - \=\delta )
, 2a0 = \alpha + \beta , \delta = a0 + b0i,

\=\delta = a0  - b0i, b0 =
\alpha 0

m+ 2
, r20 = (x - t)2 +

4

(m+ 2)2
ym+2.

В (12) значения функции \tau (x) на промежутках ( - \infty ,  - 1]
\bigcup 
[1, + \infty ) в силу краевого

условия (4) известны. С учетом этого формулу (13) перепишем в виде

u(x, y) = k2(1 - \beta 0)y
1 - \beta 0

1\int 
 - 1

\tau (t)
\bigl( 
r20
\bigr) a0 - 1

\mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p}

\biggl( 
2b0 \mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{c}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}

t - x

r0

\biggr) 
dt+ F (x, y), (14)

где

F (x, y) = k2(1 - \beta 0)y
1 - \beta 0

\left\{   
 - 1\int 

 - \infty 

\tau 1(t)
\bigl( 
r20
\bigr) a0 - 1

\mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p}

\biggl( 
2b0 \mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{c}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}

x - t

r0

\biggr) 
dt+
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+

+\infty \int 
1

\tau 2(t)
\bigl( 
r20
\bigr) a0 - 1

\mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p}

\biggl( 
2b0 \mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{c}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}

t - x

r0

\biggr) 
dt

\right\}   . (15)

В силу краевого условия (4) правая часть (15) — известная функция, т. е. F (x, y) —
известная функция.
Дифференцируя (14) по y, с учетом тождества

\partial 

\partial y

\biggl\{ 
y1 - \beta 0

\bigl( 
r20
\bigr) a0 - 1

\mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p}

\biggl( 
2b0 \mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{c}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}

t - x

r0

\biggr) \biggr\} 
=

=
m+ 2

2
y - \beta 0

\partial 

\partial t

\biggl\{ 
(x - t)

\bigl( 
r20
\bigr) a0 - 1

\mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p}

\biggl( 
2b0 \mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{c}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}

t - x

r0

\biggr) \biggr\} 
имеем

\partial u

\partial y
= k2(1 - \beta 0)

m+ 2

2
y - \beta 0

1\int 
 - 1

\tau (t)
\partial 

\partial t

\biggl[ 
(x - t)

\bigl( 
r20
\bigr) a0 - 1

\mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p}

\biggl( 
2b0 \mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{c}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}

t - x

r0

\biggr) \biggr] 
dt+

+
\partial F (x, y)

\partial y
. (16)

Умножив обе части равенства (16) на y\beta 0 , перейдем к пределу при y \rightarrow +0, далее, вы-
полнив операцию интегрирования по частям, приходим к соотношению

\nu (x) =  - k2(1 - \beta 0)
m+ 2

2

1\int 
 - 1

\tau \prime (t)

\biggl[ 
(x - t)| x - t| 2a0 - 2 \mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p}

\biggl( 
2b0 \mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{c}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}

t - x

| t - x| 

\biggr) \biggr] 
dt+

+\Phi (x), x \in ( - 1, 1), (17)

где

\Phi (x) = \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
y\rightarrow +0

y\beta 0
\partial F (x, y)

\partial y
=  - k2(1 - \beta 0)

m+ 2

2

\left(  eb0\pi  - 1\int 
 - \infty 

\tau \prime (t)dt

(x - t)1 - 2a0
 - e - b0\pi 

\infty \int 
1

\tau \prime (t)dt

(x - t)1 - 2a0

\right)  .

Соотношение (17) является вторым функциональным соотношением между неизвестными
функциями \tau (x) и \nu (x), привнесенное на интервал J = ( - 1, 1) оси y = 0 из области D+.

3.2. Вывод нестандартного сингулярного интегрального уравнения. Из равенства
(17) найдем \nu (p(x)) и \nu (q(x)), затем из соотношения (8), исключая \nu (p(x)) и \nu (q(x)), имеем

a1 - \alpha  - \beta \Gamma (1 - \beta )\mu 0(x)

\left\{    - k2(1 - \beta 0)
m+ 2

2

1\int 
 - 1

\tau \prime (t)(p(x) - t)

| p(x) - t| 2 - 2a0
\mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p}

\biggl( 
2b0 \mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{c}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}

t - p(x)

| t - p(x)| 

\biggr) 
dt

\right\}   +

+b1 - \alpha  - \beta \Gamma (1 - \alpha )\mu 1(x)

\left\{    - k2(1 - \beta 0)
m+ 2

2

1\int 
 - 1

\tau \prime (t)(q(x) - t)

| q(x) - t| 2 - 2a0
\mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p}

\biggl( 
2b0 \mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{c}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}

t - q(x)

| t - q(x)| 

\biggr) 
dt

\right\}   =

=  - \gamma 1
\gamma 2

\biggl( 
2

m+ 2

\biggr) 1 - \alpha  - \beta 

[\Gamma (\alpha )\mu 0(x) + \Gamma (\beta )\mu 1(x)]D
1 - \alpha  - \beta 
 - 1,x \tau (p(x))+

+
1

\gamma 2

\biggl( 
2

m+ 2

\biggr) 1 - \alpha  - \beta 

[\rho 0(x) + \rho 1(x)] \tau (p(x)) + F0(x), x \in J, (18)
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где

F0(x) =
1

\gamma 2

\biggl( 
2

m+ 2

\biggr) 1 - \alpha  - \beta 

\psi (x) +
\gamma 1
\gamma 2

\biggl( 
2

m+ 2

\biggr) 1 - \alpha  - \beta 

\Gamma (\beta )\mu 1(x)D
1 - \alpha  - \beta 
 - 1,x f(x) - 

 - 1

\gamma 2

\biggl( 
2

m+ 2

\biggr) 1 - \alpha  - \beta 

\rho 1(x)f(x) - a1 - \alpha  - \beta \Gamma (1 - \beta )\mu 0(x)\Phi (p(x)) - b1 - \alpha  - \beta \Gamma (1 - \alpha )\mu 1(x)\Phi (q(x))

— известная функция. В (18) упростим интегралы, содержащие производные \tau \prime (x).
Имеют место равенства\int 1

 - 1

\tau \prime (t) (p(x) - t)

| p(x) - t| 2 - 2a0
\mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p}

\biggl( 
2b0 \mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{c}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}

t - p(x)

| t - p(x)| 

\biggr) 
dt =

=
e - 2b0

a1 - 2a0
\Gamma (2a0)D

1 - 2\beta 
 - 1,x \tau (p(x)) +

e2b0

a1 - 2a0
\Gamma (2a0)D

1 - 2\beta 
x,1 \tau (p(x)) - 

 - be
2b0

a

d

dx

\int 1

 - 1

\tau (q(s))ds

(q(s) - p(x))1 - 2a0
, (19)\int 1

 - 1

\tau \prime (t) (q(x) - t)

| q(x) - t| 2 - 2a0
\mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p}

\biggl( 
2b0 \mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{c}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}

t - q(x)

| t - q(x)| 

\biggr) 
dt =

=  - ae
 - 2b0

b

d

dx

\int 1

 - 1

\tau (p(s))ds

(q(x) - p(s))1 - 2a0
+
e - 2b0\Gamma (2a0)

b1 - 2a0
D1 - 2a0

x,1 \tau (q(x))+

+
e2b0

b1 - 2a0
\Gamma (2a0)D

1 - 2a0
 - 1,x \tau (q(x)) . (20)

В силу (19) и (20) соотношение (18) запишем в виде

a1 - 2a0\Gamma (1 - \beta )\mu 0(x)

\biggl[ 
e - 2b0

a1 - 2a0
\Gamma (2a0)D

1 - 2\beta 
 - 1,x \tau (p(x))+

+
e2b0

a1 - 2a0
\Gamma (2a0)D

1 - 2\beta 
x,1 \tau (p(x)) - be2b0

a

d

dx

\int 1

 - 1

\tau (q(s))ds

(q(s) - p(x))1 - 2a0

\biggr] 
+ b1 - 2a0\Gamma (1 - \alpha )\mu 1(x)\times 

\times 
\biggl[ 
 - ae

 - 2b0

b

d

dx

\int 1

 - 1

\tau (p(s))ds

(q(x) - p(s))1 - 2a0
+
e - 2b0\Gamma (2a0)

b1 - 2a0
D1 - 2a0

x,1 \tau (q(x))+

+
e2b0

b1 - 2a0
\Gamma (2a0)D

1 - 2a0
 - 1,x \tau (q(x))

\biggr] 
= \mu 2(x)D

1 - 2a0
 - 1,x \tau (p(x)) + \rho 2(x)\tau (p(x)) + F (x), x \in J, (21)

где

\mu 2(x) =
\gamma 1

\gamma 2k2(1 - \beta 0)

\biggl( 
2

m+ 2

\biggr) 2 - 2a0

[\Gamma (\alpha )\mu 0(x) + \Gamma (\beta )\mu 1(x)] ,

\rho 2(x) =  - 1

\gamma 2k2(1 - \beta 0)

\biggl( 
2

m+ 2

\biggr) 2 - 2a0

[\rho 1(x) + \rho 2(x)],

F (x) =  - 2F0(x)

k2(1 - \beta 0)(m+ 2)
— известная функция. Теперь упростим соотношение (21).

Применяя к соотношению (21) оператор интегрирования дробного порядка D2a - 1
 - 1,x и вводя

обозначения \tau (p(s)) = \tau 0(x), с учетом (6\ast ), \tau (q(x)) = \tau 0(x) - f(x) получим

A(x)\tau 0(x) - B(x)

\int 1

 - 1

\biggl( 
1 + x

1 + s

\biggr) 1 - 2a0 \tau 0(s)ds

s - x
=M0(x)

\int 1

 - 1

\tau 0(s)ds

1 - ax - bs
+
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+M1(x)

\int 1

 - 1

\tau 0(s)ds

1 - bx - as
+R[\tau 0] + F1(x), x \in \=J, (22)

где

A(x) = \Gamma (1 - \beta )\Gamma (2a0)
\Bigl[ 
e - 2b0  - e2b0 \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}(2a0\pi )

\Bigr] 
\mu 0(x)+

+\Gamma (1 - \alpha )\Gamma (2a0)
\Bigl[ 
e2b0  - e - 2b0 \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}(2a0\pi )

\Bigr] 
\mu 1(x),

B(x) =
1

\Gamma (1 - 2a0)

\Bigl[ 
\Gamma (1 - \beta )e2b0\mu 0(x) - \Gamma (1 - \alpha )e - 2b0\mu 1(x)

\Bigr] 
,

M0(x) =
\Gamma (1 - \beta )be2b0

\Gamma (1 - 2a0)
\mu 0(x), M1(x) =

\Gamma (1 - \alpha )ae - 2b0

\Gamma (1 - 2a0)
\mu 1(x),

R[\tau 0] — регулярный оператор, F1(x) — известная функция.
Отметим, что уравнение (22) является нестандартным сингулярным интегральным урав-

нением, так как ядра 1/(1  - ax  - bs), 1/(1  - bx  - as) интегральных операторов в неха-
рактерической части уравнения имеют единственную изолированную особенность первого
порядка при (x, s) = (1, 1) (так как a + b = 1 ), т. е. они не являются фредгольмовыми
операторами, и поэтому эти интегральные операторы выделены отдельно [12].

3.3. Регуляризация нестандартного сингулярного интегрального уравнения (22).
Временно считая правую часть уравнения (22) известной функцией, запишем его в виде

A(x)\tau 0(x) - B(x)

\int 1

 - 1

\biggl( 
1 + x

1 + s

\biggr) 1 - 2a0 \tau 0(s)ds

s - x
= g0(x), x \in \=J, (23)

где

g0(x) =M0(x)

\int 1

 - 1

\tau 0(s)ds

1 - ax - bs
+M1(x)

\int 1

 - 1

\tau 0(s)ds

1 - bx - as
+R[\tau 0] + F1(x). (24)

Решение уравнения (23) будем искать в классе H( - 1, 1) функций Гёльдера, в котором
функция (1 + x)2a0 - 1\tau 1(x) может быть неограниченной в точке x =  - 1 и ограниченной в
точке x = 1, т. e. в классе h(1) ([11], c. 43). Имеет место

Теорема 2. Если g0(x) удовлетворяет условию Гёльдера при x \in ( - 1, 1) и g0(x) \in Lp( - 1, 1),
p > 1 и A( - 1) > 0, A(1) > 0, то решение уравнения (23) в классе функций Гёльдера H, в
котором функция (1 + x)2a0 - 1\tau 0(x) может быть неограниченной в точке x =  - 1 и огра-

ниченной на правом конце интервала ( - 1, 1), т. е. в классе h(1) ([11], c. 43), выражается

формулой

\tau 1(x) =
g0(x)A(x)

A2(x) + \pi 2B2(x)
+

B(x)

A2(x) + \pi 2B2(x)

1\int 
 - 1

\biggl( 
1 - x

1 - t

\biggr) \delta 1 \biggl( 1 + x

1 + t

\biggr) 1 - 2a0 - \delta 0

\times 

\times \delta 
\ast (x)

\delta \ast (t)

A(x) - \pi B(x)i

A(t) - \pi B(t)i

g0(t)dt

t - x
, x \in [ - 1, 1], (25)

где \delta 0 = (\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{g} \pi B( - 1)/A( - 1)) /\pi , \delta 1 = (\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{g} \pi B(1)/A(1)) /\pi .

Доказательство теоремы 2 идентично доказательству в работе ([11], с. 41).
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3.4. Вывод и исследование интегрального уравнения Винера–Хопфа. Подставляя
в (25) выражение для g0(x), из (24) получим

\tau 0(x) =
A(x)M0(x)

A2(x) + \pi 2B2(x)

\int 1

 - 1

\tau 0(s)ds

1 - ax - bs
+

A(x)M1(x)

A2(x) + \pi 2B2(x)

\int 1

 - 1

\tau 0(s)ds

1 - bx - as
+

+
B(x)M0(x)

A2(x) + \pi 2B2(x)

\int 1

 - 1
\tau 0(s)ds

\int 1

 - 1

\biggl( 
1 - x

1 - t

\biggr) \delta 1 \biggl( 1 + x

1 + t

\biggr) 1 - 2a0 - \delta 0 dt

(1 - at - bs)(t - x)
+

+
B(x)M1(x)

A2(x) + \pi 2B2(x)

\int 1

 - 1
\tau 0(s)ds

\int 1

 - 1

\biggl( 
1 - x

1 - t

\biggr) \delta 1 \biggl( 1 + x

1 + t

\biggr) 1 - 2a0 - \delta 0 dt

(1 - bt - as)(t - x)
+

+R1[\tau 0] + F2(x), (26)

где R1[\tau 0] — регулярный оператор.
В (26), вычислив внутренние интегралы, имеем

\tau 0(x) =
M0(x) (A(x) - B(x)\pi \mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{g}(\delta 1\pi ))

A2(x) + \pi 2B2(x)

\int 1

 - 1

\tau 0(s)ds

1 - ax - bs
+
M1(x) (A(x) - B(x)\pi \mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{g}(\delta 1\pi ))

A2(x) + \pi 2B2(x)
\times 

\times 
\int 1

 - 1

\tau 0(s)ds

1 - bx - as
 - \pi a\delta 1 - \delta 0 - 2a0

\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}(\delta 1\pi )

B(x)M0(x)

A2(x) + \pi 2B2(x)

\int 1

 - 1

1

b\delta 1

\biggl( 
1 + x

1 + b - as

\biggr) 1 - 2a0 - \delta 1 \biggl( 1 - x

1 - s

\biggr) \delta 1

\times 

\times \tau 0(s)ds

1 - ax - bs
 - \pi b\delta 1 - \delta 0 - 2a0

\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}(\delta 1\pi )

B(x)M1(x)

A2(x) + \pi 2B2(x)

\int 1

 - 1

1

a\delta 1

\biggl( 
1 + x

1 + a - bs

\biggr) 1 - 2a0 - \delta 1 \biggl( 1 - x

1 - s

\biggr) \delta 1

\times 

\times \tau 0(s)ds

1 - bx - as
+R2[\tau 0] + F2(x), x \in J, (27)

где R2[\tau 0] — регулярный оператор. Здесь заметим, что A(1) - B(1)\pi \mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{g}(\delta 1\pi ) = 0.
Выделив характеристическую часть уравнения (27), т. е. интегралы с особенностью пер-

вого порядка в изолированной особой точке (x, s) = (1, 1), получим

\tau 0(x) =M\ast 
0

\int 1

 - 1

\biggl( 
1 - x

1 - s

\biggr) \delta 1 \tau 0(s)ds

1 - ax - bs
+M\ast 

1

\int 1

 - 1

\biggl( 
1 - x

1 - s

\biggr) \delta 1 \tau 0(s)ds

1 - bx - as
+R3[\tau 0]+F2(x), (28)

где

M\ast 
0 =  - \pi a

\delta 1 - \delta 0 - 2a0

\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}(\delta 1\pi )

\biggl( 
1

b

\biggr) 1 - 2a0 B(1)M0(1)

A2(1) + \pi 2B2(1)
, M\ast 

1 =  - \pi b
\delta 1 - \delta 0 - 2a0

\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}(\delta 1\pi )

\biggl( 
1

a

\biggr) 1 - 2a0 B(1)M1(1)

A2(1) + \pi 2B2(1)
,

R3[\tau 0] = R2[\tau 0] +
M0(x) (A(x) - B(x)\pi \mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{g}(\delta 1\pi ))

A2(x) + \pi 2B2(x)

\int 1

 - 1

\tau 0(s)ds

1 - ax - bs
+

+
M1(x) (A(x) - B(x)\pi \mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{g}(\delta 1\pi ))

A2(x) + \pi 2B2(x)

\int 1

 - 1

\tau 0(s)ds

1 - bx - as
 - \pi a\delta 1 - \delta 0 - 2a0

\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}(\delta 1\pi )
\times 

\times 
\int 1

 - 1

\Biggl[ 
B(x)M0(x)

A2(x) + \pi 2B2(x)

\biggl( 
1

b

\biggr) \delta 1 \biggl( 1 + x

1 + b - as

\biggr) 1 - 2a0 - \delta 1

 - B(1)M0(1)

A2(1) + \pi 2B2(1)

\biggl( 
1

b

\biggr) 1 - 2a0
\Biggr] 
\times 

\times 
\biggl( 
1 - x

1 - s

\biggr) 1 - 2a0 - \delta 1 \tau 0(s)ds

1 - ax - bs
 - \pi b\delta 1 - \delta 0 - 2a0

\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}(\delta 1\pi )
\times 
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\times 
\int 1

 - 1

\Biggl[ 
B(x)M1(x)

A2(x) + \pi 2B2(x)

\biggl( 
1

a

\biggr) \delta 1 \biggl( 1 + x

1 + b - as

\biggr) 1 - 2a0 - \delta 1

 - B(1)M1(1)

A2(1) + \pi 2B2(1)

\biggl( 
1

a

\biggr) 1 - 2a0
\Biggr] 
\times 

\times 
\biggl( 
1 - x

1 - s

\biggr) 1 - 2a0 - \delta 1 \tau 0(s)ds

1 - bx - as

— регулярный оператор.
С учетом тождеств 1  - ax  - bs = a(1  - x) + b(1  - s), 1  - bx  - as = b(1  - x) + a(1  - s)

уравнение (28) запишем в виде

\tau 0(x) =

\int 1

 - 1

\biggl( 
1 - x

1 - s

\biggr) \delta 1 \biggl( M\ast 
0

a(1 - x) + b(1 - s)
+

M\ast 
1

b(1 - x) + a(1 - s)

\biggr) 
\tau 0(s)ds+R3[\tau 0] + F2(x).

(29)
В уравнении (29), сделав замену переменных x = 1 - 2e - y, s = 1 - 2e - t, имеем

ey(\delta 1 - 
1
2)\tau 0(1 - 2e - y) =

\int +\infty 

0

\biggl( 
M\ast 

0

ae - 
y - t
2 + be

y - t
2

+
M\ast 

1

be - 
y - t
2 + ae

y - t
2

\biggr) 
\times 

\times et(\delta 1 - 
1
2)\tau (1 - 2e - t)dt+ ey(\delta 1 - 

1
2)R3[\tau 0] + ey(\delta 1 - 

1
2)F2(1 - 2e - y). (30)

Введя обозначения \rho (y) = ey(\delta 1 - 
1
2)\tau 0(1 - 2e - y),

K0(x) =

\surd 
2\pi 

b

\biggl( 
M\ast 

0

e
x
2 + ke - 

x
2

+
M\ast 

1

ke
x
2 + e - 

x
2

\biggr) 
,

уравнение (30) запишем в виде

\rho (y) =
1\surd 
2\pi 

\int +\infty 

0
K0(y  - t)\rho (t)dt+R4[\rho ] + F3(y), (31)

где R4[\rho ] = ey(\delta 1 - 
1
2)R3[\tau 0] — регулярный оператор, F3(y) = ey(\delta 1 - 

1
2)F2(1 - 2e - y) — известная

функция. Уравнения (31) является интегральным уравнением Винера–Хопфа ([19], c. 55).
ФункцияK0(x) непрерывно дифференцируема и имеет показательный порядок убывания

на бесконечности. Следовательно, K0(x) \in L2
\bigcap 
H\alpha = \{ 0\} ([19], c. 12). Так как \alpha  - 1

2
< 0\Bigl( 

где 0 < \alpha <
1

4

\Bigr) 
, то оператор R4[\rho ] и функция F3(y) также имеют показательный порядок

убывания на бесконечности.
Теоремы Фредгольма для интегральных уравнений типа свертки справедливы лишь в

одном частном случае, когда индекс этих уравнений равен нулю ([19], c. 46). Индекс \chi 
уравнения (31) совпадает с индексом выражения 1 - K\wedge (x) ([19], c. 56), взятым с обратным
знаком: \chi =  - \mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{d}(1 - K\wedge (x)) ([13], c. 56), где

K\wedge (x) =
1\surd 
2\pi 

\int +\infty 

 - \infty 
e - ixtK0(t)dt =

1

b

\int +\infty 

 - \infty 

\biggl( 
M\ast 

0

e
t
2 + ke - 

t
2

+
M\ast 

1

ke
t
2 + e - 

t
2

\biggr) 
e - ixtdt.

Используя равенство [20] \int +\infty 

 - \infty 

e - ixtdt

e
t
2 + ke - 

t
2

=
\pi e - ix \mathrm{l}\mathrm{n} k

\surd 
k \mathrm{c}\mathrm{h}(\pi x)

,
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имеем

K\wedge (x) =
1

b

\biggl( 
M\ast 

0\pi e
ix \mathrm{l}\mathrm{n} k

\surd 
kch(\pi x)

+
M\ast 

1\pi e
 - ix \mathrm{l}\mathrm{n} k

\surd 
k \mathrm{c}\mathrm{h}(\pi x)

\biggr) 
=

\pi 

b
\surd 
k \mathrm{c}\mathrm{h}(\pi x)

\Bigl( 
M\ast 

0 e
ix \mathrm{l}\mathrm{n} k +M\ast 

1 e
 - ix \mathrm{l}\mathrm{n} k

\Bigr) 
.

Пусть
\pi \surd 

1 - c2

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \Gamma (1 - \beta )be2b0

\Gamma (1 - 2a0)
M0(1) +

\Gamma (1 - \alpha )ae - 2b0

\Gamma (1 - 2a0)
M1(1)

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| < 1. (32)

Тогда\bigm| \bigm| \mathrm{R}\mathrm{e}K\wedge (x)
\bigm| \bigm| = \pi 

b
\surd 
k \mathrm{c}\mathrm{h}(\pi x)

| M\ast 
0 \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}(x \mathrm{l}\mathrm{n} k) +M\ast 

1 \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}(x \mathrm{l}\mathrm{n} k)| \leq 
\pi 

b
\surd 
k \mathrm{c}\mathrm{h}(\pi x)

| M\ast 
0 +M\ast 

1 | =

=
\pi \surd 

1 - c2 \mathrm{c}\mathrm{h}(\pi x)

\biggl( 
\Gamma (1 - \beta )be2b0

\Gamma (1 - 2a0)
| M0(1)| +

\Gamma (1 - \alpha )ae - 2b0

\Gamma (1 - 2a0)
| M1(1)| 

\biggr) 
< 1. (33)

Следовательно, \mathrm{R}\mathrm{e} (1 - K\wedge (x)) > 0.
Заметим, что если z = x + iy — комплексная переменная, то \mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{g} z = \mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{g}(y/x), если

\mathrm{R}\mathrm{e} z = x > 0.
Из (33) очевидно, что | \mathrm{R}\mathrm{e}K\wedge (x)| = 0 (1/ \mathrm{c}\mathrm{h}(\pi x)), \mathrm{I}\mathrm{m}K\wedge (x) = 0 (1/ \mathrm{c}\mathrm{h}(\pi x)) для достаточно

больших | x| . Отсюда следует

\mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{d}(1 - K\wedge (x)) =
1

2\pi 
[\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{g} (1 - K\wedge (x))]

\bigm| \bigm| +\infty 
 - \infty =

=
1

2\pi 

\biggl[ 
\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{g}

\mathrm{I}\mathrm{m} (1 - K\wedge (x))

\mathrm{R}\mathrm{e} (1 - K\wedge (x))

\biggr] \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| +\infty 

 - \infty 
=

1

2\pi 
[\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{g} 0 - \mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{g} 0] = 0,

т. е. изменение аргумента выражения 1 - K\wedge (x) на действительной оси, представленного в
полных оборотах, равно нулю ([19], c. 28). Следовательно, уравнение (31) однозначно реду-
цируется к интегральному уравнению Фредгольма второго рода, однозначная разрешимость
которого вытекает из единственности решения задачи JNF. Таким образом, доказанa

Теорема 3. Если заданные функции \tau i(x) \in C(Ji)
\bigcap 
C2(Jj), i = 1, 2; \mu 0(x), \mu 1(x), \rho 0(x),

\rho 1(x) \in C(J)
\bigcap 
C2(J), причем \tau 1( - 1) = 0, \tau 2(1) = 0, \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}

x\rightarrow  - \infty 
\tau 1(x) = 0, \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}

x\rightarrow +\infty 
\tau 2(x) = 0 и

выполнены неравенства (9) и (32), то задача JNF однозначна разрешима.
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D.M.Mirsaburova

A problem with analogue of the Frankl and mixing conditions for the Gellerstedt equation

with singular coefficient

Abstract. For the equation (\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{n} y)| y| muxx + uyy + \alpha 0 | y| (m - 2)/2ux + (\beta 0/y)uy = 0,, considered in
some unbounded mixed domain, uniqueness and existence theorems for a solution to the problem
with the missing shift condition on the boundary characteristics and an analogue of the Frankl
type condition on the interval of degeneracy of the equation are proved.
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