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ФУНКЦИЙ В ВЕСОВОМ ПРОСТРАНСТВЕ БЕРГМАНА B2,\mu 

Аннотация. В работе получены точные неравенства между наилучшими приближениями ана-
литических в единичном круге функций алгебраическими комплексными полиномами и моду-
лями непрерывности высших порядков производных в весовом пространстве Бергмана B2,\mu .
На основе этих неравенств вычислены точные значения некоторых известных n-поперечников
классов аналитических в единичном круге функций.
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Введение

Одной из основных задач теории приближения функций, как в действительной, так и в
комплексной областях, является задача вычисления точных значений поперечников классов
функций в различных банаховых пространствах.
При этом важную роль играют точные неравенства, содержащие оценки величины наи-

лучшего полиномиального приближения функции, посредством усредненных значений мо-
дуля непрерывности высших порядков производных функций.
Более подробно вопросы приближения аналитических функций и вычисления поперечни-

ков классов функций изучены в пространствах Харди. Здесь в первую очередь следует упо-
мянуть работы К.И. Бабенко, В.М. Тихомирова, Л.В. Тайкова, М.З. Двейрина, Ю.А. Фар-
кова и А. Пинкуса [1]–[7]. Далее, это тематика нашла свое отражение в работах [8]–[15].
Первые работы, в которых были затронуты вопросы нахождения точных значений попе-
речников в пространстве Бергмана, принадлежат С.Б. Вакарчуку [16], [17]. В дальнейшем
это направление развивалось в работах [18]–[21]. Существуют различные обобщения про-
странства Бергмана. Например, в работе [22] было введено весовое пространство Бергмана
Bp(\gamma ,D), 1 \leq p < \infty , аналитических в единичном круге D функций f(z) с конечной нормой

\| f\| Bp(\gamma ,D) =

\Biggl( 
1

\pi 

\int \int 
(D)

\gamma (| z| )| f(z)| pd\sigma 

\Biggr) 1/p

,

где \gamma (| z| ) — положительная в области (D) функция. Значительные результаты в простран-
стве Bp(\gamma ,D), где были решены задачи нахождения точных неравенств между наилуч-
шим приближением аналитических в единичном круге функций и усредненными модулями
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непрерывности, а также вычисление значения поперечников различных классов функций,
получены в работах [23]–[30].
В настоящей работе мы рассмотрим вышеизложенные задачи в весовом пространстве

Бергмана B2,\mu , где \mu >  - 1.

Пусть \BbbC — комплексная плоскость, D =
\Bigl\{ 
z \in \BbbC : | z| < 1

\Bigr\} 
— единичный круг в этой

плоскости и U(D) — множество аналитических в D функций.
Символом B2,\mu , \mu >  - 1, обозначим банахово пространство Бергмана, состоящее из функ-

ций f \in U(D), для которых

\| f\| 2,\mu 
def
= \| f\| B2,\mu =

\left(  \int 
D

| f(z)| 2dA\mu (z)

\right)  1/2

< \infty , (1)

где

dA\mu (z) = (\mu + 1)(1 - | z| 2)\mu dA(z),

dA(z) =
1

\pi 
dxdy — элемент площади и интеграл понимается в смысле Лебега.

Используя обозначение z = x+ iy = \rho eit, 0 < \rho \leq 1, 0 < t \leq 2\pi , норму (1) запишем в виде

\| f\| 2,\mu =

\left(  1

\pi 

1\int 
0

2\pi \int 
0

(\mu + 1)(1 - \rho 2)\mu | f(\rho eit)| 2\rho d\rho dt

\right)  1/2

< \infty .

В частности, если \mu = 0, то пространство B2,0
def
= B2 является известным пространством

Бергмана.
Множество всех комплексных алгебраических полиномов степени \leq n - 1 обозначим

Pn - 1 =

\Biggl\{ 
pn(z) : pn(z) =

n - 1\sum 
k=0

ak(f)z
k, ak \in \BbbC 

\Biggr\} 
.

Наилучшее приближение функции f \in B2,\mu множеством Pn - 1 обозначим

En - 1(f)2,\mu = \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{f}\{ \| f  - pn - 1\| 2,\mu : pn - 1 \in Pn - 1\} (2)

Величину

\omega m(f, t)2,\mu = \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p} \{ \| \Delta m(f ; \rho , t, h)\| 2,\mu : | h| \leq t\} , (3)

где

\Delta m(f ; \rho , t, h) =

m\sum 
k=0

( - 1)kCk
mf
\Bigl( 
\rho ei(t+kh)

\Bigr) 
(4)

— разностьm-го порядка функции f
\bigl( 
\rho eit
\bigr) 
по аргументу t с шагом h, назовем интегральным

модулем непрерывности m-го порядка.
Для любых r \in \BbbN обычную производную r-го порядка функции f(z) обозначим через

f (r)(z) = drf/dzr.
Поскольку функция f \in B2,\mu аналитична в D, то из разложения f в ряд Маклорена

f(z) =
\infty \sum 
k=0

ck(f)z
k (5)
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следует

f (r)(z) =

\infty \sum 
k=r

\alpha k,rck(f)z
k - r, (6)

где

\alpha k,r = k(k  - 1)(k  - 2) \cdot \cdot \cdot (k  - r + 1) = k!\{ (k  - r)!\}  - 1, k \geq r, k \in \BbbN , r \in \BbbZ +,

ck(f) — коэффициенты Маклорена функции f.

Обозначим через \frakB 
(r)
2,\mu , r \in \BbbZ +, множество функций f \in U(D), у которых zrf (r) \in B2,\mu .

1. О наилучшем приближении аналитических функций в пространстве B2,\mu 

Для произвольной r \in \BbbZ + с учетом соотношения (4) и (6) получаем

\Delta m

\bigl( 
zrf (r), \rho , t, h

\bigr) 
=

\infty \sum 
k=r+1

\alpha k,rck(f)\rho 
keikt

\bigl( 
1 - eikh

\bigr) m
.

Отсюда с использованием равенства Парсеваля будем иметь\bigm\| \bigm\| \Delta m(zrf (r), \rho , t, h)
\bigm\| \bigm\| 2
2,\mu 

= 2m
\infty \sum 

k=r+1

| ck(f)| 2\alpha 2
k,r

k!\Gamma (\mu + 2)

\Gamma (k + \mu + 2)
(1 - \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} kh)m, (7)

где \Gamma (x) — гамма-функция Эйлера. Для произвольной функции f \in B2,\mu непосредственным
вычислением имеем

En - 1(f)2,\mu = \| f  - Tn - 1(f)\| 2,\mu =

\Biggl\{ \infty \sum 
k=n

| ck(f)| 2
k!\Gamma (\mu + 2)

\Gamma (k + \mu + 2)

\Biggr\} 1/2

,

где Tn - 1(f) — частная сумма n-го порядка ряда Маклорена (5).

Теорема 1. Пусть функция f(z) \in \frakB 
(r)
2,\mu . Тогда для произвольных m,n, r \in \BbbN , n > r,

0 < p \leq 2, 0 \leq \gamma < pn \mathrm{l}\mathrm{n}[n/(n - r)], 0 < u \leq \pi /n имеет место неравенство

En - 1(f)2,\mu \leq 1

2m/2\alpha n,r

\Biggl( u\int 
0

\omega p
m

\bigl( 
zrf (r), t

\bigr) 
2,\mu 

\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\gamma 
\beta 

u
tdt

\Biggr) 1/p

\Biggl( u\int 
0

(1 - \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}nt)mp/2 \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\gamma 
\beta 

u
tdt

\Biggr) 1/p
. (8)

Неравенство (8) является точным в том смысле, что существует функция f0(z) \in \frakB 
(r)
2,\mu 

для которой оно обращается в равенство.

Доказательство. Из соотношений (3) и (7) для произвольной функции f \in \frakB 
(r)
2,\mu , r \in \BbbZ +,

при любых k, n \in \BbbN , k \geq n, имеем

\omega 2
m

\bigl( 
zrf (r), t

\bigr) 
2,\mu 

\geq 2m
\infty \sum 

k=r+1

| ck(f)| 2\alpha 2
k,r

k!\Gamma (\mu + 2)

\Gamma (k + \mu + 2)
(1 - \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} kt)m. (9)

Возведем обе части неравенства (9) в степень p/2, умножив на \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\gamma 
\beta 

u
t и проинтегрировав

по переменной t от 0 до u. Затем, извлекая корень степени 1/p от полученного результата,



30 М.Р.ЛАНГАРШОЕВ

имеем \Biggl\{ u\int 
0

\omega p
m

\bigl( 
zrf (r), t

\bigr) 
2,\mu 

\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\gamma 
\beta 

u
tdt

\Biggr\} 1/p

\geq 

\geq 

\Biggl\{ u\int 
0

\Biggl( 
2m

\infty \sum 
k=r+1

| ck(f)| 2\alpha 2
k,r

k!\Gamma (\mu + 2)

\Gamma (k + \mu + 2)
(1 - \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} kt)m

\Biggr) p/2

\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\gamma 
\beta 

u
tdt

\Biggr\} 1/p

. (10)

Далее, воспользуемся следующим упрощенным вариантом неравенства Минковского [31]:\Biggl( u\int 
0

\Biggl[ \sum 
k\geq n

| fk(t)| 2
\Biggr] p/2

dt

\Biggr) 1/p

\geq 

\Biggl( \sum 
k\geq n

\Biggl[ u\int 
0

| fk(t)| pdt

\Biggr] 2/p\Biggr) 1/2

, u > 0, 0 < p \leq 2,

в результате которого правая часть неравенства (10) принимает вид\Biggl\{ u\int 
0

\omega p
m

\bigl( 
zrf (r), t

\bigr) 
2,\mu 

\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\gamma 
\beta 

u
tdt

\Biggr\} 1/p

\geq 

\geq 2m/2

\Biggl\{ \infty \sum 
k=n

| ck(f)| 2
k!\Gamma (\mu + 2)

\Gamma (k + \mu + 2)

\Biggl[ 
\alpha p
k,r

u\int 
0

(1 - \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} kt)mp/2 \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\gamma 
\beta 

u
tdt

\Biggr] 2/p\Biggr\} 1/2

. (11)

Рассмотрим функцию натурального аргумента

\varphi (k) = \alpha p
k,r

u\int 
0

(1 - \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} kt)mp/2 \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\gamma 
\beta 

u
tdt

и покажем, что она для всех значений k \geq n > r является строго возрастающей. Для этого
сначала найдем производную функции \varphi (k) :

\varphi \prime (k) = p\alpha p
k,r

r - 1\sum 
s=0

1

k  - s

u\int 
0

(1 - \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} kt)mp/2 \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\gamma 
\beta 

u
tdt+ \alpha p

k,r

u\int 
0

d

dk
(1 - \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} kt)mp/2 \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\gamma 

\beta 

u
tdt.

Так как
d

dk
(1 - \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} kt)mp/2 =

t

k

d

dt
(1 - \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} kt)mp/2,

то

\varphi \prime (k) = \alpha p
k,r

\Biggl\{ 
1

k
u(1 - \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} ku)mp/2 \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\gamma \beta +

+

u\int 
0

(1 - \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} kt)mp/2 \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\gamma 
\beta 

u
t

\Biggl[ 
p

r - 1\sum 
s=1

1

k  - s
+ (p - 1)

1

k
 - \gamma 

k

\beta 

u
t \mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{g}

\beta 

u
t

\Biggr] 
dt

\Biggr\} 
.

Поскольку функция \theta (t) =
\beta 

u
t \mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{g}

\beta 

u
t на отрезке [0, u] является строго убывающей, для

любого 0 < p \leq 2 и k \geq n > r имеем

p

r - 1\sum 
s=1

1

k  - s
+ (p - 1)

1

k
 - \gamma 

k

\beta 

u
t \mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{g}

\beta 

u
t \geq p

r - 1\sum 
s=0

1

k  - s
 - \gamma 

k
= p \mathrm{l}\mathrm{n}

k

k  - r
 - \gamma 

k
> 0.

Отсюда получаем условие теоремы на число \gamma :

0 \leq \gamma < pk \mathrm{l}\mathrm{n}[k/(k  - r)] < pn \mathrm{l}\mathrm{n}[n/(n - r)], k \geq n > r.
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Следовательно, \varphi \prime (k) > 0. Это означает, что \mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}
\Bigl\{ 
\varphi (k) : k \geq n > r

\Bigr\} 
= \varphi (n). Поэтому

соотношение (11) принимает вид\Biggl\{ u\int 
0

\omega p
m

\Bigl( 
zrf (r), t

\Bigr) 
2,\mu 

\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\gamma 
\beta 

u
tdt

\Biggr\} 1/p

\geq 2m/2\alpha n,r

\Biggl( u\int 
0

(1 - \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}nt)mp/2 \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\gamma 
\beta 

u
tdt

\Biggr) 1/p

En - 1(f)2,\mu .

Отсюда и вытекает неравенство (8).

Чтобы доказать точность неравенства (8), рассмотрим функцию f0(z) = zn \in \frakB 
(r)
2,\mu , n \in \BbbN ,

r \in \BbbZ +, r < n. Для этой функции из соотношений (2) и (3) имеем

En - 1(f0)2,\mu =

\Biggl\{ 
n!\Gamma (\mu + 2)

\Gamma (n+ \mu + 2)

\Biggr\} 1/2

, (12)

\omega m

\Bigl( 
zrf

(r)
0 , t

\Bigr) 
2,\mu 

=

\Biggl\{ 
2m\alpha 2

n,r

n!\Gamma (\mu + 2)

\Gamma (n+ \mu + 2)
(1 - \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}nt)m

\Biggr\} 1/2

. (13)

С учетом равенств (12) и (13) запишем

En - 1(f0)2,\mu \leq 1

2m/2\alpha n,r

\Biggl( u\int 
0

\omega p
m(zrf

(r)
0 , t)2,\mu \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}

\gamma \beta 

u
tdt

\Biggr) 1/p

\Biggl( u\int 
0

(1 - \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}nt)mp/2 \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\gamma 
\beta 

u
tdt

\Biggr) 1/p
=

=
1

2m/2\alpha n,r

\Biggl( u\int 
0

\biggl\{ 
2m\alpha 2

n,r

n!\Gamma (\mu + 2)

\Gamma (n+ \mu + 2)
(1 - \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}nt)m

\biggr\} p/2

\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\gamma 
\beta 

u
tdt

\Biggr) 1/p

\Biggl( u\int 
0

(1 - \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}nt)mp/2 \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\gamma 
\beta 

u
tdt

\Biggr) 1/p
=

\Biggl\{ 
n!\Gamma (\mu + 2)

\Gamma (n+ \mu + 2)

\Biggr\} 1/2

.

\square 

Из теоремы 1 при различных значениях параметров p, m, \gamma , \beta , u вытекают ряд следствий.

Следствие 1. Пусть m,n \in \BbbN , r \in \BbbZ +, 0 < p \leq 2, \gamma = 0. Тогда

En - 1(f)2,\mu \leq 1

2m/2\alpha n,r

\Biggl( u\int 
0

\omega p
m(zrf (r), t)2,\mu dt

\Biggr) 1/p

\Biggl( u\int 
0

(1 - \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}nt)mp/2dt

\Biggr) 1/p
.

Следствие 2. Пусть p = 2, m = 1, \gamma = 1, \beta = \pi , u = \pi /n, n \in \BbbN . Тогда

En - 1(f)2,\mu \leq 1

2\alpha n,r

\Biggl( 
n

\pi /n\int 
0

\omega 2(zrf (r), t)2,\mu \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}ntdt

\Biggr) 1/2

. (14)
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Следствие 3. Пусть m,n, r \in \BbbN , p = 2, \gamma = 0, 0 < u \leq \pi /n. Тогда

En - 1(f)2,\mu \leq 

\Biggl( u\int 
0

\omega 2
m(zrf (r), t)2,\mu dt

\Biggr) 1/2

2m/2\alpha n,r

\Biggl( u\int 
0

(1 - \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}nt)mdt

\Biggr) 1/2
. (15)

При u = \pi /n из неравенства (15) получим

En - 1(f)2,\mu \leq 1

\alpha n,r

\Biggl( 
m!n

2m\pi (2m - 1)!!

\pi /n\int 
0

\omega 2
m(zrf (r), t)2,\mu dt

\Biggr) 1/2

.

Следствие 4. Пусть m \in \BbbN , p = 2/m, \gamma = 1, \beta = \pi , u = \pi /n. Тогда

En - 1(f)2,\mu \leq 1

2m\alpha n,r

\Biggl( 
n

\pi /n\int 
0

\omega 2/m
m (zrf (r), t)2,\mu \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}ntdt

\Biggr) m/2

. (16)

Следствие 5. Пусть p = 2, m, n, r \in \BbbN , \gamma = 1, \beta = \pi , u = \pi /n, n \in \BbbN . Тогда

En - 1(f)2,\mu \leq 
\surd 
m+ 1

2m+1/2\alpha n,r

\Biggl( 
n

\pi /n\int 
0

\omega 2
m(zrf (r), t)2,\mu \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}ntdt

\Biggr) 1/2

.

Из неравенств (14)–(16), в частности, при \mu = 0, вытекают результаты, полученные в
работах [18]–[20].

2. О значении поперечников классов W
(r)
m,p,\beta ,\gamma (u,\Phi ) в пространстве B2,\mu 

Пусть S — единичный шар в пространствеB2,\mu ,\frakM — выпуклое центрально-симметричное
подмножество из B2,\mu , \Lambda n \subset B2,\mu — n-мерное подпространство, \Lambda n \subset B2,\mu — подпростран-

ство коразмерности n, \scrL : B2,\mu \rightarrow \Lambda n — непрерывный линейный оператор и \scrL \bot : B2,\mu \rightarrow \Lambda n

— непрерывный оператор линейного проектирования.
Величины

bn(\frakM ,B2,\mu ) = \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p} \{ \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p} \{ \varepsilon > 0; \varepsilon S \cap \Lambda n+1 \subset \frakM \} : \Lambda n+1 \subset B2,\mu \} ,
dn(\frakM ,B2,\mu ) = \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{f}

\bigl\{ 
\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}

\bigl\{ 
\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{f}
\bigl\{ 
\| f  - \varphi \| B2,\mu : \varphi \in \Lambda n

\bigr\} 
: f \in \frakM 

\bigr\} 
: \Lambda n \subset B2,\mu 

\bigr\} 
,

\lambda n(\frakM ,B2,\mu ) = \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{f}
\bigl\{ 
\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{f}
\bigl\{ 
\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}

\bigl\{ 
\| f  - \scrL f\| B2,\mu : f \in \frakM 

\bigr\} 
: \scrL B2,\mu \subset \Lambda n

\bigr\} 
: \Lambda n \subset B2,\mu 

\bigr\} 
,

dn(\frakM ,B2,\mu ) = \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{f}
\bigl\{ 
\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}

\bigl\{ 
\| f\| B2,\mu : f \in \frakM \cap \Lambda n

\bigr\} 
: \Lambda n \subset B2,\mu 

\bigr\} 
,

\Pi n(\frakM ,B2,\mu ) = \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{f}
\Bigl\{ 
\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{f}
\Bigl\{ 
\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}

\Bigl\{ 
\| f  - \scrL \bot f\| B2,\mu : f \in \frakM 

\Bigr\} 
: \scrL \bot B2,\mu \subset \Lambda n

\Bigr\} 
: \Lambda n \subset B2,\mu 

\Bigr\} 
,

называют соответственно бернштейновским, колмогоровским, линейным, гельфандовским
и проекционным n-поперечниками в пространстве B2,\mu . Поскольку B2,\mu является гильбер-
товым пространством, то между перечисленными n-поперечниками выполняются следую-
щие соотношения ([32], с. 239):

bn(\frakM ,B2,\mu ) \leq dn(\frakM ,B2,\mu ) \leq dn(\frakM ,B2,\mu ) = \lambda n(\frakM ,B2,\mu ) = \Pi n(\frakM ,B2,\mu ). (17)

Также полагаем
En(\frakM ) := \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\{ En(f) : f \in \frakM \} . (18)
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Пусть \Phi (u) (u \geq 0) — произвольная непрерывная возрастающая функция такая, что
\Phi (0) = 0.

Через W
(r)
m,p,\beta ,\gamma (u,\Phi ), где m, r \in \BbbN , 1 \leq p \leq 2, 0 < \beta \leq \pi , 0 \leq \gamma < pn \mathrm{l}\mathrm{n}[n/(n  - r)], r < n,

0 < u \leq \pi /n, обозначим класс функций f \in \frakB 
(r)
2,\mu , удовлетворяющих условию

u\int 
0

\omega p
m

\Bigl( 
zrf (r), t

\Bigr) 
2,\mu 

\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\gamma 
\beta 

u
tdt \leq \Phi p(u).

Положим

(1 - \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}nt)m\ast =

\Biggl\{ 
(1 - \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}nt)m, если nt < \pi ;

2m, если nt \geq \pi .

Теорема 2. Пусть m,n, r \in \BbbN , 0 \leq \gamma < pn \mathrm{l}\mathrm{n}[n/(n  - r)], r < n, 0 < \beta \leq \pi и функция \Phi 
при любых значениях 0 < u \leq \pi /n удовлетворяет условию

\Phi p(\pi /n)

u\int 
0

(1 - \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}nt)
mp/2
\ast \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\gamma 

\beta 

u
tdt \leq \Phi p(u)

\pi /n\int 
0

(1 - \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}nt)mp/2 \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\gamma 
n\beta 

\pi 
tdt. (19)

Тогда имеет место равенство

\sigma n

\Bigl( 
W

(r)
m,p,\beta ,\gamma (u,\Phi ),B2,\mu 

\Bigr) 
= En

\Bigl( 
W

(r)
m,p,\beta ,\gamma (u,\Phi )

\Bigr) 
B2,\mu 

=

= 2 - m/2\alpha  - 1
n,r

\Biggl( \pi /n\int 
0

(1 - \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}nt)mp/2 \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\gamma 
n\beta 

\pi 
tdt

\Biggr)  - 1/p

\Phi (\pi /n), (20)

где \sigma n(\cdot ) — любой из вышеперечисленных n-поперечников. При этом множество мажо-

рант \{ \Phi \} , удовлетворяющих ограничению (19), не пусто.

Доказательство. На основании неравенства (18), из соотношения (8) в утверждения теоре-

мы 2, определения класса W
(r)
m,p,\beta ,\gamma (u,\Phi ) и соотношения (17) при u = \pi /n получаем оценку

сверху для проекционного n-поперечника

\sigma n

\Bigl( 
W

(r)
m,p,\beta ,\gamma (u,\Phi ),B2,\mu 

\Bigr) 
\leq \Pi n

\Bigl( 
W

(r)
m,p,\beta ,\gamma (u,\Phi ),B2,\mu 

\Bigr) 
\leq 

\leq 2 - m/2\alpha  - 1
n,r

\Biggl( \pi /n\int 
0

(1 - \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}nt)mp/2 \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\gamma 
n\beta 

\pi 
tdt

\Biggr)  - 1/p

\Phi (\pi /n). (21)

Чтобы получить оценки снизу введем шар

Sn+1 =

\Biggl\{ 
pn \in Pn : \| pn\| 2,\mu = 2 - m/2\alpha  - 1

n,r

\Biggl( \pi /n\int 
0

(1 - \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}nt)mp/2 \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\gamma 
n\beta 

\pi 
tdt

\Biggr)  - 1/p

\Phi (\pi /n)

\Biggr\} 

и покажем, что Sn+1 \in \frakB 
(r)
2,\mu . Для любого pn \in Pn имеет место неравенство

\omega 2
m

\Bigl( 
zrp(r)n , t

\Bigr) 
2,\mu 

\leq 2m\alpha 2
n,r(1 - \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}nt)m\ast \| pn\| 22,\mu . (22)
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Возводя обе части неравенства (22) в степень p/2, умножая результат на \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\gamma 
\beta 

u
t и интегри-

руя полученное неравенство по переменной t от 0 до u, согласно условию (19) имеем
u\int 

0

\omega p
m

\Bigl( 
zrp(r)n , t

\Bigr) 
2,\mu 

\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\gamma 
\beta 

u
tdt \leq 2mp/2\alpha p

n,r\| pn\| p
u\int 

0

(1 - \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}nt)
mp/2
\ast \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\gamma 

\beta 

u
tdt =

=

\Biggl( \pi /n\int 
0

(1 - \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}nt)mp/2 \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\gamma 
n\beta 

\pi 
tdt

\Biggr)  - 1

\Phi p(\pi /n)

u\int 
0

(1 - \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}nt)
mp/2
\ast \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\gamma 

\beta 

u
tdt \leq \Phi p(u).

Это означает, что Sn+1 \in \frakB 
(r)
2,\mu . Воспользовавшись соотношением (17) и определением берн-

штейновского поперечника, запишем оценку снизу всех поперечников

\sigma n(W
(r)
m,p,\beta ,\gamma (u,\Phi ),B2,\mu ) \geq bn(W

(r)
m,p,\beta ,\gamma (u,\Phi ),B2,\mu ) \geq bn

\Biggl( 
Sn+1,B2,\mu 

\Biggr) 
=

= 2 - m/2\alpha  - 1
n,r

\Biggl( \pi /n\int 
0

(1 - \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}nt)mp/2 \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\gamma 
n\beta 

\pi 
tdt

\Biggr)  - 1/p

\Phi (\pi /n). (23)

Из сопоставления соотношений (21) и (23) получим равенство (20). \square 

Следует отметит, что множество функций \Phi , для которых выполняется условие (19), не
пусто. Этому условию удовлетворяет, например, функция \Phi \ast (u) = u\alpha , где значения \alpha ради
простоты определены при \gamma = 0 :

\alpha =
\pi 

p

\pi \int 
0

\Bigl( 
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}

t

2

\Bigr) mp
dt

. (24)

Из (24) получаем
1

p
< \alpha < m+

1

p
.

Дальнейшие рассуждения выполнения условия (19) при \gamma = 0 для функции \Phi \ast (u) повторя-
ют схему доказательства теоремы 3 из работы [33].

Автор выражает благодарность рецензенту за ценные замечания.
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On the best approximation of analytic in a disk functions in the

weighted Bergman space B2,\mu 

Abstract.We obtain sharp inequalities between the best approximations of analytic in the unit disk
functions by algebraic complex polynomials and the moduli of continuity of higher-order derivatives
in the Bergman weighted space B2,\mu . Based on these inequalities, the exact values of some known
n-widths of classes of analytic in the unit disk functions are calculated.
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