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СЛАБАЯ РАЗРЕШИМОСТЬ ОДНОЙ МОДЕЛИ ДВИЖЕНИЯ
НЕЛИНЕЙНО-ЗАПАЗДЫВАЮЩЕЙ ЖИДКОСТИ В ТЕПЛОВОМ ПОЛЕ

Аннотация. Для начально-краевой задачи динамики термовязкоупругой среды типа Олдрой-
та в плоском случае установлена нелокальная теорема существования слабого решения.
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Введение

Пусть \Omega \subset \BbbR 2 — ограниченная область с достаточно гладкой границей \partial \Omega . В QT =
[0, T ]\times \Omega , T > 0, рассматривается начально-краевая задача

\partial v

\partial t
+

n\sum 
i=1

vi
\partial v

\partial xi
 - Div [\nu (\theta )\scrE (v)] - Div [\varkappa (I2(v))

\int t

0
\scrE (v)(s, x)ds] +\nabla p = f ; (1)

div v(t, x) = 0 в QT , v(t, x) | t=0= v0 в \Omega , v(t, x) | [0,T ]\times \partial \Omega = 0; (2)

\partial \theta 

\partial t
+

n\sum 
i=1

vi
\partial \theta 

\partial xi
 - \chi \bigtriangleup \theta = \nu (\theta )\scrE (v) : \scrE (v) + [\varkappa (I2(v))

\int t

0
\scrE (v)(s, x)ds] : \scrE (v) + g; (3)

\theta | t=0= \theta 0 в \Omega , \theta | [0,T ]\times \partial \Omega = 0. (4)

Здесь v(t, x) = (v1(t, x), . . . , vn(t, x)), \theta (t, x) и p(t, x) — вектор-функция скорости, функ-
ции температуры и давления среды соответственно, \scrE (v) = \{ \scrE ij\} ni,j=1 — тензор скоростей

деформации с компонентами \scrE ij =
1

2

\biggl( 
\partial vi
\partial xj

+
\partial vj
\partial xi

\biggr) 
, f — плотность внешних сил, g — ис-

точник внешнего тепла, \varkappa > 0 — время ретардации (запаздывания), \chi > 0 — коэффициент
теплопроводности, \nu > 0 — вязкость жидкости. Далее символ A : B = aijbij для произволь-
ных квадратных матриц A = (aij) и B = (bij). Знак Div обозначает дивергенцию тензора
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C = (cij(t, x)), т. е. вектор Div C =

\biggl( 
\partial cij(t, x)

\partial xj
, . . . ,

\partial cnj(t, x)

\partial xj

\biggr) 
. Функция I2 определяется

равенством I22 =
n\sum 

i,j=1

\scrE 2
ij(v).

При \theta = 0 задача (1)–(4) является моделью Олдройта вязкоупругой среды [1], [2]. Добав-
ление в модели Олдройда температуры \theta в коэффицент вязкости приводит к появлению
уравнения (3) баланса энергии ([3], c. 12). В случае \theta = 0, \nu = \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{s}\mathrm{t} и \varkappa = \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{s}\mathrm{t} нело-

кальная сильная разрешимость (v \in W 1,2
2 (QT ), p \in W 0,1

2 (QT )) для модели Олдройта (1)–(4)
установлена в [4]. В данной модели коэффициент запаздывания среды рассматривается
нелинейным. Исследование моделей с нелинейным запаздыванием позволяет существенно
расширить класс изучаемых сред, однако существенно осложняет математические иссле-
дования таких начально-краевых задач. В работе [5] приведены естественные ограничения
на функцию \varkappa : \BbbR + \rightarrow \BbbR : \varkappa (s) — определенная при s \geq 0 непрерывно дифференцируемая
скалярная функция, для которой выполнены неравенства

(\varkappa 1) 0 < C1 \leq \varkappa (s) \leq C2 < \infty ; (\varkappa 2)  - s\varkappa \prime (s) \leq \varkappa (s) при \varkappa \prime (s) \leq 0,

(\varkappa 3) | s\varkappa \prime (s)| \leq C3 < \infty .

Здесь и далее через Ci обозначаются различные константы.
Заметим, для задачи (1)–(4) наличие переменной вязкости из-за недостаточной гладкости

\theta не позволяет установить ее сильную разрешимость. Нашей целью является доказательство
слабой разрешимости задачи (1)–(4). Отметим, что при исследовании слабой разрешимости
задачи (1)–(4) в правой части (3) появляются слагаемые из L1(QT ), что вызывает суще-
ственные трудности (см., например, [6] и имеющуюся там библиографию). Исследованию
других моделей термовязкоупругих сред посвящена обширная литература (см., например,
[7]–[10] и имеющуюся там библиографию).

1. Вспомогательные сведения и основной результат

Рассмотрим пространство C\infty 
0 (\Omega ) бесконечно-дифференцируемых вектор-функций из \Omega 

в \BbbR n с компактным носителем в \Omega . Обозначим через \scrV множество \{ v : v \in C\infty 
0 (\Omega ), \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{v} v = 0\} 

соленоидальных вектор-функций. Пусть H — замыкание \scrV по норме пространства L2(\Omega ),
V — замыкание \scrV по норме пространства W 1

2 (\Omega ). Слабое решение будет находиться в сле-
дующих функциональных пространствах:

W1 = \{ v : v \in L2(0, T, V ), v\prime \in L2(0, T ;V
\ast )\} ,

W2 =

\biggl\{ 
\theta : \theta \in Lp(0, T ;W

1
p (\Omega )), v\prime \in L1(0, T ;W

 - 1
p (\Omega )), 1 < p <

4

3

\biggr\} 
с нормами соответственно

\| v\| W1 = \| v\| L2(0,T,V ) + \| v\prime \| L2(0,T ;V \ast ), \| \theta \| W2 = \| \theta \| Lp(0,T ;W 1
p (\Omega )) + \| \theta \prime \| L1(0,T ;W - 1

p (\Omega )).

Определение. Слабым решением задачи (1)–(4) называется пара (v, \theta ), где v \in W1, \theta \in W2,
удовлетворяющая при всех \varphi \in V и \phi \in C\infty 

0 (\Omega ) и почти всех t \in [0, T ] соотношениям

\langle v\prime , \varphi \rangle  - 
\int 
\Omega 

n\sum 
i=1

vivj
\partial \varphi j

\partial xi
dx+

\int 
\Omega 
\nu (\theta )\scrE (v) : \scrE (\varphi )dx+

+

\int 
\Omega 
\varkappa (I2(v))

\int t

0
\scrE (v)(s, x)ds : \scrE (\varphi ) dx = \langle f, \varphi \rangle , (5)
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\langle \theta \prime , \phi \rangle  - 
\int 
\Omega 

n\sum 
i=1

vi\theta j
\partial \phi j

\partial xi
dx+ \chi 

\int 
\Omega 
\scrE (\theta ) : \scrE (\phi )dx =

\int 
\Omega 
(\nu (\theta )\scrE (v) : \scrE (v)) : \phi dx+

+

\int 
\Omega 

\biggl( 
\varkappa (I2(v))

\int t

0
\scrE (v)(s, x)ds : \scrE (v), \phi 

\biggr) 
dx+ \langle g, \phi \rangle (6)

и начальным условиям v | t=0= v0 и \theta | t=0= \theta 0.

Основным результатом работы является

Теорема 1. Пусть функция \nu (\theta ) \in C2( - \infty ,+\infty ) и 0 < C4 < \nu (\theta ) < C5, \varkappa удовлетворяет

условиям (\varkappa 1) - (\varkappa 3), f \in L2(0, T ;V
\ast ), g \in L1

\Bigl( 
0, T ;H

 - 2(1 - 1/p)
p (\Omega )

\Bigr) 
, v0 \in H, \theta 0 \in W

1 - 2/p
p (\Omega ).

Тогда при 1 < p < 4/3 существует хотя бы одно слабое решение (1)–(4).

Доказательство данной теоремы проводится поэтапно. На первом этапе устанавливается
разрешимость задачи (1)–(2) с фиксированной \theta \in W2. На втором этапе доказывается раз-
решимость задачи (3)–(4) с заданной v \in W1. Далее описывается итерационный процесс,
состоящий в последовательном решении вышеприведенных задач, и на конечном этапе до-
казывается сходимость последовательных приближений к решению задачи (1)–(4).

2. Начально-краевая задача с фиксированной температурой

Рассмотрим начально-краевую задачу (1)–(2) при фиксированном \theta \in W2. Слабое реше-
ние задачи (1)–(2) определим как функцию v \in W1, удовлетворяющую (5) и начальному
условию v | t=0= v0.

Теорема 2. Пусть функция \nu (\theta ) \in C2( - \infty ,+\infty ) и 0 < C4 < \nu (\theta ) < C5, \varkappa удовлетворяет

условиям (\varkappa 1)  - (\varkappa 3), f \in L2(0, T ;V
\ast ), v0 \in H, \theta \in W2. Тогда задача (1)–(2) имеет, по

крайней мере, одно слабое решение v \in W1, для которого справедлива оценка

\| v\| W1 \leq R1, R1 = R1(T, \| f\| L2(0,T ;V \ast ), \| v0\| H). (7)

Для доказательства данной теоремы перейдем к операторной трактовке рассматриваемой
задачи. Введем операторы при помощи следующих равенств:

J : V \rightarrow V \ast , \langle Jv, \varphi \rangle =
\int 
\Omega 
v\varphi dx;

D1 : V \rightarrow V \ast , \langle D1(v), \varphi \rangle =
\int 
\Omega 

\int t

0
\varkappa (I2(v))\scrE (v)(s, x)ds\scrE (\varphi )dx, v \in V, \varphi \in V ;

D2 : V \rightarrow V \ast , \langle D2v, \varphi \rangle =
\int 
\Omega 
\nu (\theta )\scrE (v) : \nabla \varphi dx, v \in V, \varphi \in V ;

K : L4(\Omega ) \rightarrow V \ast , \langle K(v), \varphi \rangle =
\int 
\Omega 

n\sum 
i,j=1

vivj
\partial \varphi j

\partial xi
dx, v \in L4(\Omega ), \varphi \in V 1;

L : W1 \rightarrow L2(0, T ;V
\ast )\times V, L(v) = (Jv\prime +D1(v) +D2v, v| t=0);

C : W1 \rightarrow L2(0, T ;V
\ast )\times V, C(v) = (K(v), 0).

Тогда рассматриваемая задача (1)–(2) эквивалентна операторному уравнению

L(v) = C(v) + (f, v0). (8)

Для введенных выше операторов справедливы следующие свойства.
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Лемма 1.
1) Оператор L : W1 \rightarrow L2(0, T ;V

\ast )\times V обратим и обратный оператор L - 1 : L2(0, T ;V
\ast )\times 

V \rightarrow W1 непрерывен.

2) Оператор C : W1 \rightarrow L2(0, T ;V
\ast )\times V вполне непрерывен.

Теорема 3. Если v \in W1 — решение операторного уравнения (8), то для него имеет место

априорная оценка

\| v\| W1 \leq C6, C6 = C6(T, \| f\| L2(0,T,V \ast ), \| v0\| H).

Согласно лемме 1, теореме 3 и теории топологической степени Лере–Шаудера получаем
справедливость теоремы 2.

3. Начально-краевая задача с фиксированной скоростью

Рассмотрим следующую начально-краевую задачу при фиксированных \^\theta \in W2 и v \in W1:

\partial \theta 

\partial t
+

n\sum 
i=1

vi
\partial \theta 

\partial xi
 - \chi \bigtriangleup \theta =

\biggl[ 
\nu (\^\theta )\scrE (v) + \varkappa (I2(v))

\int t

0
\scrE (v)(s, x)ds

\biggr] 
: \scrE (v) + g; (9)

\theta | t=0= \theta 0 в \Omega , \theta | [0,T ]\times \partial \Omega = 0. (10)

Слабое решение задачи (9)–(10) определим как функцию \theta \in W2, удовлетворяющую (6) и
начальному условию \theta | t=0= \theta 0.

Теорема 4. Пусть функция \nu (\theta ) \in C2( - \infty ,+\infty ) и 0 < C4 < \nu (\theta ) < C5, \varkappa удовлетворяет

условиям (\varkappa 1)  - (\varkappa 3), g \in L1

\Biggl( 
0, T ;H

 - 2
\bigl( 
1 - 1

p

\bigr) 
p (\Omega )

\Biggr) 
, \theta 0 \in W

1 - 2/p
p (\Omega ), \^\theta \in W2, v \in W1. Тогда

при 1 < p < 4/3 существует слабое решение задачи (9)–(10), для которого справедлива

оценка

\| \theta \| W2 \leq R2, R2 = R2

\Biggl( 
\| g\| 

L1

\Bigl( 
0,T ;H

 - 2(1 - 1
p)

p (\Omega )

\Bigr) + \| \theta 0\| W 1 - 2/p
p (\Omega )

+

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \partial v\partial t
\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 2
L2(0,T ;H)

\Biggr) 
.

Доказательство данной теоремы следует из результатов, приведенных в работе [5].

4. Построение последовательных приближений

Рассмотрим последовательность
\bigl( 
vn, \theta n

\bigr) 
, n = 0, 1, 2, . . . , определенную следующим обра-

зом. Пусть v0, \theta 0 означают начальные значения v0, \theta 0 для v и \theta из (2) и (4). Пусть
\bigl( 
vn, \theta n

\bigr) 
известны. Тогда сначала находится vn+1 как слабое решение задачи

\partial vn+1

\partial t
+

n\sum 
i=1

vn+1
i

\partial vn+1

\partial xi
 - Div

\bigl[ 
\nu (\theta n)\scrE 

\bigl( 
vn+1

\bigr) \bigr] 
 - Div

\biggl[ 
\varkappa 
\bigl( 
I2
\bigl( 
vn+1

\bigr) \bigr) \int t

0
\scrE (vn+1)(s, x)ds

\biggr] 
+\nabla p = f ;

(11)

div vn+1(t, x) = 0 в QT , vn+1(t, x) | t=0= v0 в \Omega , vn+1(t, x) | [0,T ]\times \partial \Omega = 0; (12)

затем при найденном vn+1 находится \theta n+1 как слабое решение задачи

\partial \theta n+1

\partial t
+

n\sum 
i=1

vn+1
i

\partial \theta n+1

\partial xi
 - \chi \bigtriangleup \theta n+1 =

=

\biggl[ 
\nu 
\bigl( 
\theta n
\bigr) 
\scrE 
\bigl( 
vn+1

\bigr) 
+ \varkappa 

\bigl( 
I2
\bigl( 
vn+1

\bigr) \bigr) \int t

0
\scrE 
\bigl( 
vn+1

\bigr) 
(s, x)ds

\biggr] 
: \scrE 
\bigl( 
vn+1

\bigr) 
+ g; (13)
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\theta n+1 | t=0= \theta 0 в \Omega , \theta n+1 | [0,T ]\times \partial \Omega = 0. (14)

Отметим, что слабым решением задачи (11)–(12) называется функция vn+1 \in W1, удовле-
творяющая соотношению (5) и начальному условию vn+1(t, x) | t=0= v0, а слабым решением
задачи (13)–(14) — функция \theta n+1 \in W2, удовлетворяющая соотношению (9) и начальному
условию \theta n+1 | t=0= \theta 0.

5. Предельный переход

Рассмотрим теперь последовательность (vn, \theta n), n = 1, 2, . . . , где vn — решение задачи
(11)–(12), а \theta n — решение задачи (13)–(14). Исследуем вопрос о сходимости последователь-
ности (vn, \theta n). Для последовательности \theta n справедлива

Лемма 2. Последовательность \theta n относительно компактна в Lp(0, T ;Lp(\Omega )) при 1 < p <
4/3.

Рассмотрим теперь vn. В силу оценки (7) получаем, что vn слабо сходится к v в L2(0, T, V ),

а
\partial vn

\partial t
слабо сходится в L2(0, T, V

\ast ). Покажем сначала, что vn сходится к v, где v — решение

задачи (12)–(13), при \theta = \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m} \theta n. Из сходимостей выше получаем, что v является решением
(12)–(13). Для того, чтобы обосновать предельный переход в уравнении (14), нам понадо-
бится более сильный результат о сходимости vn.

Теорема 5. Подпоследовательность vn сильно сходится к v в L2(0, T, V ).

Покажем теперь, что полученное \theta \in W2 является слабым решением (1)–(4). Из силь-
ной сходимости vn \rightarrow v в L2(0, T, V ) и \theta n в Lp(0, T ;Lp(\Omega )), слабой сходимости \theta n к \theta в
Lp

\bigl( 
0, T ;W 1

p (\Omega )
\bigr) 
вытекает возможность предельного перехода во всех слагаемых (6). Сле-

довательно, получили, что искомые v и \theta являются решением задачи (1)–(4).
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E.I.Kostenko

Weak solvability of one model of a nonlinearly retarded fluid in a thermal field

Abstract. For the initial-boundary value problem of the dynamics of a thermoviscoelastic medium
of Oldroyd type in the planar case, a nonlocal theorem regarding the existence of a weak solution
is established.
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