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Аннотация. Метод обратной задачи рассеяния применяется для интегрирования уравнения
Кортевега-де Фриза с коэффициентами, зависящими от времени. Выводится эволюция дан-
ных рассеяния оператора Штурма–Лиувилля, коэффициент которого является решением
уравнения Кортевега-де Фриза с зависящими от времени коэффициентами. Также предла-
гается алгоритм построения точных решений уравнения Кортевега-де Фриза с зависящими
от времени коэффициентами сведением его к обратной задаче теории рассеяния для опера-
тора Штурма–Лиувилля. Приведены примеры, иллюстрирующие изложенный алгоритм.
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Введение

Нелинейные эволюционные уравнения широко используются для демонстрации харак-
теристик и структуры нелинейных волновых явлений, возникающих в физических науках.
Исследователей всегда интересовало построение новых аналитических решений, важных
для изучения нелинейных моделей, возникающих в различных областях науки и техники.
Изучение солитонов и их физической природы представляет интерес для исследователей
различных областей науки таких, как волоконная оптика, электрохимия, материаловедение,
электромагнитная теория, океанотехника, гидродинамика, акустика, астрофизика, физика
плазмы и др. [1]–[9].
Мы будем искать аналитические решения уравнения Кортевега-де Фриза (КдФ) с ко-

эффициентами, зависящими от времени, с помощью метода обратной задачи рассеяния
(МОЗР). Обратные спектральные задачи берут свое начало в работе [10]. Авторам удалось
найти глобальное решение задачи Коши для уравнения КдФ сведением ее к обратной за-
даче рассеяния для самосопряженного оператора Штурма–Лиувилля. Эта обратная задача
рассеяния впервые была решена в работе Л.Д. Фаддеева [11], затем в работах В.А. Мар-
ченко [12], Б.М. Левитана [13] и др. В статье [14] П.Лакс показал универсальность МОЗР
и обобщил уравнение КдФ, вводя понятие высшего уравнения КдФ. Более подробно эта
теория изложена в монографиях [12], [13], [15]–[21].
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В современной научной литературе большое внимание привлекают интегрируемые нели-
нейные эволюционные уравнения с источниками. Они имеют важные приложения [22]–[29]
в физике плазмы, гидродинамике, физике твердого тела и т.д. Например, уравнение КдФ,
которое содержит источник, рассматривалось в работе [23]. Такими уравнениями можно
описать взаимодействие длинных и коротких капиллярно-гравитационных волн [24]. Кроме
того, задача Коши в классе периодических функций для нелинейных уравнений с источни-
ками, а также с дополнительными членами в различных постановках, изучались в работах
[30], [31].
Нагруженными дифференциальными уравнениями в литературе принято называть урав-

нения, содержащие в коэффициентах или правой части какие-либо функционалы от реше-
ния, в частности, значения решения или его производных на многообразиях меньшей раз-
мерности. Среди работ, посвященных нагруженным уравнениям, следует отметить работы
[32], [33].
Уравнения КдФ с коэффициентами, зависящими от времени, встречаются также в при-

кладной механике. Например, в работах [34], [35] система уравнений, описывающая распро-
странение одномерных нелинейных волн в неоднородной газожидкостной среде, сводится к
одному уравнению вида

u\tau + \alpha (\tau )uu\tau + \beta (\tau )u\tau \tau \tau  - \mu (\tau )u\tau \tau +

\biggl[ 
k

2\tau 
+ \delta (\tau )

\biggr] 
u = 0.

В частности, при \mu = 0, k = 1, \delta = 0 показано, что при определенных условиях цилиндри-
ческие волны могут существовать в виде солитонов.
В [36] исследуется (1+1)-мерное геофизическое уравнение КдФ

ut  - \omega 0ux +
3

2
uux +

1

6
uxxx = 0,

где \omega 0 — параметр, u = u(x, t), x \in R, t > 0.
В данной работе рассматривается задача Коши для нелинейного уравнения КдФ с коэф-

фициентами, зависящими от времени, и источником вида

ut + p(t) (uxxx  - 6uux) + q(t)ux = 2

N\sum 
m=1

\xi m(t)
\partial 

\partial x
(\varphi m(x, t)\psi m(x, t)) ,

 - \varphi \prime \prime 
m + u(x, t)\varphi m = \lambda m(t)\varphi m, m = 1, N,

 - \psi \prime \prime 
m + u(x, t)\psi m = \lambda m(t)\psi m, m = 1, N,

(1)

с начальным условием

u(x, 0) = u0(x), x \in R. (2)

Здесь p(t), q(t), \xi m(t), m = 1, N, — заданные непрерывно дифференцируемые функции.
Кроме того, начальная функция u0(x) обладают следующими свойствами:
1) \int \infty 

 - \infty 
(1 + | x| ) | u0(x)| dx <\infty ; (3)

2) оператор L(0) :=  - d2

dx2
+ u0(x), x \in R, имеет ровно N отрицательных собственных

значений \lambda 1(0), \lambda 2(0), . . . , \lambda N (0).
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В рассматриваемой задаче \varphi m(x, t) является собственной функцией уравнения Штурма–
Лиувилля с потенциалом u(x, t), а \psi m(x, t) — линейно независимое с \varphi m(x, t) решение, при-
чем

W \{ \varphi m(x, t), \psi m(x, t)\} = \varphi m
\partial \psi m

\partial x
 - \psi m

\partial \varphi m

\partial x
= \omega m(t) \not = 0, m = 1, N, (4)

где \omega m(t) — изначально заданные непрерывные функции от t, удовлетворяющие условию\int t

0
\omega m(\tau )d\tau <  - \lambda m(0), m = 1, N,

при всех неотрицательных значениях t.
Требуется найти функцию u(x, t), которая обладает достаточной гладкостью и достаточ-

но быстро стремится к своим пределам при x\rightarrow \pm \infty :\int \infty 

 - \infty 
(1 + | x| )

\biggl( 
| u(x, t)| +

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \partial ju(x, t)\partial xj

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \biggr) dx <\infty , j = 1, 2, 3, . . . . (5)

В данной работе предлагается алгоритм построения решения u(x, t), \varphi m(x, t), \psi m(x, t),
x \in R, t > 0, m = 1, N , задачи (1)–(5), сведением ее к обратной задаче рассеяния для

оператора Штурма–Лиувилля: L(t) :=  - d2

dx2
+ u(x, t), x \in R, t > 0.

1. Необходимые сведения

Рассмотрим уравнение Штурма–Лиувилля

L(0)y :=  - y\prime \prime + u0(x)y = k2y, x \in R, (6)

где потенциал u0(x) удовлетворяет условию (3). В этом разделе будут приведены необходи-
мые для дальнейшего изложения сведения, касающиеся прямой и обратной задач рассеяния
для уравнения (6). Обозначим через f(x, k), g(x, k) решения Йоста уравнения (6) с асимп-
тотиками

f(x, k) = eikx + o(1), x\rightarrow \infty (\mathrm{I}\mathrm{m} k = 0),

g(x, k) = e - ikx + o(1), x\rightarrow  - \infty (\mathrm{I}\mathrm{m} k = 0).
(7)

При выполнении условия (3) такие решения существуют, определяются асимптотиками
(7) однозначно. Кроме того, для решений f(x, k), g(x, k) справедливы представления ([13],
c. 121)

f(x, k) = eikx +

\int \infty 

x
K+(x, z)eikzdz,

g(x, k) = e - ikx +

\int x

 - \infty 
K - (x, z)e - ikzdz.

(8)

Здесь ядра K+(x, z), K - (x, z) являются вещественными функциями, связанными с потен-
циалом u0(x) соотношениями

u0(x) = \mp 2
d

dx
K\pm (x, x).

При вещественных k пары функций \{ f(x, k), f(x, - k)\} и \{ g(x, k), g(x, - k)\} являются па-
рами линейно независимых решений уравнения (6), поэтому

f(x, k) = b(k)g(x, k) + a(k)g(x, - k),

g(x, k) =  - b( - k)f(x, k) + a(k)f(x, - k).
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Функции r+(k) =  - b( - k)
a(k)

и r - (k) =
b(k)

a(k)
называются коэффициентами отражения (пра-

вым и левым соответственно). Коэффициенты a(k), b(k) и r+(k) обладают следующими
свойствами ([13] c. 121).
1) При вещественных k \not = 0

a( - k) = a(k), b( - k) = b(k), | a(k)| 2 = 1 + | b(k)| 2 , (9)

a(k) =
1

2ik
W \{ g(x, k), f(x, k)\} , b(k) = 1

2ik
W \{ f(x, k), g(x, - k)\} ,

a(k) = 1 +O

\biggl( 
1

k

\biggr) 
, b(k) = O

\biggl( 
1

k

\biggr) 
, k \rightarrow \pm \infty ,

(10)

где
W \{ f(x, k), g(x, k)\} \equiv f(x, k)g\prime (x, k) - f \prime (x, k)g(x, k).

2) Функция a(k) аналитически продолжается в полуплоскость \mathrm{I}\mathrm{m} k > 0 и там имеет
конечное число нулей kn = i\chi n (\chi n > 0), n = 1, N , эти нули являются простыми, причем
\lambda n =  - \chi 2

n — собственное значение оператора L(0). Кроме того, имеет место соотношение

g(x, i\chi j) = Bjf(x, i\chi j), j = 1, N. (11)

3) При вещественных k \not = 0 функция r+(k) непрерывна,

r+(k) = r+( - k), | r+(k)| < 1, r+(k) = o

\biggl( 
1

k

\biggr) 
, | k| \rightarrow \infty ,

k2
\Bigl[ 
1 - | r+(k)| 2

\Bigr]  - 1
= O(1), | k| \rightarrow 0.

4) Функция k(a(k) - 1), где

a(k) =
N\prod 
j=1

k  - i\chi j

k + i\chi j
\mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p}

\left\{    - 1

2i\pi 

\int \infty 

 - \infty 

\mathrm{l}\mathrm{n}
\Bigl( 
1 - | r+(\xi )| 2

\Bigr) 
\xi  - k

d\xi 

\right\}   , \mathrm{I}\mathrm{m} k > 0,

непрерывна и ограничена в \mathrm{I}\mathrm{m} k \geq 0 и

(a(k)) - 1 = O(1), | k| \rightarrow 0, \mathrm{I}\mathrm{m} k \geq 0, \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
k\rightarrow 0

ka(k)
\bigl( 
r+(k) + 1

\bigr) 
= 0, \mathrm{I}\mathrm{m} k = 0.

5) Функции

R\pm (x) =
1

2\pi 

\int \infty 

 - \infty 
r\pm (k)e\pm ikxdk

при каждом a >  - \infty удовлетворяют условию

(1 + | x| )
\bigm| \bigm| R\pm (\pm x)

\bigm| \bigm| \in L1 (a,\infty ) .

Набор \{ r+(k), \chi 1, \chi 2, . . . , \chi N , B1, B2, . . . , BN\} называется данными рассеяния для опе-
ратора L(0). Прямая задача рассеяния состоит в определении данных рассеяния по по-
тенциалу u0(x), а обратная — в восстановлении по данным рассеяния потенциала u0(x)
уравнения (6).
ЯдроK+(x, y) в представлении (8) является решением интегрального уравнения Гельфан-

да–Левитана–Марченко ([13], c. 130–132)

K+(x, y) + F+(x+ y) +

\int \infty 

x
K+(x, z)F+(z + y)dz = 0 (y > x),
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где

F+(x) =

N\sum 
j=1

\alpha +
j e

 - \chi jx +
1

2\pi 

\int \infty 

 - \infty 
r+(k)eikxdk, (12)

\alpha +
j =

Bj

i
da(z)

dz

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
z=i\chi j

,

а a(z) — аналитическое продолжение функции a(k) в верхнюю полуплоскость \mathrm{I}\mathrm{m} k > 0.

Лемма 1. Пусть функции y(x, \lambda ) и z(x, \mu ) соответственно являются решениями

Ly(x, \lambda ) = \lambda y(x, \lambda ), Lz(x, \mu ) = \mu z(x, \lambda ).

Тогда справедливо равенство

d

dx
W \{ y(x, \lambda ), z(x, \mu )\} = (\lambda  - \mu ) y(x, \lambda )z(x, \mu ).

Доказательство данной леммы исходит из простых расчетов.

Теорема 1 ([13], с. 231). Задание данных рассеяния однозначно определяет потенциал u0(x).

Теорема 2. Для того чтобы набор величин
\bigl\{ 
r+(k), \chi j , Bj , j = 1, N

\bigr\} 
являлся данными

рассеяния некоторого уравнения (6) с вещественным потенциалом u0(x), удовлетворяю-
щим неравенству (3), необходимо и достаточно выполнение условий 1)–5).

2. Эволюция данных рассеяния

Рассмотрим уравнение

ut + p(t) (uxxx  - 6uux) = G(x, t), (13)

где

G(x, t) =  - q(t)ux + 2
N\sum 

m=1

\xi m(t)
\partial 

\partial x
(\varphi m(x, t)\psi m(x, t)) . (14)

Для уравнения (13) будем искать пару Лакса [14] в виде

 - \phi xx +
\bigl( 
u(x, t) - k2

\bigr) 
\phi = 0, (15)

\phi t = p(t)
\bigl( 
 - ux + 4ik3

\bigr) 
\phi + p(t)

\bigl( 
2u+ 4k2

\bigr) 
\phi x + F (x, t). (16)

Используя тождество \phi xxt = \phi txx и учитывая равенства (13)–(16), получим

 - Fxx +
\bigl( 
u(x, t) - k2

\bigr) 
F =  - G(x, t)\phi . (17)

Положив \phi (x, t) = g(x, k, t), ищем решение уравнения (17) в виде

F (x, t) = B(x)g(x, k, t) + C(x)g(x, - k, t).

Тогда для определения B(x) и C(x) получим систему уравнений

B\prime (x)g(x, k, t) + C \prime (x)g(x, - k, t) = 0,

B\prime (x)g\prime (x, k, t) + C \prime (x)g\prime (x, - k, t) = G(x, t)g(x, k, t),
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решение которой имеет вид

B(x) =  - 1

2ik

\int x

 - \infty 
g(s, k, t)g(s, - k, t)G(s, t)ds,

C(x) =
1

2ik

\int x

 - \infty 
g2(s, k, t)G(s, t)ds.

Следовательно, используя выражение (14), уравнение (16) можно переписать следующим
образом:

\partial g(x, k, t)

\partial t
= p(t)

\bigl( 
 - ux + 4ik3

\bigr) 
g(x, k, t) + p(t)

\bigl( 
2u+ k2

\bigr) \partial g(x, k, t)
\partial x

+

+
q(t)g(x, k, t)

2ik

\int x

 - \infty 
g(s, k, t)g(s, k, t)us(s, t)ds - 

q(t)g(x, k, t)

2ik

\int x

 - \infty 
g2(s, k, t)us(s, t)ds - 

 - 2g(x, k, t)

2ik

\int x

 - \infty 
g(s, k, t)g(s, k, t)

N\sum 
m=1

\xi m(t)
\partial 

\partial s
(\varphi m(s, t)\psi m(s, t)) ds+

+
2g(x, k, t)

2ik

\int x

 - \infty 
g2(s, k, t)

N\sum 
m=1

\xi m(t)
\partial 

\partial s
(\varphi m(s, t)\psi m(s, t)) ds. (18)

Переходя в равенстве (18) к пределу при x \rightarrow \infty , в силу (9), (10) и асимптотики решения
Йоста выводим

da(k, t)

dt
=
q(t)a(k, t)

2ik

\int \infty 

 - \infty 
g(s, k, t)g(s, k, t)us(s, t)ds+

q(t)b(k, t)

2ik

\int \infty 

 - \infty 
g2(s, k, t)us(s, t)ds - 

 - 2a(k, t)

2ik

\int \infty 

 - \infty 
g(s, k, t)g(s, k, t)

N\sum 
m=1

\xi m(t)
\partial 

\partial s
(\varphi m(s, t)\psi m(s, t)) ds - 

 - 2b(k, t)

2ik

\int \infty 

 - \infty 
g2(s, k, t)

N\sum 
m=1

\xi m(t)
\partial 

\partial s
(\varphi m(s, t)\psi m(s, t)) ds, (19)

db( - k, t)
dt

= 8ik3p(t)b( - k, t) + q(t)b( - k, t)
2ik

\int \infty 

 - \infty 
g(s, k, t)g(s, k, t)us(s, t)ds+

+
q(t)a( - k, t)

2ik

\int \infty 

 - \infty 
g2(s, k, t)us(s, t)ds - 

 - 2b( - k, t)
2ik

\int \infty 

 - \infty 
g(s, k, t)g(s, k, t)

N\sum 
m=1

\xi m(t)
\partial 

\partial s
(\varphi m(s, t)\psi m(s, t)) ds - 

 - 2a( - k, t)
2ik

\int \infty 

 - \infty 
g2(s, k, t)

N\sum 
m=1

\xi m(t)
\partial 

\partial s
(\varphi m(s, t)\psi m(s, t)) ds. (20)

Умножая (20) на a(k, t) и вычитая из него равенство (19), умноженное на b( - k, t), соглас-
но (9) получим

dr+(k, t)

dt
= 8ik3p(t)r+(k, t) - q(t)

2ika2(k, t)

\int \infty 

 - \infty 
g2(s, k, t)us(s, t)ds - 

 - 1

2ika2(k, t)

\int \infty 

 - \infty 
g2(s, k, t)

N\sum 
n=1

\xi n(t)
\partial 

\partial s
(\varphi n\psi n) ds. (21)
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Теперь докажем следующее утверждение.

Лемма 2. Справедливы равенства\int \infty 

 - \infty 
g2(s, k, t)us(s, t)ds = 4k2a(k, t)b( - k, t), (22)

\int \infty 

 - \infty 
g2(s, k, t)

N\sum 
n=1

\xi n(t)
\partial 

\partial s
(\varphi n\psi n) ds =  - ik2a(k, t)b( - k, t)

N\sum 
n=1

\omega n\xi n
kn (k2  - k2n)

.

Доказательство. Сначала докажем (22). Используя формулу (9), имеем\int \infty 

 - \infty 
g2(s, k, t)us(s, t)ds = g2(s, k, t)u(s, t)

\bigm| \bigm| \bigm| s=+\infty 

s= - \infty 
 - 

 - 2

\int \infty 

 - \infty 

\bigl( 
g\prime \prime (s, k, t) + k2g(s, k, t)

\bigr) 
g\prime (s, k, t)ds = 4k2a(k, t)b( - k, t).

Аналогично, используя равенство

2(k2  - k2n)

\int \infty 

 - \infty 
g2(x, k, t)\xi n

\partial 

\partial x
(\varphi n\psi n) dx =

= \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
R\rightarrow \infty 

\xi n(t)
\Bigl\{ 
[W \{ g(x, k, t), \varphi n(x)\} W \{ g(x, k, t), \psi n(x)\} ]R - R +

+ (k2  - k2n)g
2(x, k, t)\varphi n(x)\psi n(x)

\bigm| \bigm| \bigm| R
 - R

\biggr\} 
,

доказывается вторая часть леммы. \square 

Перейдем к нахождению эволюций собственных значений. Для этого рассмотрим косо-
симметрический оператор A наряду с оператором L:

A = p(t)

\biggl( 
4
\partial 3

\partial x3
 - 3

\biggl( 
u
\partial 

\partial x
+

\partial 

\partial x
u

\biggr) \biggr) 
.

Легко заметить, что
[L,A] \equiv LA - AL =  - p(t)(uxxx  - 6uux). (23)

Оператор L зависит от времени t как параметр, поэтому

\partial L

\partial t
=
\partial u

\partial t
. (24)

Сравнивая формулы (23), (24) с (1), убедимся, что первое из уравнений (1) тождественно
операторному соотношению

\partial L

\partial t
= [L,A] +G. (25)

Пусть gn(x, t) = g(x, i\chi n(t), t) — нормированная собственная функция оператора L, соот-
ветствующая собственному значению \lambda n(t) = (i\chi n(t))

2 , n = 1, N , т. е.

Lgn = \lambda ngn.

Продифференцируем это равенство по t, имеем

\partial L

\partial t
gn + L

\partial gn
\partial t

=
\partial \lambda n
\partial t

gn +
\partial gn
\partial t

\lambda n.

Отсюда и из (25) получим

[L,A] gn + L
\partial gn
\partial t

+Ggn =
\partial \lambda n
\partial t

gn +
\partial gn
\partial t

\lambda n
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или

LAgn  - \lambda nAgn + L
\partial gn
\partial t

 - \partial gn
\partial t

\lambda n +Ggn =
\partial \lambda n
\partial t

gn.

Таким образом,

(L - \lambda n)

\biggl( 
Agn +

\partial gn
\partial t

\biggr) 
+Ggn =

\partial \lambda n
\partial t

gn.

Умножая это равенство на gn и интегрируя по x на всей оси, учитывая нормированность
gn, имеем \int \infty 

 - \infty 
gn (L - \lambda n)

\biggl( 
Agn +

\partial gn
\partial t

\biggr) 
dx+

\int \infty 

 - \infty 
Gg2ndx =

\partial \lambda n
\partial t

.

Так как L — самосопряженный оператор, то первый интеграл равен нулю, поэтому

d\lambda n
dt

=

\int \infty 

 - \infty 
Gg2ndx, n = 1, N.

Учитывая равенства \lambda n(t) =  - \chi 2
n(t), последнее тождество можно переписать в виде

d\chi n

dt
=  - 1

2\chi n

\int \infty 

 - \infty 
Gg2ndx, n = 1, N.

Лемма 3. Если G определяется равенством (14), то справедливы следующие тождества:\int \infty 

 - \infty 
Gg2ndx = \xi n\omega n, n = 1, N. (26)

Доказательство. Запишем тождество (26) в виде\int \infty 

 - \infty 
Gg2ndx =  - 

\int \infty 

 - \infty 
q(t)uxg

2
ndx+ 2

N\sum 
m=1

\xi m

\int \infty 

 - \infty 

\partial 

\partial x
(\varphi m\psi m) g2ndx. (27)

Сначала вычислим первый интеграл в правой части этого равенства:

 - q(t)
\int \infty 

 - \infty 
uxg

2
ndx =  - q(t)ug2n

\bigm| \bigm| \infty 
 - \infty + q(t)

\int \infty 

 - \infty 
2ugng

\prime 
ndx = 2q(t)

\int \infty 

 - \infty 
ugng

\prime 
ndx.

Отсюда и используя тождество Ln(t)gn \equiv  - g\prime \prime n + ugn = k2ngn, имеем

2q(t)

\int \infty 

 - \infty 
(k2ngn + g\prime \prime n)g

\prime 
ndx = 2q(t)

\int \infty 

 - \infty 

\bigl( 
k2ngng

\prime 
g + g\prime \prime ng

\prime 
n

\bigr) 
dx = q(t)k2ng

2
n

\bigm| \bigm| \infty 
 - \infty  - q(t)g\prime n

2
\bigm| \bigm| \bigm| \infty 
 - \infty 

= 0.

Теперь изучим второй интеграл правой части (27) в следующих случаях:

1) если m \not = n, то \int \infty 

 - \infty 

\partial 

\partial x
(\varphi m\psi m) g2ndx = 0;

2) если m = n, то

2

\int \infty 

 - \infty 

\partial 

\partial x
(\varphi n\psi n)g

2
ndx =

\int \infty 

 - \infty 
(\varphi ngnW \{ gn, \psi n\} + \psi ngnW \{ gn, \varphi n\} ) dx =

=

\int \infty 

 - \infty 
g2nW \{ \varphi n, \psi n\} dx = \omega n(t).

Отсюда и из (27) получим (26). \square 
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Далее используя лемму 3, имеем

d\chi n

dt
=  - \xi n\omega n

2\chi n
, n = 1, N. (28)

Отсюда получим

\chi 2
n(t) = \chi 2

n(0) - 
\int t

0
\omega n(\tau )d\tau ,

т. е.

\lambda n(t) = \lambda n(0) +

\int t

0
\omega n(\tau )d\tau . (29)

Поэтому собственные значения \lambda n(t) оператора L(t) являются непрерывной функцией от
параметра t.
Используя леммы 2, 3, из равенства (21) вытекает

dr+(k, t)

dt
=

\Biggl( 
8ik3p(t) - 2ikq(t) +

N\sum 
n=1

ik\xi n\omega n

\chi n (k2 + \chi 2
n)

\Biggr) 
r+(k, t). (30)

Теперь перейдем к нахождению эволюции нормированных чисел Bn, n = 1, N , соответ-
ствующих собственным значениям \lambda n, n = 1, N . Для этого перепишем равенство (18) в
виде

\partial g(x, k, t)

\partial t
= p(t)

\bigl( 
 - ux + 4ik3

\bigr) 
g + p(t)

\bigl( 
2u(x, t) + 4k2

\bigr) \partial g(x, k, t)
\partial x

+

+
q(t)g(x, k, t)

2ik

\biggl[ 
g(x, k, t)g(x, k, t)u(x, t) - 

 - 
\int x

 - \infty 
u(s, t)

\Bigl( 
g\prime (s, k, t)g(s, k, t) + g(s, k, t)g

\prime 
(x, k, t)

\Bigr) 
ds

\biggr] 
 - 

 - q(t)g(x, k, t)
2ik

\biggl[ 
g2(x, k, t)u(x, t) - 

\int x

 - \infty 
2g\prime (s, k, t)g(s, k, t)u(s, t)ds

\biggr] 
 - 

 - 4g(x, k, t)

2ik

\int x

 - \infty 
g(s, k, t)g(s, k, t)

N\sum 
m=1

\xi m(t)
\partial 

\partial s
(\varphi m(s, t)\psi m(s, t)) ds+

+
4g(x, k, t)

2ik

\int x

 - \infty 
g2(s, k, t)

N\sum 
m=1

\xi m(t)
\partial 

\partial s
(\varphi m(s, t)\psi m(s, t)) ds.

Используя равенство (11), полагая k = kn и учитывая асимптотику решения Йоста при
x\rightarrow +\infty , а также приравнивая коэффициенты e - \chi nx, находим аналог уравнений Гарднера–
Грина–Крускала–Миуры

dBn(t)

dt
=

\biggl( 
8\chi 3

np(t) + 2\chi nq(t) +
i\eta n\xi n\omega n

2\chi n

\biggr) 
Bn(t), n = 1, N. (31)

Таким образом, доказана

Теорема 3. Если функции u(x, t), \varphi m(x, t), \psi m(x, t), m = 1, N, x \in R, t > 0, являются
решениями задачи (1)–(5), то данные рассеяния

\bigl\{ 
r+(k, t), \lambda n(t), Bn(t), n = 1, N

\bigr\} 
операто-

ра L(t) с потенциалом u(x, t) удовлетворяют дифференциальным уравнениям (28), (30) и
(31).
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Замечание 1. Рассмотрим ядро интегрального уравнения Гельфанда–Левитана–Марченко

F+(x, t) =

N\sum 
j=1

\alpha +
j (t)e

 - \chi jx +
1

2\pi 

\int \infty 

 - \infty 
r+(k, t)eikxdk

c данными рассеяниями из теоремы 2. Тогда данные\bigl\{ 
r+(k, t), \chi 1(t), . . . , \chi N (t), B1(t), . . . , Bn(t)

\bigr\} 
удовлетворяют условиям 1)–5). Следовательно, согласно теореме 1 потенциал u(x, t) в опе-
раторе L(t) определяется однозначно.

Замечание 2. Полученные соотношения (28)–(31) полностью определяют эволюцию дан-
ных рассеяния для оператора L(t), и, тем самым, дают возможность применить метод об-
ратной задачи рассеяния для решения задачи (1)–(5).

Пусть задана функция u0(x) (1 + | x| ) \in L1(R). Тогда решения задачи (1)–(5) находятся с
помощью следующего алгоритма.

1) Решаем прямую задачу рассеяния с начальной функцией u0(x), получаем данные
рассеяния

\bigl\{ 
r+(k), \chi n, Bn, n = 1, N

\bigr\} 
для оператора L(0).

2) Используя теорему 2, находим данные рассеяния для оператора L(t), t > 0,\bigl\{ 
r+(k, t), \chi n(t), Bn(t), n = 1, N

\bigr\} 
.

3) Нетрудно проверить, что набор
\bigl\{ 
r+(k, t), \chi n(t), Bn(t), n = 1, N

\bigr\} 
, t > 0, удовлетво-

ряет условиям 1)–5). Поэтому в силу теоремы 2 существует потенциал u = u(x, t), x \in 
R, t > 0, оператора L(t), удовлетворяющий условию (5).

4) Используя метод, опирающийся на интегральное уравнение Гельфанда–Левитана–
Марченко, решаем обратную задачу рассеяния, т. е. находим u(x, t), x \in R, t > 0,
из данных рассеяния, полученных на предыдущем шаге. После этого легко найти
решение \varphi m(x, t), x \in R, t > 0, уравнения

L(t)\varphi m(x, t) :=  - \varphi \prime \prime 
m(x, t) + u(x, t)\varphi m(x, t) = \lambda m\varphi m(x, t), m = 1, N,

а также \psi m(x, t), x \in R, t > 0, — линейно независимое с \varphi m(x, t) решение, удовле-
творяющее (4).

Приведем пример, иллюстрирующий изложенный алгоритм.

Пример 1. Рассмотрим задачу Коши

ut + p(t) (uxxx  - 6uux) + q(t)ux = 2\xi 1
\partial 

\partial x
(\varphi 1\psi 1),

 - \varphi \prime \prime 
1(x, t) + u(x, t)\varphi 1(x, t) = \lambda (t)\varphi 1(x, t),

 - \psi \prime \prime 
1(x, t) + u(x, t)\psi 1(x, t) = \lambda (t)\psi 1(x, t)

с начальным условием

u(x, 0) =  - 2

\mathrm{c}\mathrm{h}2 x
, x \in R,

а также

W \{ \varphi m(x, t), \psi m(x, t)\} = \omega 1(t) =
\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} t

2
,

\xi 1(t) = 1,

где

p(t) =  - t

16
, q(t) =

t

2
 - i\eta 1 \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} t

4
\surd 
4 - 2 \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} t

.
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Нетрудно найти данные рассеяния оператора L(0):

\lambda 1(0) =  - 1, r+(k, 0) = 0, B1(0) = 1.

В силу теоремы 2 имеем

\lambda 1(t) =  - 1 +
1

2
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} t, r+(k, t) = 0, B1(t) = e2\mu (t),

где

\mu (t) = 8

\int t

0
p(\tau )d\tau + 2

\int t

0
q(\tau )d\tau +

\int t

0

i\eta 1\omega 1

2\chi 1
d\tau .

Подставляя эти данные в формулу (12) найдем ядро

F+(x, t) = 2e - x+2\mu (t)

интегрального уравнения Гельфанда–Левитана–Марченко. Далее, решая интегральное урав-
нение

K+(x, y, t) + 2e\mu (t)e - (x+y) + 2e\mu (t)e - y

\int \infty 

x
K+(x, s, t)e

 - sds = 0,

получим

K+(x, y, t) =  - 2e2\mu (t)e - (x+y)

1 + e2\mu (t)e - 2x
,

откуда и находим решение задачи Коши

u(x, t) =  - 2
d

dx
K+(x, x, t) =  - 2\chi 2

1(t)

\mathrm{c}\mathrm{h}2 (\chi 1(t)x - t2)
=  - 2

1 - 1

2
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} t

\mathrm{c}\mathrm{h}2

\Biggl( 
x

\sqrt{} 
1 - 1

2
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} t - t2

\Biggr) ,

\varphi 1(x, t) =
n(t)

\mathrm{c}\mathrm{h} (\chi 1(t)x - t2)
,

\psi 1(x, t) =
\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} t

4\chi 1(t)n(t)

\biggl\{ 
\chi 1(t)x - z(t)

\mathrm{c}\mathrm{h} (\chi 1(t)x - t2)
+ \mathrm{s}\mathrm{h}

\bigl( 
\chi 1(t)x - t2

\bigr) \biggr\} 
;

здесь

z(t) =
i

2
\eta (t) \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} t.

3. Нагруженное уравнение КдФ с источником в случае движущихся

собственных значений оператора Штурма–Лиувилля

Перейдем теперь к рассмотрению нагруженного уравнения КдФ с источником в случае
движущихся собственных значений оператора Штурма–Лиувилля:

ut + P (u(x0, t)) (uxxx  - 6uux) +Q(u(x1, t))ux= 2

N\sum 
m=1

\xi m(t)
\partial 

\partial x
(\varphi m(x, t)\psi m(x, t)) ,

 - \varphi \prime \prime 
m + u(x, t)\varphi m = \lambda m(t)\varphi m, m = 1, N,

 - \psi \prime \prime 
m + u(x, t)\psi m = \lambda m(t)\psi m, m = 1, N,

(32)

где P (y), Q(z) — многочлены от y и z соответственно, а x0, x1 \in R, \xi m(t), m = 1, N, —
заданные непрерывные функции. Уравнение (32) не является частным случаем уравнения
(1), так как в (32) коэффициенты зависят от значения решения на многообразии мень-
шей размерности. Если в задаче (1)–(5) вместо уравнения (1) рассмотреть (32), то будет
справедлива



74 У.А.ХОИТМЕТОВ, Т.Г.ХАСАНОВ

Теорема 4. Если функции u(x, t), \varphi m(x, t), \psi m(x, t), m = 1, N, x \in R, t > 0, являются
решениями задач (32), (2)–(5), то данные рассеяния

\bigl\{ 
r+(k, t), \lambda n(t), Bn(t), n = 1, N

\bigr\} 
опе-

ратора L(t) с потенциалом u(x, t) удовлетворяют следующим дифференциальным уравне-

ниям:
d\chi n

dt
=  - \omega n\xi n(t)

2\chi n
, n = 1, 2, . . . , N,

dr+(k, t)

dt
=

\Biggl( 
8ik3P (u(x0, t)) - 2ikQ (u(x1, t)) +

N\sum 
n=1

ik\xi n\omega n

\chi n (k2 + \chi 2
n)

\Biggr) 
r+(k, t),

dBn(t)

dt
=

\biggl( 
8\chi 3

nP (u(x0, t)) + 2\chi nQ (u(x1, t)) +
i\xi n\eta n\omega n

2\chi n

\biggr) 
Bn(t), n = 1, N.

Пример 2. Рассмотрим задачу Коши для уравнения КдФ с нагруженными членами вида

ut + \beta (t)u(0, t) (uxxx  - 6uux) + \gamma (t)u(1, t)ux = 2\xi 1
\partial 

\partial x
(\varphi 1\psi 1) ,

 - \varphi \prime \prime 
1(x, t) + u(x, t)\varphi 1(x, t) = \lambda (t)\varphi 1(x, t),

 - \psi \prime \prime 
1(x, t) + u(x, t)\psi 1(x, t) = \lambda (t)\psi 1(x, t)

с начальным условием

u(x, 0) =  - 2

\mathrm{c}\mathrm{h}2 x
, x \in R,

а также

W \{ \varphi 1(x, t), \psi 1(x, t)\} = \omega 1(t) =
\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} t

2
,

\xi 1(t) = 4 \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} t,

где

\beta (t) =  - \mathrm{c}\mathrm{h}2 2t

16\chi 2
1(t)

, \gamma (t) =  - (\chi 1  - i\eta 1 \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} 2t) \mathrm{c}\mathrm{h}
2 (\chi 1(t) - 2t)

4\chi 3
1(t)

.

Нетрудно найти данные рассеяния оператора L(0):

\lambda 1(0) =  - 1, r+(k, 0) = 0, B1(0) = 1.

В силу теоремы 3 имеем

\lambda 1(t) =  - 1 + \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} t, r+(k, t) = 0, B1(t) = e2\mu (t),

где

\mu (t) = 8

\int t

0
\beta (\tau )u(0, \tau )d\tau + 2

\int t

0
\gamma (\tau )u(1, \tau )d\tau +

\int t

0

i\eta 1\omega 1\xi 1
2\chi 1

d\tau .

Подставляя эти данные в формулу (12) найдем ядро

F+(x, t) = 2e - x+2\mu (t)

интегрального уравнения Гельфанда–Левитана–Марченко. Далее, решая интегральное урав-
нение

K+(x, y, t) + 2e\mu (t)e - (x+y) + 2e\mu (t)e - y

\int \infty 

x
K+(x, s, t)e

 - sds = 0,

получим

K+(x, y, t) =  - 2e2\mu (t)e - (x+y)

1 + e2\mu (t)e - 2x
.
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Отсюда и находим решение задачи Коши

u(x, t) =  - 2
d

dx
K+(x, x, t) =  - 2\chi 2

1(t)

ch2 (\chi 1(t)x - 2t)
=  - 2 - \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} t

\mathrm{c}\mathrm{h}2

\Biggl( 
x

\sqrt{} 
1 - \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} t

2
 - 2t

\Biggr) ,

\varphi 1(x, t) =
p(t)

\mathrm{c}\mathrm{h} (\chi 1(t)x - 2t)
,

\psi 1(x, t) =
\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} t

4\chi 1(t)p(t)

\biggl\{ 
\chi 1(t)x - z(t)

\mathrm{c}\mathrm{h} (\chi 1(t)x - 2t)
+ \mathrm{s}\mathrm{h} (\chi 1(t)x - 2t)

\biggr\} 
;

здесь

z(t) =
i

2
\eta (t) \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} t.

Пример 3. Рассмотрим задачу вида

ut + \alpha (t)u(0, t) (uxxx  - 6uux) + \beta (t)u(1, t)ux = 2\gamma (t)u(2, t)
\partial 

\partial x
(\varphi 1\psi 1) ,

 - \varphi \prime \prime 
1(x, t) + u(x, t)\varphi 1(x, t) = \lambda (t)\varphi 1(x, t),

 - \psi \prime \prime 
1(x, t) + u(x, t)\psi 1(x, t) = \lambda (t)\psi 1(x, t)

с начальным условием

u(x, 0) =  - 2

\mathrm{c}\mathrm{h}2 x
, x \in R,

а также

W \{ \varphi 1(x, t), \psi 1(x, t)\} = \omega 1(t) =
\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} t

2
,

где

\alpha (t) =  - 
t \mathrm{c}\mathrm{h}2

\bigl( 
2t2
\bigr) 

16\chi 2
1(t)

, \beta (t) =  - 
t \mathrm{c}\mathrm{h}2

\bigl( 
\chi 1(t) - 2t2

\bigr) 
2\chi 2

1(t)
, \gamma (t) =  - 

2\chi 1 \mathrm{c}\mathrm{h}
2
\bigl( 
2\chi 1(t) - 2t2

\bigr) 
i\chi 1\eta 1 \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} t

.

Нетрудно найти данные рассеяния оператора L(0):

\lambda 1(0) =  - 1, r+(k, 0) = 0, B1(0) = 1.

В силу теоремы 3 имеем

\lambda 1(t) =  - 1 +
1

2
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} t, r+(k, t) = 0, B1(t) = e2\mu (t),

где

\mu (t) = 8

\int t

0
\alpha (\tau )u(0, \tau )d\tau + 2

\int t

0
\beta (\tau )u(1, \tau )d\tau +

\int t

0

\gamma (\tau )i\eta 1\omega 1

2\chi 1
u(2, \tau )d\tau .

Подставляя эти данные в формулу (12) найдем ядро

F+(x, t) = 2e - x+2\mu (t)

интегрального уравнения Гельфанда–Левитана–Марченко. Далее, решая интегральное урав-
нение

K+(x, y, t) + 2e\mu (t)e - (x+y) + 2e\mu (t)e - y

\int \infty 

x
K+(x, s, t)e

 - sds = 0,

получим

K+(x, y, t) =  - 2e2\mu (t)e - (x+y)

1 + e2\mu (t)e - 2x
.
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u(x, t) =  - 2
d

dx
K+(x, x, t) =  - 2\chi 2

1(t)

\mathrm{c}\mathrm{h}2 (\chi 1(t)x - 2t2)
=  - 2

1 - 1

2
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} t

\mathrm{c}\mathrm{h}

\Biggl( 
x

\sqrt{} 
1 - 1

2
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} t - 2t2

\Biggr) ;

\varphi 1(x, t) =
p(t)

\mathrm{c}\mathrm{h} (\chi 1(t)x - 2t2)
,

\psi 1(x, t) =
\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} t

4\chi 1(t)p(t)

\biggl\{ 
\chi 1(t)x - z(t)

\mathrm{c}\mathrm{h} (\chi 1(t)x - 2t2)
+ \mathrm{s}\mathrm{h}

\bigl( 
\chi 1(t)x - 2t2

\bigr) \biggr\} 
;

здесь

z(t) =
i

2
\eta (t) \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} t.

Таким образом, для уравнений КдФ с коэффициентами, зависящими от времени, а так-
же нагруженными членами и источником вида (1) соответственно в случае движущихся
собственных значений, амплитуда и скорость распространения солитона, в зависимости от
коэффициентов, увеличится или уменьшится, чем классический солитон.

Авторы выражают благодарность анонимному рецензенту за ряд полезных замечаний.
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U.A.Hoitmetov and T.G.Khasanov

Integration of the Korteweg-de Vries equation with time-dependent coefficients in the case

of moving eigenvalues of the Sturm–Liouville operator

Abstract. The inverse scattering method is used to integrate the Korteweg-de Vries equation with
time-dependent coefficients. We derive the evolution of the scattering data of the Sturm–Liouville
operator whose coefficient is a solution of the Korteweg-de Vries equation with time-dependent
coefficients. An algorithm for constructing exact solutions of the Korteweg-de Vries equation with
time-dependent coefficients is also proposed; we reduce it to the inverse problem of scattering
theory for the Sturm–Liouville operator. Examples illustrating the stated algorithm are given.
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