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СПЕКТРАЛЬНЫЕ СООТНОШЕНИЯ ДЛЯ МАТРИЧНОЙ МОДЕЛИ В
ФЕРМИОННОМ ПРОСТРАНСТВЕ ФОКА

Аннотация. Рассматривается матричная модель \scrA , связанная с системой, описывающей два
одинаковых фермиона и одну частицу иной природы на решетке, взаимодействующих с помо-
щью операторов рождения и уничтожения. Задача об изучении спектра блочно-операторной
матрицы \scrA приведена к исследованию спектра блочно-операторной матрицы третьего поряд-
ка с дискретным переменным и установлены соотношения для существенного и точечного
спектров блочно-операторной матрицы \scrA . Выделены двухчастичные и трехчастичные ветви
существенного спектра блочно-операторной матрицы \scrA .
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Введение

В задачах физики твердого тела [1], квантовой теории поля [2], статистической физики
[3] и квантовой механики [4] обычно возникают системы с несохраняющимся ограничен-
ным или неограниченным числом квантовых частиц на целочисленной решетке. При этом
исследование гамильтонианов системы с несохраняющимся ограниченным числом частиц
сводится к исследованию спектральных свойств самосопряженных операторов, действую-
щих в обрезанном подпространстве пространства Фока. Следует заметить, что в данном
случае такие гамильтонианы записываются как конечномерная блочно-операторная матри-
ца, т. е. как конечномерная матрица, элементы которой являются линейными операторами в
гильбертовых пространствах [5]. В случае неограниченного числа частиц соответствующий
гамильтониан определяет бесконечную блочно-операторную матрицу.
Одним из важных вопросов в спектральном анализе блочно-операторных матриц явля-

ется изучение его существенного спектра и определение их ветви, а также определение
количества компонент. В работе [6] рассматривается модельный оператор, действующий в
некотором подпространстве бозонного пространства Фока и описано местоположение суще-
ственного спектра (т. е. выделены "двухчастичные" и "трехчастичные" ветви существенного
спектра). Местоположение и структура существенного спектра, а также число собственных
значений решетчатых модельных гамильтонианов, соответствующих системе с сохраняю-
щимся числом частиц, были изучены в работах [7]–[9].
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В настоящей статье рассматривается блочно-операторная матрица \scrA третьего поряд-
ка, которая связана с системой, описывающей два одинаковых фермиона и одну частицу
иной природы на решетке, взаимодействующих с помощью операторов рождения и уни-
чтожения. Устанавливаются соотношения для существенного и точечного спектров блочно-
операторной матрицы \scrA . Выделены двухчастичная и трехчастичная ветви существенного
спектра блочно-операторной матрицы \scrA . Показано, что существенный спектр оператор-
ной матрицы \scrA состоит из объединения не более, чем шести отрезков. Приведены схемы
доказательств основных результатов.

1. Описание матричной модели в фермионном пространстве Фока и его

спектр

Через \BbbT \mathrm{d} := ( - \pi , \pi ]\mathrm{d} обозначим \mathrm{d}-мерный куб с соответствующим отождествлением про-
тивоположных граней. Пусть \scrH 0 := \BbbC — одномерное комплексное пространство, \scrH 1 :=
L2(\BbbT \mathrm{d}) — гильбертово пространство квадратично-интегрируемых (комплекснозначных)
функций, определенных на \BbbT \mathrm{d} и \scrH 2 := L\mathrm{a}\mathrm{s}

2 ((\BbbT \mathrm{d})2) — гильбертово пространство (комплексно-
значных) антисимметричных функций двух переменных, определенных на (\BbbT \mathrm{d})2. Положим

\scrF (1)
\mathrm{a}\mathrm{s} (L2(\BbbT \mathrm{d})) := \scrH 0 \oplus \scrH 1, \scrF (2)

\mathrm{a}\mathrm{s} (L2(\BbbT \mathrm{d})) := \scrH 0 \oplus \scrH 1 \oplus \scrH 2.

Пространство \scrF (m)
\mathrm{a}\mathrm{s} (L2(\BbbT \mathrm{d})) (m = 1, 2) называется “(m + 1)-частичным обрезанным” под-

пространством фермионного пространства Фока \scrF \mathrm{a}\mathrm{s}(L2(\BbbT \mathrm{d})). Элементы пространства \BbbC 2\otimes 
\scrF (2)
\mathrm{a}\mathrm{s} (L2(\BbbT \mathrm{d})) представляются как векторы

f =
\Bigl\{ 
f
(\mathrm{s})
0 , f

(\mathrm{s})
1 , f

(\mathrm{s})
2 , \mathrm{s} = \pm 

\Bigr\} 
, где f\alpha \in \scrH \alpha , \alpha = 0, 1, 2.

Для двух элементов

f =
\Bigl\{ 
f
(\mathrm{s})
0 , f

(\mathrm{s})
1 , f

(\mathrm{s})
2 , \mathrm{s} = \pm 

\Bigr\} 
, g =

\Bigl\{ 
g
(\mathrm{s})
0 , g

(\mathrm{s})
1 , g

(\mathrm{s})
2 , \mathrm{s} = \pm 

\Bigr\} 
\in \BbbC 2 \otimes \scrF (2)

\mathrm{a}\mathrm{s} (L2(\BbbT \mathrm{d}))

их скалярное произведение определяется как

\langle f, g\rangle :=
\sum 
\mathrm{s}=\pm 

\Biggl( 
f
(\mathrm{s})
0 g

(\mathrm{s})
0 +

\int 
\BbbT \mathrm{d}

f
(\mathrm{s})
1 (k1)g

(\mathrm{s})
1 (k1)dk1 +

1

2

\int 
(\BbbT \mathrm{d})2

f
(\mathrm{s})
2 (k1, k2)g

(\mathrm{s})
2 (k1, k2)dk1dk2

\Biggr) 
.

В гильбертовом пространстве \BbbC 2 \otimes \scrF (2)
\mathrm{a}\mathrm{s} (L2(\BbbT \mathrm{d})) рассмотрим операторную матрицу

\scrA :=

\left(  A00 A01 0
A\ast 

01 A11 A12

0 A\ast 
12 A22

\right)  
с матричными элементами

\scrA 00f
(\mathrm{s})
0 = \mathrm{s}\varepsilon f

(\mathrm{s})
0 , \scrA 01f

(\mathrm{s})
1 = \alpha 

\int 
\BbbT \mathrm{d}

v(t)f
( - \mathrm{s})
1 (t)dt,\Bigl( 

\scrA 11f
(\mathrm{s})
1

\Bigr) 
(k1) = (\mathrm{s}\varepsilon + w(k1))f

(\mathrm{s})
1 (k1),

\Bigl( 
\scrA 12f

(\mathrm{s})
2

\Bigr) 
(k1) = \alpha 

\int 
\BbbT \mathrm{d}

v(t)f
( - \mathrm{s})
2 (k1, t)dt,\Bigl( 

\scrA 22f
(\mathrm{s})
2

\Bigr) 
(k1, k2) = (\mathrm{s}\varepsilon + w(k1) + w(k2))f

(\mathrm{s})
2 (k1, k2).

Здесь
\Bigl\{ 
f
(\mathrm{s})
0 , f

(\mathrm{s})
1 , f

(\mathrm{s})
2 , \mathrm{s} = \pm 

\Bigr\} 
\in \BbbC 2 \otimes \scrF (2)

\mathrm{a}\mathrm{s} (L2(\BbbT \mathrm{d})), \varepsilon — фиксированное вещественное чис-

ло, w(\cdot ) и v(\cdot ) — вещественнозначные непрерывные функции на \BbbT \mathrm{d}, а \alpha > 0 — “параметр
взаимодействия”.
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С целью изучения спектральных свойств блочно-операторной матрицы \scrA наряду с этим
оператором рассмотрим еще следующие два ограниченных самосопряженных оператора

\scrA (\mathrm{s}), \mathrm{s} = \pm , которые действуют в \scrF (2)
\mathrm{a}\mathrm{s} (L2(\BbbT \mathrm{d})) как 3\times 3-блочно-операторные матрицы

\scrA (\mathrm{s}) :=

\left(   \widehat \scrA (\mathrm{s})
00

\widehat \scrA 01 0\widehat \scrA \ast 
01

\widehat \scrA (\mathrm{s})
11

\widehat \scrA 12

0 \widehat \scrA \ast 
12

\widehat \scrA (\mathrm{s})
22

\right)   
с матричными элементами

\widehat \scrA (\mathrm{s})
00 f0 = \mathrm{s}\varepsilon f0, \widehat \scrA 01f1 = \alpha 

\int 
\BbbT \mathrm{d}

v(t)f1(t)dt,

\Bigl( \widehat \scrA (\mathrm{s})
11 f1

\Bigr) 
(k1) = ( - \mathrm{s}\varepsilon + w(k1))f1(k1),

\Bigl( \widehat \scrA 12f2

\Bigr) 
(k1) = \alpha 

\int 
\BbbT \mathrm{d}

v(t)f2(k1, t)dt,\Bigl( \widehat \scrA (\mathrm{s})
22 f2

\Bigr) 
(k1, k2) = (\mathrm{s}\varepsilon + w(k1) + w(k2))f2(k1, k2), (f0, f1, f2) \in \scrF (2)

\mathrm{a}\mathrm{s} (L2(\BbbT \mathrm{d})).

Можно легко проверить, что

(A\ast 
01f0)(k1) = \alpha v(k1)f0, (A

\ast 
12f1)(k1, k2) = \alpha (v(k1)f1(k2) - v(k2)f1(k1)) ,

(f0, f1) \in \scrF (1)
\mathrm{a}\mathrm{s} (L2(\BbbT \mathrm{d})).

Для удобства через \sigma (\cdot ), \sigma \mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}(\cdot ) и \sigma \mathrm{p}\mathrm{p}(\cdot ) обозначим спектр, существенный спектр и точеч-
ный спектр ограниченного самосопряженного оператора соответственно.
Теперь установим связь между спектрами блочно-операторных матриц \scrA и \scrA (\mathrm{s}), \mathrm{s} = \pm .

Теорема 1. Для спектра блочно-операторной матрицы \scrA имеет место равенство \sigma (\scrA ) =

\sigma (\scrA (+)) \cup \sigma (\scrA ( - )). Кроме того, для существенного, точечного и дискретного спектров

блочно-операторной матрицы \scrA имеем

\sigma \mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}(\scrA ) = \sigma \mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}
\bigl( 
\scrA (+)

\bigr) 
\cup \sigma \mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}

\bigl( 
\scrA ( - )

\bigr) 
, \sigma \mathrm{p}(\scrA ) = \sigma \mathrm{p}

\bigl( 
\scrA (+)

\bigr) 
\cup \sigma \mathrm{p}

\bigl( 
\scrA ( - )

\bigr) 
,

\sigma \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{c}(\scrA ) =
\Bigl\{ 
\sigma \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{c}

\bigl( 
\scrA (+)

\bigr) 
\cup \sigma \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{c}

\bigl( 
\scrA ( - )

\bigr) \Bigr\} 
\setminus \sigma \mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}(\scrA ).

Схема доказательства.

Шаг 1. Вводится оператор перестановки

\Phi : \BbbC 2 \otimes \scrF (2)
\mathrm{a}\mathrm{s} (L2(\BbbT \mathrm{d})) \rightarrow \scrF (2)

\mathrm{a}\mathrm{s} (L2(\BbbT \mathrm{d}))\oplus \scrF (2)
\mathrm{a}\mathrm{s} (L2(\BbbT \mathrm{d})),

\Phi :
\Bigl( 
f
(+)
0 , f

( - )
0 , f

(+)
1 , f

( - )
1 , f

(+)
2 , f

( - )
2

\Bigr) 
\rightarrow 
\Bigl( 
f
(+)
0 , f

( - )
1 , f

(+)
2 , f

( - )
0 , f

(+)
1 , f

( - )
2

\Bigr) 
,

и показывается, что \Phi — унитарный оператор.
Шаг 2. Доказывается, что

\Phi \scrA \Phi  - 1 = \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{g}
\Bigl\{ 
\scrA (+),\scrA ( - )

\Bigr\} 
.

Шаг 3. Используется теорема о спектре унитарно эквивалентных операторов, а также о
спектре диагональной блочно-операторной матрицы второго порядка.
Аналогичный результат получен в работах [10], [11] для решетчатой модели спин-бозонов

с не более чем двумя фотонами (действующей в бозонном пространстве Фока).
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2. Ветви существенного спектра матричной модели в фермионном
пространстве Фока

Для описания существенного спектра блочно-операторной матрицы \scrA и для определения

его ветви рассмотрим следующие два ограниченных самосопряженных операторов \scrA (\mathrm{s})
1 ,

\mathrm{s} = \pm , которые действуют в \scrF (1)
\mathrm{a}\mathrm{s} (L2(\BbbT \mathrm{d})) как 2\times 2-блочно-операторные матрицы

\scrA (\mathrm{s})
1 :=

\Biggl( \widehat \scrA (\mathrm{s})
00

\widehat \scrA 01\widehat \scrA \ast 
01

\widehat \scrA (\mathrm{s})
11

\Biggr) 
.

Далее из известной теоремы Вейля о сохранении существенного спектра при возмущени-

ях конечного ранга вытекает, что для существенного спектра оператора \scrA (\mathrm{s})
1 справедливо

равенство

\sigma \mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}
\bigl( 
\scrA (\mathrm{s})

1

\bigr) 
= [ - \mathrm{s}\varepsilon +m, - \mathrm{s}\varepsilon +M ],

где
m := \mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}

k1\in \BbbT \mathrm{d}
w(k1), M := \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}

k1\in \BbbT \mathrm{d}
w(k1).

Введем регулярную в \BbbC \setminus [ - \mathrm{s}\varepsilon +m, - \mathrm{s}\varepsilon +M ] функцию, так называемую определителем

Фредгольма, ассоциированным с оператором \scrA (\mathrm{s})
1 :

\Delta (\mathrm{s})(z) := \mathrm{s}\varepsilon  - z  - \alpha 2

\int 
\BbbT \mathrm{d}

v2(t)dt

 - \mathrm{s}\varepsilon + w(t) - z
.

Можно легко проверить, что число z(\mathrm{s}) \in \BbbC \setminus \sigma \mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}
\bigl( 
\scrA (\mathrm{s})

1

\bigr) 
является собственным значением

блочно-операторной матрицы\scrA (\mathrm{s})
1 тогда и только тогда, когда\Delta (\mathrm{s})(z(\mathrm{s})) = 0. Следовательно,

\sigma \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{c}
\bigl( 
\scrA (\mathrm{s})

1

\bigr) 
=
\Bigl\{ 
z \in \BbbC \setminus \sigma \mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}(\scrA (\mathrm{s})

1 ) : \Delta (\mathrm{s})(z) = 0
\Bigr\} 
.

Обозначим

\sigma (\mathrm{s}) :=
\bigcup 
p\in \BbbT \mathrm{d}

\Bigl\{ 
w(p) + \sigma \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{c}

\bigl( 
\scrA ( - \mathrm{s})

1

\bigr) \Bigr\} 
, \Sigma (\mathrm{s}) := \sigma (\mathrm{s}) \cup [\mathrm{s}\varepsilon + 2m, \mathrm{s}\varepsilon + 2M ].

Для \alpha = 1, 2 через I(\alpha ) обозначим единичный оператор в \scrF (\alpha )
\mathrm{a}\mathrm{s} (L2(\BbbT \mathrm{d})).

Местоположение существенного спектра блочно-операторной матрицы \scrA 2 описывает

Теорема 2. Существенный спектр блочно-операторной матрицы \scrA совпадает с множе-

ством \Sigma (+)\cup \Sigma ( - ), т. е. \sigma \mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}(\scrA ) = \Sigma (+)\cup \Sigma ( - ). Более того, множество \sigma \mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}(\scrA ) представляет
собой объединение не более чем шести отрезков.

Схема доказательства.

Шаг 1. Доказывается включение \Sigma (\mathrm{s}) \subset \sigma \mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}
\bigl( 
\scrA (\mathrm{s})

\bigr) 
. При доказательстве этого факта

берется произвольная точка z0 \in \Sigma (\mathrm{s}) и пользуясь критерием Вейля [12] показывается,

что z0 \in \sigma \mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}
\bigl( 
\scrA (\mathrm{s})

\bigr) 
, т. е. строится последовательность ортонормированных вектор-функций\bigl\{ 

f (n)
\bigr\} 
\subset \scrF (2)

\mathrm{a}\mathrm{s}

\bigl( 
L2(\BbbT \mathrm{d})

\bigr) 
, для которых

\bigm\| \bigm\| \bigl( \scrA (\mathrm{s})  - z0I
(2)
\bigr) 
f (n)

\bigm\| \bigm\| \rightarrow 0 при n \rightarrow \infty .

Шаг 2. Доказывается обратное включение, а именно, \sigma \mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}
\bigl( 
\scrA (\mathrm{s})

\bigr) 
\subset \Sigma (\mathrm{s}). Для этого при

каждом z \in \BbbC \setminus \Sigma (\mathrm{s}) вводится блочно-операторная матрица T (\mathrm{s})(z), действующая в гильбер-

товом пространстве \scrF (1)
\mathrm{a}\mathrm{s}

\bigl( 
L2(\BbbT \mathrm{d})

\bigr) 
как

T (\mathrm{s})(z) :=

\Biggl( 
T
(\mathrm{s})
00 (z) T

(\mathrm{s})
01 (z)

T
(\mathrm{s})
10 (z) T

(\mathrm{s})
11 (z)

\Biggr) 
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с матричными элементами

T
(\mathrm{s})
00 (z)g0 = (1 + z  - \mathrm{s}\varepsilon )g0, T

(\mathrm{s})
01 (z)g1 =  - \alpha 

\int 
\BbbT \mathrm{d}

v(t)g1(t)dt,

\bigl( 
T
(\mathrm{s})
10 (z)g0

\bigr) 
(k1) =  - \alpha v(k1)g0

\Delta ( - \mathrm{s})(z  - w(k1))
,

\bigl( 
T
(\mathrm{s})
11 (z)g1

\bigr) 
(k1) =  - \alpha 2v(k1)

\Delta ( - \mathrm{s})(z  - w(k1))

\int 
\BbbT \mathrm{d}

v(t)g1(t)dt

\mathrm{s}\varepsilon + w(k1) + w(t) - z
, (g0, g1) \in \scrF (1)

\mathrm{a}\mathrm{s}

\bigl( 
L2(\BbbT \mathrm{d})

\bigr) 
.

Устанавливается, что число z \in \BbbC \setminus \Sigma (\mathrm{s}) является собственным значением блочно-оператор-

ной матрицы \scrA (\mathrm{s}) тогда и только тогда, когда блочно-операторная матрица T (\mathrm{s})(z) имеет
собственное значение, равное единице, и их кратности совпадают. Пользуясь аналитической
теоремой Фредгольма ([12], теорема XIII.13) заключается, что операторнозначная функция\bigl( 
I(1)  - T (\mathrm{s})(z)

\bigr)  - 1
существует на \BbbC \setminus \Sigma (\mathrm{s}) всюду, за исключением дискретного множества \scrM ,

где она имеет вычеты конечного ранга. Это означает, что \sigma 
\bigl( 
\scrA (\mathrm{s})

\bigr) 
\setminus \Sigma (\mathrm{s}) состоит только из

изолированных точек, которые могут иметь предельные точки только в граничных точках
множества \Sigma (\mathrm{s}). Следовательно, \sigma 

\bigl( 
\scrA (\mathrm{s})

\bigr) 
\setminus \Sigma (\mathrm{s}) \subset \sigma 

\bigl( 
\scrA (\mathrm{s})

\bigr) 
\setminus \sigma \mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}

\bigl( 
\scrA (\mathrm{s})

\bigr) 
, т. е. \sigma \mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}

\bigl( 
\scrA (\mathrm{s})

\bigr) 
\subset \Sigma (\mathrm{s}). В

итоге получается равенство \sigma \mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}
\bigl( 
\scrA (\mathrm{s})

\bigr) 
= \Sigma (\mathrm{s}).

Шаг 3. Доказывается, что множество \sigma \mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}
\bigl( 
\scrA (\mathrm{s})

\bigr) 
представляет собой объединение не более

чем трех отрезков. Сначала пользуясь свойством монотонности функции \Delta (\mathrm{s})(\cdot ) убедимся,
что блочно-операторная матрица \scrA (\mathrm{s})

1 имеет не более двух простых собственных значений,
лежащих вне отрезка [\mathrm{s}\varepsilon + 2m, \mathrm{s}\varepsilon + 2M ]. Так как функция w(\cdot ) непрерывна на \BbbT \mathrm{d}, множе-

ство \sigma (\mathrm{s}) = \cup p\in \BbbT \mathrm{d}

\bigl\{ 
w(p) + \sigma \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{c}

\bigl( 
\scrA ( - \mathrm{s})

1

\bigr) \bigr\} 
состоит из объединения не более чем двух отрезков.

Следовательно, множество \sigma \mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}
\bigl( 
\scrA (\mathrm{s})

\bigr) 
представляет собой объединение не более чем трех

отрезков. Далее, пользуясь утверждениями теоремы 1 можно завершить доказательство
теоремы 2.
Теперь введем новые подмножества существенного спектра блочно-операторной матрицы

\scrA : множества \sigma (+)\cup \sigma ( - ) и [ - \varepsilon +2m, - \varepsilon +2M ]\cup [\varepsilon +2m, \varepsilon +2M ] называются двухчастичной
и трехчастичной ветвями существенного спектра блочно-операторной матрицы \scrA соответ-
ственно.

Заключение

В данной работе исследуются соотношения для существенного спектра и точечного спек-
тра одной блочно-операторной матрицы \scrA третьего порядка. При этом блочно-операторная
матрица \scrA связана с системой, описывающей два одинаковых фермиона и одну частицу
иной природы на решетке, взаимодействующих с помощью операторов рождения и уни-
чтожения. Описаны двухчастичная и трехчастичная ветви существенного спектра блочно-
операторной матрицы \scrA . Установлено, что существенный спектр блочно-операторной мат-
рицы \scrA состоит из объединения не более, чем шести отрезков. Приведены схемы доказа-
тельств основных результатов, которые играют важную роль при дальнейших исследова-
ниях спектра блочно-операторной матрицы \scrA .
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T.Kh.Rasulov and D.E. Ismoilova

Spectral relations for a matrix model in fermionic Fock space

Abstract.We consider a matrix model \scrA , related to a system describing two identical fermions and
one particle of another nature on a lattice, interacting via annihilation and creation operators. The
problem of the study of the spectrum of a block operator matrix \scrA is reduced to the investigation of
the spectrum of block operator matrices of order three with a discrete variable, and relations for the
spectrum, essential spectrum and point spectrum are established. Two-particle and three-particle
branches of the essential spectrum of the block operator matrix \scrA are singled out.
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