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ПОЛУНЕПРЕРЫВНОСТЬ СНИЗУ КОЭФФИЦИЕНТОВ ИСКАЖЕНИЯ

ГОМЕОМОРФИЗМОВ С ОГРАНИЧЕННЫМ (1, \sigma )-ВЕСОВЫМ

(Q,P )-ИСКАЖЕНИЕМ НА ГРУППАХ КАРНО

Аннотация. В данной работе изучается локально равномерная сходимость гомеоморфизмов
с ограниченным (1, \sigma )-весовым (q, p)-искажением к предельному гомеоморфизму. При неко-
торых дополнительных условиях доказано, что предельный гомеоморфизм — отображение
с ограниченным (1, \sigma )-весовым (q, p)-искажением. Более того, получено свойство полунепре-
рывности снизу характеристик искажения гомеоморфизмов.

Ключевые слова: полунепрерывность снизу, гомеоморфизм с ограниченным (1, \sigma )-весовым
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Основы теории отображений с ограниченным искажением были заложены в 60-ые гг.
прошлого века в работах Ю.Г. Решетняка. Он исследовал отображения \varphi : \Omega \rightarrow \BbbR n, \Omega \subset \BbbR n,
n \geq 2, класса Соболева W 1

n,\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{c}(\Omega ), почти всюду удовлетворяющие условию

| D\varphi (x)| n \leq KJ(x, \varphi )

для некоторого числа 1 \leq K < \infty , где D\varphi (x) — матрица Якоби, а J(x, \varphi ) — ее определи-
тель. Наименьшая константа K в неравенстве выше называется коэффициентом внешнего

искажения и обозначается символом KO(\varphi ). Описание свойств этого класса и детальную
библиографию можно найти в монографии [1] (см. также [2], [3]). Отображения с ограничен-
ным искажением являются естественным обобщением аналитических функций. В частно-
сти, справедлив аналог классического результата теории функций о том, что предел равно-
мерно сходящейся последовательности аналитических функций также будет аналитической
функцией. А именно, справедлива

Теорема 1 ([1], § 9.2). Пусть последовательность отображений с ограниченным искаже-

нием \{ \varphi j\} \infty j=1 сходится локально в Ln(\Omega ) к отображению \varphi 0. Предположим также, что

последовательность коэффициентов внешнего искажения \{ KO(\varphi j)\} \infty j=1 ограничена. Тогда

\varphi 0 является отображением с ограниченным искажением и

KO(\varphi 0) \leq \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
j\rightarrow \infty 

KO(\varphi j).
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В ([3], гл. VI, § 8) теорема 1 доказана при более сильном предположении: вместо сходи-
мости в Ln,\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{c} рассматривается локально равномерная сходимость. В статье [4] установлено
обобщение теоремы 1 на группах Карно.

Теорема 2 ([4], теорема 1). Пусть последовательность отображений с ограниченным

искажением \varphi k : \Omega \rightarrow \BbbG , \Omega \subset \BbbG , сходится локально равномерно к непостоянному отоб-

ражению \varphi 0 : \Omega \rightarrow \BbbG при k \rightarrow \infty и последовательность KO(\varphi k), k \in \BbbN , коэффициентов
искажения ограничена сверху. Тогда предел \varphi 0 является отображением с ограниченным

искажением и справедливы неравенства

KO(\varphi 0) \leq \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
k\rightarrow \infty 

KO(\varphi k), KI(\varphi 0) \leq \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
k\rightarrow \infty 

KI(\varphi k).

Здесь коэффициент внутреннего искажения KI(\varphi ) — наименьшая постоянная K \prime , удо-
влетворяющая неравенству

J(x, \varphi ) \leq K \prime 
\Bigl( 

\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{f}
\xi \in V1, \rho (\xi )=1

\rho (D\ith \varphi (x)(\xi ))
\Bigr) \nu 

для п. в. x \in \Omega .

Обзор разного рода обобщений сформулированных теорем в евклидовом пространстве
приведен в работе [5].
В настоящей статье мы распространяем сформулированные выше результаты на более

широкий класс отображений и впервые вовлекаем в рассмотрение отображения, ассоции-
рованные с весовыми классами Соболева на группах Карно.

1. Предварительные сведения

Группы Карно. Напомним, что стратифицированной нильпотентной группой Ли или
группой Карно (см., например, [6]–[8]) называется связная односвязная группа Ли \BbbG такая,
что ее алгебра Ли левоинвариантных векторных полей g раскладывается в прямую сумму
g = g1 \oplus g2 \oplus \cdot \cdot \cdot \oplus gm нетривиальных подпространств gi, удовлетворяющих условиям

[g1, gi] = gi+1, i = 1, . . . ,m - 1, и [g1, gm] = \{ 0\} .

Фиксируем левоинвариантное скалярное произведение в g. Подпространство g1 = H\BbbG —
горизонтальное пространство алгебры g, его элементы — горизонтальные векторные поля.
Пусть N = \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{m} g, ni = \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{m} gi, i = 1, . . . ,m. Мы будем писать n вместо n1. Зафиксируем
ортонормированные базисы Xi1, . . . , Xini подпространств gi. Поскольку экспоненциальное

отображение g = \mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p}

\Biggl( 
m\sum 
i=1

ni\sum 
j=1

xijXij

\Biggr) 
(e) (где e — нейтральный элемент \BbbG ) есть глобальный

диффеоморфизм, мы можем отождествить точку g \in \BbbG с точкой x = (xij) \in \BbbR N . Тогда e = 0
и x - 1 =  - x. Растяжения \delta \lambda , заданные как \delta \lambda (xij) = (\lambda ixij), суть автоморфизмы группы для
всех \lambda > 0.
Однородной нормой на \BbbG называется непрерывная функция \rho : \BbbG \rightarrow [0,+\infty ) такая, что
a) \rho (x) = 0 тогда и только тогда, когда x = 0;
b) \rho (x - 1) = \rho (x) и \rho (\delta \lambda x) = \lambda \rho (x).
Свойства однородных норм см., например, в [7], [8].
Мера Лебега dx на \BbbR N — биинвариантная мера Хаара на \BbbG , и d(\delta \lambda x) = \lambda \nu dx, где

\nu =
m\sum 
i=1

i ni — однородная размерность группы \BbbG . Символом | E| обозначается мера Ле-

бега измеримого множества E \subset \BbbG .
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Пример. Группа Гейзенберга \BbbH n = (\BbbR 2n+1, \ast ) с групповой операцией

(x, y, t) \ast (x\prime , y\prime , t\prime ) =
\biggl( 
x+ x\prime , y + y\prime , t+ t\prime +

x \cdot y\prime  - x\prime \cdot y
2

\biggr) 
, x, x\prime , y, y\prime \in \BbbR n, t, t\prime \in \BbbR ,

— классический пример неабелевой группы Карно. Ее алгебра Ли hn образована вектор-
ными полями

Xi =
\partial 

\partial xi
 - yi

2

\partial 

\partial t
, Yi =

\partial 

\partial yi
+

xi
2

\partial 

\partial t
, i = 1, . . . , n, T =

\partial 

\partial t
.

Здесь hn1 = \mathrm{s}\mathrm{p}\mathrm{a}\mathrm{n}\{ Xi, Yi | i = 1, . . . , n\} , hn2 = \mathrm{s}\mathrm{p}\mathrm{a}\mathrm{n}\{ T\} , а нетривиальными скобками Ли
являются [Xi, Yi] = T , i = 1, . . . , n. Однородная размерность \BbbH n равна \nu = 2n+ 2.

Отображения класса Соболева. Пусть \Omega \subseteq \BbbG — область: связное открытое множество в
\BbbG . Пространство Lp(\Omega ), p \geq 1, состоит из измеримых функций u : \Omega \rightarrow \BbbR , интегрируемых
в p-й степени. Норма \| \cdot \| p,\Omega в Lp(\Omega ) определяется стандартным образом. Говорим, что
u \in Lp,\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{c}(\Omega ), если u \in Lp(K) для всякого компакта K \subset \Omega .
Пусть левоинвариантные векторные поля X1, . . . , Xn образуют базис горизонтального

пространства H\BbbG , и пусть \Pi j — гиперплоскость xj = 0, j = 1, . . . , n. Мера \mu j = \imath (Xj) dx на
\Pi j задается внутренним произведениемXj с формой объема. Каждому y \in \Pi j соответствует
интегральная линия \gamma j(y, t) = \mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p}(tXj)(y). Говорим, что отображение \varphi : \Omega \rightarrow M из области
\Omega \subset \BbbG в метрическое пространство M абсолютно непрерывно на линиях, \varphi \in \mathrm{A}\mathrm{C}\mathrm{L}(\Omega ;M),
если для каждого j = 1, . . . , n оно абсолютно непрерывно на \gamma j(y) \cap \Omega для \mu j-п. в. y \in \Pi j .
Отображение \varphi абсолютно непрерывно на линии \gamma j(y)\cap \Omega , если кривая t \mapsto \rightarrow \varphi \circ \gamma j(y, t) \in M
абсолютно непрерывна на области определения.
Пространство Соболева L1

p(\Omega ), p \geq 1, состоит из функций u \in L1,\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{c}(\Omega )\cap \mathrm{A}\mathrm{C}\mathrm{L}(\Omega ;\BbbR ) таких,
что Xju \in Lp(\Omega ), j = 1, . . . , n. Здесь Xju — горизонтальная производная

Xju(x) =
d

dt

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
t=0

u(x \mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p}(tXj)).

Если горизонтальные производные существуют и непрерывны для всех j = 1, . . . , n, то
функция u принадлежит классу C1

h. Полунорма функции u \in L1
p равна \| u | L1

p(\Omega )\| =\bigm\| \bigm\| | \nabla \ith u| 
\bigm\| \bigm\| 
p,\Omega 

, где \nabla \ith u = (X1u, . . . ,Xnu) — горизонтальный градиент u. Пусть \BbbG , \widetilde \BbbG — две

группы Карно, \Omega \subset \BbbG — область. Рассмотрим \varphi \in \mathrm{A}\mathrm{C}\mathrm{L}(\Omega ; \widetilde \BbbG ). Тогда Xj\varphi (x) \in H \widetilde \BbbG для
п. в. x \in \Omega ([9], предложение 4.1). Матрица D\ith \varphi (x) = (Xi\varphi j), i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , \widetilde n,
определяет линейный оператор D\ith \varphi (x) : H\BbbG \rightarrow H \widetilde \BbbG , который называется горизонтальным
дифференциалом \varphi . Известно ([10], теорема 1.2), что для п. в. x \in \Omega отображение D\ith \varphi (x)

может быть продолжено до гомоморфизма алгебр Ли \widehat D\varphi : g \rightarrow \widetilde g, который также мож-

но рассматривать как линейный оператор \widehat D\varphi : Tx\BbbG \rightarrow T\varphi (x)
\widetilde \BbbG . Нормы обоих операторов

находятся в отношении \bigm| \bigm| D\ith \varphi (x)
\bigm| \bigm| \leq \bigm| \bigm| \widehat D\varphi (x)

\bigm| \bigm| \leq C
\bigm| \bigm| D\ith \varphi (x)

\bigm| \bigm| ,
где C зависит только от структур групп. Последнему гомоморфизму также соответствует

гомоморфизм групп D\scrP \varphi = \widetilde \mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p} \circ \widehat D\varphi \circ \mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p} - 1 : \BbbG \rightarrow \widetilde \BbbG , известный как дифференциал Пан-

сю, который является аппроксимативным дифференциалом \varphi по отношению к структуре
группы [10]. Для отображений \varphi : \BbbG \rightarrow \BbbG класса \mathrm{A}\mathrm{C}\mathrm{L} верна формула замены переменной
в интеграле Лебега (см. детали в [10], теоремы 1.1, 5.3). Для п. в. x \in \Omega якобиан в точке

равен величине | \mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{t}D\scrP \varphi (x)| = \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
B(y,r)\ni x, r\rightarrow 0

| \varphi (B(y, r))| 
| B(y, r)| 

. Более того, существует множество
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\Sigma \varphi \subset \BbbG нулевой меры такое, что вне этого множества отображение \varphi обладает \scrN -свойством
Лузина, т. е. образ множества нулевой меры Лебега есть множество нулевой меры.

Класс Соболева W 1
p (\Omega ;

\widetilde \BbbG ) состоит из отображений \varphi \in \mathrm{A}\mathrm{C}\mathrm{L}(\Omega ; \widetilde \BbbG ) таких, что величина

\| \varphi | W 1
p (\Omega )\| = \| \widetilde \rho \circ \varphi \| p,\Omega +

\bigm\| \bigm\| \bigm| \bigm| D\ith \varphi 
\bigm| \bigm| \bigm\| \bigm\| 

p,\Omega 

конечна. Здесь | D\ith \varphi | — норма оператора D\ith \varphi : H\BbbG \rightarrow H \widetilde \BbbG , \widetilde \rho — однородная норма на \widetilde \BbbG .
Говорим, что \varphi \in W 1

p,\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{c}(\Omega ;
\widetilde \BbbG ), если \varphi \in W 1

p (U ; \widetilde \BbbG ) для всякой компактно вложенной
области U \Subset \Omega . Эквивалентные описания отображений групп Карно класса Соболева можно
найти в ([10], предложение 4.2).
Гомеоморфизмы с ограниченным искажением. Локально суммируемая функция \sigma : \Omega \rightarrow 

\BbbR называется весовой функцией, если соотношение 0 < \sigma (x) < \infty выполнено для п. в. x \in \Omega .

Для измеримого множества U \subset \Omega положим \sigma (U) =

\int 
U

\sigma (x) dx.

Напомним, что функция u : \Omega \prime \rightarrow \BbbR принадлежит весовому классу Соболева L1
p(\Omega 

\prime , \sigma ),
p \in [1,\infty ), если u \in L1,\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{c}(\Omega 

\prime ) и обобщенные производные вдоль горизонтальных векторных
полей (определение обобщенных производных предполагает, что Xju \in L1,\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{c}(\Omega 

\prime )) Xju при-
надлежат Lp(\Omega 

\prime , \sigma ) для любого j = 1, . . . , n, где Xj — базис горизонтального пространства
H\BbbG . Полунорма функции u \in L1

p(\Omega 
\prime , \sigma ) определяется следующим образом:

\| u | L1
p(\Omega 

\prime , \sigma )\| =

\Biggl( \int 
\Omega \prime 

| \nabla hu| p\sigma dx

\Biggr) 1
p

.

Определение. Отображение \varphi : \Omega \rightarrow \BbbG в группе Карно называется гомеоморфизмом с

ограниченным (1, \sigma )-весовым (q, p)-искажением, 1 < q \leq p < \infty , если

1) \varphi — гомеоморфизм;
2) \varphi \in W 1

q,\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{c}(\Omega ;\BbbG );

3) гомеоморфизм \varphi имеет конечное искажение: D\ith \varphi (x) = 0 почти всюду на множестве
нулей якобиана Z = \{ x \in \Omega | \mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{t}\scrP D\varphi (x) = 0\} ;

4) операторная функция искажения

\Omega \ni x \mapsto \rightarrow K1,\sigma 
q,p (x, \varphi ) =

\left\{     
| D\ith \varphi (x)| 

\sigma (\varphi (x))
1
p | \mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{t}\scrP D\varphi (x)| 

1
p

, если \mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{t}D\scrP \varphi (x) \not = 0;

0, если \mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{t}D\scrP \varphi (x) = 0,

принадлежит классу L\varkappa (\Omega ),
1

\varkappa 
=

1

q
 - 1

p
(\varkappa = \infty при p = q).

Обозначим K1,\sigma 
q,p (\varphi ; \Omega ) = \| K1,\sigma 

q,p (\cdot , \varphi ) | L\varkappa (\Omega )\| .

Отметим, что множество Z\sigma = \{ x \in \Omega | \sigma (\varphi (x)) \mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{t}D\scrP \varphi (x) = 0\} отличается от Z на
множество меры нуль, поэтому определение операторной функции искажения корректно.
Класс гомеоморфизмов с ограниченным (1, \sigma )-весовым (p, q)-искажением тесно связан с

описанием ограниченных операторов композиции однородных пространств Соболева [11].

Теорема 3 ([11], теорема 2). Гомеоморфизм \varphi : \Omega \rightarrow \Omega \prime областей в произвольной группе

Карно \BbbG \supset \Omega ,\Omega \prime индуцирует ограниченный оператор композиции

\varphi \ast : L1
p(\Omega 

\prime , \sigma ) \cap W 1
\infty ,\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{c}(\Omega 

\prime ) \rightarrow L1
q(\Omega ), 1 < q \leq p < \infty ,



88 С.К.ВОДОПЬЯНОВ, Д.А.СБОЕВ

однородных весовых пространств Соболева по правилу \varphi \ast (g) = g \circ \varphi тогда и только тогда,

когда \varphi — гомеоморфизм с ограниченным (1, \sigma )-весовым (q, p)-искаженим.

При этом норма \| \varphi \ast \| эквивалентна величине K1,\sigma 
q,p (\varphi ; \Omega ), т. е. для некоторой констан-

ты \alpha q,p > 0 справедливо неравенство

\alpha q,p\| K1,\sigma 
q,p (\cdot , \varphi ) | L\varkappa (\Omega )\| \leq \| \varphi \ast \| \leq \| K1,\sigma 

q,p (\cdot , \varphi ) | L\varkappa (\Omega )\| .

Замечание. Отметим, что теорема 3 верна в случае, когда рассматривается оператор ком-
позиции пространств

\varphi \ast : L1
p(\Omega 

\prime , \sigma ) \cap C1
h(\Omega 

\prime ) \rightarrow L1
q(\Omega ).

В работе мы применяем следующее утверждение.

Лемма 1. Пусть \Omega — область в группе Карно \BbbG и \{ fk\} k\in \BbbN — ограниченная в L1(\Omega ) по-
следовательность функций. Тогда существует счетный набор измеримых множеств En

такой, что \Omega =
\infty \bigcup 
n=1

En, подпоследовательность \{ fkj\} и функция f \in L1(\Omega ) такие, что\int 
En

fkjh dx \rightarrow 
\int 
En

fh dx (1)

для всех h \in L\infty (En) с компактным носителем в \Omega .

Лемма 1 — следствие основного свойства кусочной сходимости [12]–[14]. Лемма 1 содер-
жит также определение кусочной сходимости на компактно вложенных подобластях.
Также нам понадобится

Лемма 2. Пусть ограниченная в L1
q(\Omega ) последовательность непрерывных функций uk \in 

L1
q(\Omega ), k \in \BbbN , сходится локально равномерно к u0. Тогда u0 \in L1

q(\Omega ) и существует подпо-

следовательность последовательности uk, k \in \BbbN , сходящаяся слабо в L1
q(\Omega ) к u0.

Cформулируем свойство полунепрерывности интеграла энергии из работы [4] в случае,
когда отображения действуют в группу Карно \BbbG .

Теорема 4 ([4], § 4, теорема 9). Пусть 1 < q < \infty и \varphi k — произвольная последовательность

отображений класса W 1
q (\Omega ;\BbbG ), сходящаяся в L1(\Omega ;\BbbG ) к некоторому отображению \varphi : \Omega \rightarrow 

\BbbG . Если последовательность

\int 
\Omega 

| D\ith \varphi k| q dx ограничена, то \varphi \in W 1
q (\Omega ;\BbbG ). Более того, для

некоторой подпоследовательности \varphi kj соотношение\int 
\Omega 

\alpha (x)| D\ith \varphi (x)| q dx \leq \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
j\rightarrow \infty 

\int 
\Omega 

\alpha (x)| D\ith \varphi kj (x)| 
q dx

выполняется для любой неотрицательной ограниченной измеримой функции \alpha : \Omega \rightarrow \BbbR .

Используя данную теорему, нетрудно получить

Следствие. Пусть 1 < q < \infty и \varphi k — произвольная последовательность отображений
класса W 1

q,\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{c}(\Omega ;\BbbG ), сходящаяся локально равномерно к отображению \varphi 0 \in W 1
q,\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{c}(\Omega ;\BbbG ).

Если последовательность

\int 
E

| D\ith \varphi k| q dx ограничена для каждого измеримого множества E \Subset 
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\Omega , то для некоторой подпоследовательности \varphi kj выполнено\int 
E

| D\ith \varphi (x)| q dx \leq \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
j\rightarrow \infty 

\int 
E

| D\ith \varphi kj (x)| 
q dx

для произвольного измеримого множества E \Subset \Omega .

2. Полунепрерывность снизу коэффициентов искажения K1,\sigma 
q,p

Ниже, в теореме 5 \Omega , \Omega \prime — области в группе Карно \BbbG .

Теорема 5. Пусть последовательность гомеоморфизмов \varphi k : \Omega \rightarrow \Omega \prime c ограниченным

(1, \sigma )-весовым (q, p)-искажением, 1 < q \leq p < \infty , локально равномерно сходится к го-

меоморфизму \varphi 0 : \Omega \rightarrow \Omega \prime . Предположим также, что

1) существует ограниченная в L\varkappa (\Omega ) последовательность функций Mk \in L\varkappa (\Omega ),
1

\varkappa 
=

1

q
 - 1

p
, такая, что K1,\sigma 

q,p (x, \varphi k) \leq Mk(x) для п. в. x \in \Omega , если q < p;

2) существует ограниченная последовательность Mk > 0 такая, что K1,\sigma 
q,q (\varphi k; \Omega ) \leq 

Mk, если q = p.

Тогда существует функция M \in L\varkappa (\Omega ) такая, что некоторая подпоследовательность

функций M\varkappa 
k сходится в смысле (1) к M\varkappa , если q < p. Более того, предельный гомео-

морфизм \varphi 0 является отображением с ограниченным (1, \sigma )-весовым (q, p)-искажением,

причем

1) K1,\sigma 
q,p (x, \varphi 0) \leq M(x) для п. в. x \in \Omega , если q < p;

и, кроме того,

2) K1,\sigma 
q,q (\varphi 0; \Omega ) \leq \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}

k\rightarrow \infty 
K1,\sigma 

q,q (\varphi k; \Omega ), если q = p.
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Lower semicontinuity of distortion coefficients for homeomorphisms of bounded

(1, \sigma )-weighted (q, p)-distortion on Carnot groups

Abstract. In this paper we study the locally uniform convergence of homeomorphisms with bounded
(1, \sigma )-weighted (q, p)-distortion to a limit homeomorphism. Under some additional conditions we
prove that the limit homeomorphism is a mapping with bounded (1, \sigma )-weighted (q, p)-distortion.
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