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ИНТЕГРИРОВАНИЕ УРАВНЕНИЯ ТИПА СИНУС-ГОРДОНА С
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БЕСКОНЕЧНОЗОННЫХ ФУНКЦИЙ

Аннотация. В данной работе метод обратной спектральной задачи применяется для инте-
грирования нелинейного уравнения типа синус-Гордона с дополнительным членом в классе
периодических бесконечнозонных функций. Доказана разрешимость задачи Коши для бес-
конечной системы дифференциальных уравнений Дубровина в классе три раза непрерывно
дифференцируемых периодических бесконечнозонных функций. Показано, что сумма равно-
мерно сходящегося функционального ряда, построенного с помощью решения системы урав-
нений Дубровина и формулы первого следа, удовлетворяет уравнению типа синус-Гордона с
дополнительным членом.
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Введение

В настоящей работе рассматривается задача Коши для нелинейного уравнения типа
синус-Гордона (chG) с дополнительными членами вида

qxt = chq  - a(t)qxx, q = q(x, t), x \in R, t > 0, (1)

с начальным условием

q(x, t)| t=0 = q0(x), q0(x+ \pi ) = q0(x) \in C3(R), (2)

в классе действительных бесконечнозонных \pi -периодических по x функций:

q(x+ \pi , t) = q(x, t), q(x, t) \in C2,1
x,t (t > 0)

\bigcap 
C(t \geq 0). (3)

Здесь a(t) \in C ([0,\infty )) — заданная непрерывная ограниченная функция. Нетрудно убедить-
ся, что условия совместности линейных уравнений

yx =

\left(   1

2
qx  - \lambda 

\lambda  - 1

2
qx

\right)   y, yt =
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\left(    - 1
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2
qx

\right)   
\right\}     y,

эквивалентны уравнению (1) для функции q = q(x, t), x \in R, t > 0.
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Отметим, что если в уравнении (1) коэффициент a(t) = 0, то уравнение (1) принимает
вид уравнения ch-Gordon (chG) ([1], с. 16)

qxt = \mathrm{c}\mathrm{h} q.

Нетрудно заметить, что основные результаты настоящей работы (см. теоремы 1, 2) спра-
ведливы и в случае уравнения ch-Gordon (chG).
Уравнение синус-Гордон (sG) вида

uxt = \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}u, u = u (x, t) , x \in R, t > 0,

было проинтегрировано в работах [2], [3] (cм. также [4]–[7]) в классе быстроубывающих и
конечнозонных функций. Кроме того, для конечнозонных решений была выведена явная
формула через тета-функции Римана. Таким образом, была установлена [4]–[7] разреши-
мость задачи Коши для уравнения синус-Гордона при любых конечнозонных начальных
данных. Более подробно эта теория изложена в монографиях [8], [9], а также в [10]–[12].
Известно [13], что если q(x) = 2a \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} 2x, a \not = 0, то в спектре оператора Штурма–Лиувилля

Ly \equiv  - y\prime \prime +q(x)y, x \in R, открыты все лакуны, иначе говоря, q(x)-периодический бесконечно-
зонный потенциал. Аналогичные примеры имеются для периодического оператора Дирака
[14]. Отметим, что задача Коши в классе периодических и почтипериодических бесконечно-
зонных функций для нелинейных эволюционных уравнений без источника и с источником,
а также с дополнительным членом, в различных постановках изучались в работах [15]–[28].
В данной работе предлагается алгоритм построения решения q(x, t), x \in R, t > 0, задачи

(1)–(3) сведением еe к обратной спеткральной задаче для оператора Дирака:

L(\tau , t)y \equiv B
dy

dx
+\Omega (x+ \tau , t)y = \lambda y, x \in R, t > 0, \tau \in R, (4)

где

B =

\biggl( 
0 1
 - 1 0

\biggr) 
, \Omega (x, t) =

\biggl( 
P (x, t) Q(x, t)
Q(x, t) - P (x, t)

\biggr) 
, y =

\biggl( 
y1
y2

\biggr) 
,

P (x, t) = 0, Q(x, t) =
1

2
q\prime x(x, t).

1. Эволюция спектральных данных

Обозначим через

c(x, \lambda , \tau , t) = (c1(x, \lambda , \tau , t), c2(x, \lambda , \tau , t))
T , s(x, \lambda , \tau , t) = (s1(x, \lambda , \tau , t), s2(x, \lambda , \tau , t))

T

решения уравнения (4) с начальными условиями

c(0, \lambda , \tau , t) = (1, 0)T , s(0, \lambda , \tau , t) = (0, 1)T .

Функция

\Delta (\lambda , \tau , t) = c1(\pi , \lambda , \tau , t) + s2(\pi , \lambda , \tau , t)

называется функцией Ляпунова для уравнения (4). Кроме того, для решений c(x, \lambda , \tau , t) и
s(x, \lambda , \tau , t) при больших | \lambda | имеют место следующие асимптотические формулы:

c(x, \lambda , \tau , t) =

\biggl( 
\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}\lambda x
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\lambda x

\biggr) 
+O

\Biggl( 
e| \mathrm{I}\mathrm{m}\lambda | x

\lambda 

\Biggr) 
, | \lambda | \rightarrow \infty ,

s(x, \lambda , \tau , t) =

\biggl( 
 - \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\lambda x
\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}\lambda x

\biggr) 
+O

\Biggl( 
e| \mathrm{I}\mathrm{m}\lambda | x

\lambda 

\Biggr) 
, | \lambda | \rightarrow \infty .
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Из этих асимптотик при действительных \lambda получим оценку

\Delta (\lambda , \tau , t) = 2 \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}\lambda \pi +O

\biggl( 
1

\lambda 

\biggr) 
, | \lambda | \rightarrow \infty .

Вектор-функции

\psi \pm (x, \lambda , \tau , t) = (\psi \pm 
1 (x, \lambda , \tau , t), \psi 

\pm 
2 (x, \lambda , \tau , t))

T = c(x, \lambda , \tau , t) +m\pm (\lambda , \tau , t)s(x, \lambda , \tau , t)

называются решениями Флоке уравнения (4). Здесь функции Вейля–Титчмарша определя-
ются следующими формулами [29]:

m\pm (\lambda , \tau , t) =
s2(\pi , \lambda , \tau , t) - c1(\pi , \lambda , \tau , t)\mp 

\sqrt{} 
\Delta 2(\lambda , \tau , t) - 4

2s1(\pi , \lambda , \tau , t)
.

Спектр оператора Дирака L(\tau , t) чисто непрерывен и состоит из множества

\sigma (L) = \{ \lambda \in R : | \Delta (\lambda )| \leq 2\} = R\setminus 

\Biggl( \infty \bigcup 
n= - \infty 

(\lambda 2n - 1, \lambda 2n)

\Biggr) 
.

Интервалы (\lambda 2n - 1, \lambda 2n), n \in Z\setminus \{ 0\} , называются лакунами, где \lambda n — корни уравнения

\Delta (\lambda )\mp 2 = 0.

Они совпадают с собственными значениями периодической или антипериодической (y(0) =
\pm y(\pi )) задачи для уравнения (4). Нетрудно доказать, что \lambda  - 1 = \lambda 0 = 0, т. е. \lambda = 0 является
двукратным собственным значением периодической задачи для уравнения (4).
Корни уравнения s1(\pi , \lambda , \tau , t) = 0 обозначим через \xi n(\tau , t), n \in Z\setminus \{ 0\} , при этом \xi n(\tau , t) \in 

[\lambda 2n - 1, \lambda 2n], n \in Z\setminus \{ 0\} . Так как коэффициент в уравнения (4) имеет вид P (x, t) \equiv 0, Q(x, t) =
1

2
q\prime x(x, t), то справедливо \lambda  - 1 = \lambda 0 = \xi 0 = 0, т. е. \xi = 0 является собственным значением

задачи Дирихле.
Числа \xi n(\tau , t), n \in Z\setminus \{ 0\} , и знаки

\sigma n(\tau , t) = \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{n}\{ s2(\pi , \xi n, \tau , t) - c1(\pi , \xi n, \tau , t)\} , n \in Z\setminus \{ 0\} ,
называются спектральными параметрами оператора L(\tau , t). Спектральные параметры
\xi n(\tau , t), \sigma n(\tau , t) =\pm 1, n \in Z\setminus \{ 0\} , и границы спектра \lambda n(\tau , t), n \in Z\setminus \{ 0\} , называются спек-
тральными данными оператора Дирака L(\tau , t). Задача восстановления коэффициента \Omega (x, t)
оператора L(\tau , t) по спектральным данным называется обратной задачей.
С помощью начальной функции q0(x+ \tau ), \tau \in R, построим оператор Дирака вида

L(\tau , 0)y \equiv B
dy

dx
+\Omega 0(x+ \tau )y = \lambda y, x \in R, \tau \in R,

\Omega 0(x+ \tau ) =

\left(   0
1

2
q\prime 0(x+ \tau )

1

2
q\prime 0(x+ \tau ) 0

\right)   , y =

\biggl( 
y1
y2

\biggr) 
.

Решая прямую задачу, находим спектральные данные
\bigl\{ 
\lambda n, \xi 

0
n(\tau ), \sigma 

0
n(\tau ), n \in Z\setminus \{ 0\} 

\bigr\} 
операто-

ра L(\tau , 0). Нетрудно доказать, что спектральные параметры \xi 0n(\tau ), \sigma 
0
n(\tau ) = \pm 1, n \in Z\setminus \{ 0\} ,

являются периодическими функциями:

\xi 0n(\tau + \pi ) = \xi 0n(\tau ), \sigma 0n(\tau + \pi ) = \sigma 0n(\tau ), n \in Z\setminus \{ 0\} , \tau \in R.

Обратная задача для оператора Дирака вида

Ly \equiv 
\biggl( 

0 1
 - 1 0

\biggr) \biggl( 
y\prime 1
y\prime 2

\biggr) 
+

\biggl( 
p(x) q(x)
q(x)  - p(x)

\biggr) \biggl( 
y1
y2

\biggr) 
= \lambda y, x \in R,
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с периодическими коэффициентами p(x) = p(x+\pi ), q(x) = q(x+\pi ) в различных постановках
изучена в работах [30]–[37].

2. Основной результат

Основной результат настоящей работы содержится в следующем утверждении.

Теорема 1. Пусть q(x, t), x \in R, t > 0, — решение задачи Коши (1)–(3). Тогда спектраль-
ные данные \{ \lambda n(\tau , t), \xi n(\tau , t), \sigma n(\tau , t) = \pm 1\} , n \in Z\setminus \{ 0\} , оператора L(\tau , t) удовлетворяют
аналогу системы дифференциальных уравнений Дубровина

\partial \lambda n(\tau , t)

\partial t
= 0, n \in Z\setminus \{ 0\} ;

\partial \xi n (\tau , t)

\partial t
= 2( - 1)n\sigma n(\tau , t)hn(\xi (\tau , t))gn(\xi (\tau , t)), n \in Z\setminus \{ 0\} . (5)

Здесь знак \sigma n(\tau , t) = \pm 1, n \in Z\setminus \{ 0\} , меняется на противоположный при каждом столк-

новении точки \xi n(\tau , t), n \in Z\setminus \{ 0\} , с границами своей лакуны [\lambda 2n - 1, \lambda 2n]. Кроме того,

выполняются следующие начальные условия:

\xi n(\tau , t)| t=0 = \xi 0n(\tau ), \sigma n(\tau , t)| t=0 = \sigma 0n(\tau ), n \in Z\setminus \{ 0\} , (6)

где \xi 0n(\tau ), \sigma 
0
n(\tau )=\pm 1, n \in Z\setminus \{ 0\} — спектральные параметры оператора Дирака L(\tau , 0). По-

следовательности hn(\xi ) и gn(\xi ), n \in Z\setminus \{ 0\} , из уравнения (5) определяются по формулам

hn(\xi ) =
\sqrt{} 

(\xi n(\tau , t) - \lambda 2n - 1)(\lambda 2n  - \xi n(t, \tau ))fn(\xi ),

fn(\xi ) =

\sqrt{}    \infty \prod 
k= - \infty ,k \not =n

(\lambda 2k - 1  - \xi n(\tau , t))(\lambda 2k  - \xi n(\tau , t))

(\xi k(\tau , t) - \xi n(\tau , t))2
,

gn(\xi ) =
1

4\xi n (\tau , t)
\mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p} \{ q(\tau , t)\} + a(t)\xi n,

здесь

\xi = \xi (\tau , t) = (. . . , \xi  - 1(\tau , t), \xi 1(\tau , t), . . .) , \sigma = \sigma (\tau , t) = (. . . , \sigma  - 1(\tau , t), \sigma 1(\tau , t), . . .) .

Уравнения Дубровина (5) являются бесконечномерным аналогом таких уравнений для
конечнозонного случая. Несмотря на вхождение в каждую из правых частей уравнения (5)
бесконечного числа компонент бесконечномерного вектора, эти уравнения все же допускают
решение в классе три раза непрерывно дифференцируемых периодических бесконечнозон-
ных функций, эти решения вырождаются в конечнозонном случае.

Доказательство. Пусть \pi -периодическая по x функция q(x, t), x \in R, t > 0, удовлетворяет
уравнению (1). Обозначим через yn = (yn,1(x, \tau , t), yn,2(x, \tau , t))

T , n \in Z\setminus \{ 0\} , ортонормиро-
ванные собственные вектор-функции оператора L(\tau , t), рассматриваемого на отрезке [0, \pi ],
с граничными условиями Дирихле

y1(0, \tau , t) = 0, y1(\pi , \tau , t) = 0,

соответствующими собственным значениям \xi n = \xi n(\tau , t), n \in Z\setminus \{ 0\} . Дифференцируя по t
тождество

\xi n(\tau , t) = (L(\tau , t)yn, yn), n \in Z\setminus \{ 0\} ,
и используя симметричность оператора L(\tau , t), имеем

\partial \xi n(\tau , t)

\partial t
= ( \.\Omega (x+ \tau , t)yn, yn), n \in Z\setminus \{ 0\} . (7)
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Используя явный вид скалярного произведения

(y, z) =

\int \pi 

0

\Bigl[ 
y1(x)z1(x) + y2(x)z2(x)

\Bigr] 
dx, y =

\biggl( 
y1(x)
y2(x)

\biggr) 
, z =

\biggl( 
z1(x)
z2(x)

\biggr) 
,

равенство (7) перепишем в виде

\partial \xi n(\tau , t)

\partial t
=

\int \pi 

0
yn,1yn,2qxtdx. (8)

Подставляя (1) в (8), получаем равенство

\partial \xi n (\tau , t)

\partial t
=

\int \pi 

0
[yn,1yn,2\{ chq(x+ \tau , t) - a(t)qxx\} ] dx =

=
1

2

\int \pi 

0

\Bigl[ 
yn,1yn,2e

q(x+\tau ,t) + yn,1yn,2e
 - q(x+\tau ,t)

\Bigr] 
dx - a(t)

\int \pi 

0
yn,1yn,2qxx(x+ \tau , t)dx =

= I1(\tau , t) + a(t)I2(\tau , t), (9)

где

I1(\tau , t) =
1

2

\int \pi 

0

\Bigl[ 
yn,1yn,2e

q(x+\tau ,t) + yn,1yn,2e
 - q(x+\tau ,t)

\Bigr] 
dx,

I2(\tau , t) =  - 
\int \pi 

0
yn,1yn,2qxx(x+ \tau , t)dx.

Применяя тождества

yn,1(x, \tau , t) =
1

\xi n (\tau , t)

\biggl( 
y\prime n,2(x, \tau , t) +

1

2
q\prime x(x+ \tau , t)yn,2(x, \tau , t)

\biggr) 
,

yn,2(x, \tau , t) =
1

\xi n (\tau , t)

\biggl( 
 - y\prime n,1(x, \tau , t) +

1

2
q\prime x(x+ \tau , t)yn,1(x, \tau , t)

\biggr) 
,

вычислим

I1(\tau , t) =
1

2

\int \pi 

0

\Bigl[ 
yn,1yn,2e

q(x+\tau ,t) + yn,1yn,2e
 - q(x+\tau ,t)

\Bigr] 
dx =

=
1

2\xi n (\tau , t)

\int \pi 

0

\biggl[ 
yn,2e

q(x+\tau ,t)

\biggl( 
y\prime n,2(x, \tau , t) +

1

2
q\prime x(x+ \tau , t)yn,2(x, \tau , t)

\biggr) \biggr] 
dx+

+
1

2\xi n (\tau , t)

\int \pi 

0

\biggl[ 
yn,1e

 - q(x+\tau ,t)

\biggl( 
 - y\prime n,1(x, \tau , t) +

1

2
q\prime x(x+ \tau , t)yn,1(x, \tau , t)

\biggr) \biggr] 
dx =

=
1

4\xi n (\tau , t)

\biggl( \int \pi 

0

\Bigl[ 
y2n,2(x, \tau , t)e

q(x+\tau ,t)  - y2n,1(x, \tau , t)e
 - q(x+\tau ,t)

\Bigr] \prime 
dx

\biggr) 
=

=
1

4\xi n (\tau , t)
eq(\tau ,t)

\bigl[ 
y2n,2(\pi , \tau , t) - y2n,2(0, \tau , t)

\bigr] 
; (10)

I2(\tau , t) =  - 
\int \pi 

0
[yn,1yn,2qxx] dx =

\int \pi 

0

\bigl[ 
\{ y\prime n,1yn,2 + yn,1y

\prime 
n,2\} qx

\bigr] 
dx =

= \xi n

\int \pi 

0

\bigl[ 
\{ y2n,1  - y2n,2\} qx

\bigr] 
dx = \xi n

\int \pi 

0

\bigl[ 
y2n,1 + y2n,2

\bigr] \prime 
dx = \xi n

\bigl[ 
y2n,2(\pi , \tau , t) - y2n,2(0, \tau , t)

\bigr] 
. (11)

Подставляя (10), (11) в (9), получим

\partial \xi n (\tau , t)

\partial t
=

\biggl\{ 
1

4\xi n (\tau , t)
eq(\tau ,t) + a(t)\xi n

\biggr\} \bigl[ 
y2n,2(\pi , \tau , t) - y2n,2(0, \tau , t)

\bigr] 
. (12)
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Так как собственные значения \xi n(\tau , t) задачи Дирихле для уравнения (4) простые, то
справедливо равенство

yn(x, \tau , t) =
1

cn(\tau , t)
s(x, \xi n(\tau , t), \tau , t),

где

c2n(\tau , t) =

\int \pi 

0

\bigl[ 
s21(x, \xi n(\tau , t), \tau , t) + s22(x, \xi n(\tau , t), \tau , t)

\bigr] 
dx =

=  - \partial s1(\pi , \xi n(\tau , t), \tau , t)
\partial \lambda 

\times s2(\pi , \xi n(\tau , t), \tau , t).

Используя эти равенства, имеем

y2n,2(\pi , \tau , t) - y2n,2(0, \tau , t) =  - 
s2(\pi , \xi n(\tau , t), \tau , t) - 

1

s2(\pi , \xi n(\tau , t), \tau , t)

\partial s1(\pi , \tau , \xi n, t)

\partial \lambda 

.

Подставляя в это соотношение равенство

s2(\pi , \xi n(\tau , t), \tau , t) - 
1

s2(\pi , \xi n(\tau , t), \tau , t)
= \sigma n(\tau , t)

\sqrt{} 
\Delta 2(\xi n(\tau , t)) - 4 ,

получим

y2n,2(\pi , \tau , t) - y2n,2(0, \tau , t) =  - 
\sigma n(\tau , t)

\sqrt{} 
\Delta 2(\xi n(\tau , t)) - 4

\partial s1(\pi , \xi n(\tau , t), \tau , t)

\partial \lambda 

. (13)

Учитывая разложения

\Delta 2(\lambda ) - 4 =  - 4\pi 2
\infty \prod 

k= - \infty 

(\lambda  - \lambda 2k - 1)(\lambda  - \lambda 2k)

a2k
,

s1(\pi , \lambda , t) = \pi 
\infty \prod 

k= - \infty 

\xi k  - \lambda 

ak
,

где a0 = 1 и ak = k при k \not = 0, перепишем (13) в виде

y2n,2(\pi , \tau , t) - y2n,2(0, \tau , t) = 2( - 1)n\sigma n(\tau , t)hn(\xi ).

Подставляя это выражение в тождество (12), получим (5).
Если заменить граничные условия Дирихле периодическими (y(0, t) = y(\pi , t)) или ан-

типериодическими (y(0, t) =  - y(\pi , t)) граничными условиями, то вместо уравнения (12)
получим

\partial \lambda n(\tau , t)

\partial t
= 0, т. е. \lambda n(\tau , t) = \lambda n(\tau , 0), n \in Z.

Теперь в уравнении L(\tau , t)\nu n = \lambda n(\tau , t)\nu n, n \in Z, положим t = 0. Так как собственные
значения \lambda n(\tau ) = \lambda n(\tau , 0), n \in Z, периодической или антипериодической задачи для урав-
нения L(\tau , 0)\nu n = \lambda n(\tau )\nu n, n \in Z, не зависят от параметра \tau \in R, имеем \lambda n(\tau , t) = \lambda n(\tau ) =
\lambda n, n \in Z. \square 
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Замечание 1. Справедливы формулы следов

q\prime \tau (\tau , t) = 2
\infty \sum 

k= - \infty 
( - 1)k - 1 \sigma k (\tau , t)hk (\xi (\tau , t)) , (14)

0 =

\infty \sum 
k= - \infty 

\biggl( 
\lambda 2k + \lambda 2k - 1

2
 - \xi k (\tau , t)

\biggr) 
, (15)

\biggl( 
1

2
q\tau (\tau , t)

\biggr) 2

+
1

2
q\tau \tau (\tau , t) =

\infty \sum 
k= - \infty 

\Biggl( 
\lambda 22k - 1 + \lambda 22k

2
 - \xi 2k (\tau , t)

\Biggr) 
. (16)

Используя (14), систему (5) можно переписать в замкнутой форме

\partial \xi n (\tau , t)

\partial t
= ( - 1)n\sigma n(\tau , t)

\sqrt{} 
(\xi n(\tau , t) - \lambda 2n - 1)(\lambda 2n  - \xi n(\tau , t))fn(\xi )gn(\xi ), (17)

где

gn(\xi ) =
1

4\xi n (\tau , t)
\mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p}

\left\{   C(t) + 2

\int \tau 

0

\left(  \infty \sum 
k= - \infty ,k \not =0

( - 1)k - 1 \sigma k (s, t)hk (\xi (s, t))

\right)  ds

\right\}   +a(t)\xi n(\tau , t).

Здесь

q(\tau , t) = C(t) + 2

\int \tau 

0

\left(  \infty \sum 
k= - \infty ,k \not =0

( - 1)k - 1 \sigma k (s, t)hk (\xi (s, t))

\right)  ds,

где C(t) — некоторая ограниченная непрерывная функция.

В результате замены переменных

\xi n(\tau , t) = \lambda 2n - 1 + (\lambda 2n  - \lambda 2n - 1) \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}
2 xn(\tau , t), n \in Z\setminus \{ 0\} ,

систему дифференциальных уравнений Дубровина (17) и начальные условия (6) можно
переписать в виде одного уравнения в банаховом пространстве K :

dx(\tau , t)

dt
= H(x(\tau , t)), x(\tau , t)| t=0 = x0(\tau ) \in K,

где

K =

\left\{   x(\tau , t) = (. . . , x - 1(\tau , t), x1(\tau , t), . . .) : \| x(\tau , t)\| =
\infty \sum 

n= - \infty ,n \not =0

(\lambda 2n  - \lambda 2n - 1) | xn(\tau , t)| <\infty 

\right\}   ,

H(x) = (. . . , H - 1(x), H1(x), . . .),

Hn(x) = ( - 1)n\sigma n(\tau )gn(. . . , \lambda 1 + (\lambda 2  - \lambda 1) \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}
2 x1(\tau , t), . . .)\times 

\times fn(. . . , \lambda 1 + (\lambda 2  - \lambda 1) \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}
2 x1(\tau , t), . . .) = ( - 1)n\sigma n(\tau )fn (x(\tau , t)) gn (x(\tau , t)) .

Известно, что если q0(x + \pi ) = q0(x) \in C3(R), то (q0(x))
\prime 
\in C2(R). Поэтому для длины

лакуны оператора L(\tau , 0) имеет место равенство ([30], с. 98, n = 2)

\gamma k \equiv \lambda 2k  - \lambda 2k - 1 =

\bigm| \bigm| q22k\bigm| \bigm| 
2 | k| 2

+
\delta k

| k| 3
, (18)

где

\lambda 2k = k +

3\sum 
j=1

cjk
 - j + 2 - 2 | k|  - 2

\bigm| \bigm| q22k\bigm| \bigm| + | k|  - 3 \varepsilon +k ,
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\lambda 2k - 1 = k +
3\sum 

j=1

cjk
 - j  - 2 - 2 | k|  - 2

\bigm| \bigm| q22k\bigm| \bigm| + | k|  - 3 \varepsilon  - k ,

\infty \sum 
k= - \infty 

\bigm| \bigm| q22k\bigm| \bigm| 2 <\infty ,
\infty \sum 

k= - \infty 
(\varepsilon \pm k )

2 <\infty , \delta k = \varepsilon +k  - \varepsilon  - k .

Отсюда, учитывая \xi n(\tau , t) \in [\lambda 2n - 1, \lambda 2n], получим

\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{f}
k \not =n

| \xi n(\tau , t) - \xi k(\tau , t)| \geq a > 0.

Теперь, пользуясь этим неравенством и (18), оценим функции

| fn(x(\tau , t))| ,
\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \partial fn(x(\tau , t))\partial xm

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| , | gn(x(\tau , t))| ,
\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \partial gn(x(\tau , t))\partial xm

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| .
Лемма 1. Справедливы следующие оценки:

C1 \leq | fn(x)| \leq C2,

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \partial fn(x)\partial xm

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \leq C3\gamma m, (19)

| gn(x)| \leq C4 | n| ,
\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \partial gn(x)\partial xm

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \leq C5\gamma m, m, n \in Z\setminus \{ 0\} , (20)

где Cj > 0, j = 1, 5, не зависят от m,n.

Доказательство. Неравенство (19) доказано в работе [24]. Поэтому докажем (20). Посколь-
ку функция a(t) ограничена, то \exists M > 0 такoе, что выполняется неравенство | a(t)| \leq M .
Пользуясь этим неравенством и (18), получим оценки

| gn(x(\tau , t)| \leq 
1

4| \lambda 2n - 1 + \gamma n \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}
2 xn(\tau , t)| 

\times 

\times \mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p}

\left\{   | C(t)| +
\int \tau 

0

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
\infty \sum 

k= - \infty , k \not =0

( - 1)k - 1 \gamma k\sigma 
0
k(s) \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}(2xk(s, t))fk (x (s, t))

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| ds
\right\}   +

+M | \lambda 2n - 1 + \gamma n \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}
2 xn(\tau , t)| \leq 

1

4A1| n| 
\mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p}

\left\{   M1 +

\int \tau 

0

\infty \sum 
k= - \infty , k \not =0

C2\gamma kds

\right\}   +MA2| n| \leq C4| n| .

Теперь оценим функцию\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \partial gn(x(\tau , t))\partial xm

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \leq 1

4| \lambda 2n - 1 + \gamma n \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}
2 xn(\tau , t)| 

\times 

\times \mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p}

\left\{   | C(t)| +
\int \tau 

0

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
\infty \sum 

k= - \infty , k \not =0

( - 1)k - 1 \gamma k\sigma 
0
k(s) \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}(2xk(s, t))fk (x (s, t))

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| ds
\right\}   \times 

\times 

\Biggl[ \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \int \tau 

0
( - 1)m - 1 \gamma m\sigma 

0
m(s)

\biggl[ 
2 \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}(2xm(s, t))fm (x(s, t)) + \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}(2xm(s, t))

\partial fm (x(s, t))

\partial xm(s, t)

\biggr] 
ds

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| +
+

\int \tau 

0

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
\infty \sum 

k= - \infty , k \not =m

( - 1)k - 1 \gamma k\sigma 
0
k(s) \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}(2xk(s, t))

\partial fk (x(s, t))

\partial xm(s, t)

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| ds
\Biggr] 
\leq 
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\leq M

4A1| n| 
\mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p}

\left\{   M1 +

\int \tau 

0

\infty \sum 
k= - \infty , k \not =0

C2\gamma kds

\right\}   \times 

\times 

\left\{   B1\gamma m| \tau | +B2\gamma 
2
m| \tau | + \gamma m

\int \tau 

0

\infty \sum 
k= - \infty , k \not =m

C3\gamma kds

\right\}   \leq C5\gamma m,

где A1, A2, B1, B2 > 0 и не зависят от параметров m,n. \square 

Лемма 2. Если q0(x + \pi ) = q0(x) \in C3(R), то вектор-функция H(x(\tau , t)) удовлетворя-
ет условию Липщица в банаховом пространстве K, т. е. существует константа L > 0
такая, что для произвольных элементов x(\tau , t), y(\tau , t) \in K выполняется неравенство

\| H(x(\tau , t)) - H(y(\tau , t))\| \leq L \| x(\tau , t) - y(\tau , t)\| ,

где

L = C

\infty \sum 
n= - \infty ,n \not =0

| n| (\lambda 2n  - \lambda 2n - 1) = C

\infty \sum 
n= - \infty ,n\not =0

| n| \gamma n <\infty .

Доказательство. Сначала используя лемму 1, оценим производную функции

Fn(x) = gn(x)fn(x) :\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \partial Fn(x)

\partial xm

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \leq \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \partial fn(x)\partial xm

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| | gn(x)| + \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \partial gn(x)\partial xm

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| | fn(x)| \leq C3C4\gamma m| n| + C2C5\gamma m \leq C\gamma m| n| ,

где C = \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{s}\mathrm{t} > 0 не зависит от m,n.
Далее, используя выражение

Hn(x(\tau , t)) = ( - 1)n\sigma 0n(\tau )Fn(x(\tau , t)),

получим

| Hn(x(\tau , t)) - Hn(y(\tau , t))| = | Fn(x(\tau , t)) - Fn(y(\tau , t))| .
Применим теорему Лагранжа о конечном приращении к функции \varphi (t) = Fn(x + t(y  - x))
на отрезке t \in [0, 1]. Тогда получим равенство

\varphi (1) - \varphi (0) = \varphi \prime (t\ast ),

т. е.

Fn(x) - Fn(y) =
\infty \sum 

m= - \infty 

\partial Fn(\theta )

\partial xm
(xm  - ym),

где \theta = x+ t\ast (y  - x). Отсюда следует

| Hn (x(\tau , t)) - Hn (y(\tau , t))| = | Fn (x(\tau , t)) - Fn (y(\tau , t))| \leq 
\infty \sum 

m= - \infty 

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \partial Fn(\theta )

\partial xm

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| | xm(\tau , t) - xm(\tau , t)| \leq 

\leq C| n| 
\infty \sum 

m= - \infty 
| \lambda 2m  - \lambda 2m - 1| | xm(\tau , t) - ym(\tau , t)| = C| n| \| x(\tau , t) - y(\tau , t)\| .

Теперь оценим норму \| H(x(\tau , t)) - H(y(\tau , t))\| :

\| H(x) - H(y)\| =

\infty \sum 
n= - \infty ,n \not =0

(\lambda 2n  - \lambda 2n - 1) | Hn(x) - Hn(y)| \leq 
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\leq 
\infty \sum 

n= - \infty ,n \not =0

C| n| (\lambda 2n  - \lambda 2n - 1) \| x - y\| = L \| x - y\| ,

где

L = C

\infty \sum 
n= - \infty ,n\not =0

| n| (\lambda 2n  - \lambda 2n - 1) <\infty . (21)

Таким образом, условие Липщица выполняется. Поэтому решение задачи Коши (5), (6) для
всех t \geq 0 и \tau \in R существует и единственно. \square 

Замечание 2. Теорема 1 и лемма 2 дают метод нахождения решения задачи (1)–(3).

Доказательство. Для этого сначала найдем спектральные данные

\lambda n, \xi 0n(\tau ), \sigma 0n(\tau ) = \pm 1, n \in Z\setminus \{ 0\} ,
оператора Дирака L(\tau , 0). Обозначим спектральные данные оператора L(\tau , t) через \lambda n,
\xi n(\tau , t), \sigma n(\tau , t) = \pm 1, n \in Z\setminus \{ 0\} . Теперь решая задачу Коши (17), (6) при произволь-
ном значении \tau , находим \xi n(\tau , t), \sigma n(\tau , t), n \in Z\setminus \{ 0\} . Из формулы следов (14) определим
функцию q\tau (\tau , t), т. е. решение задачи (1)–(3).
До сих пор мы предполагали, что задача Коши (1)–(3) имеет решение. От этого предпо-

ложения нетрудно освободиться, непосредственно убедившись, что полученная таким спо-
собом функция q\tau (\tau , t), \tau \in R, t > 0, действительно удовлетворяет уравнению (1). \square 

Замечание 3. Функция q\tau (\tau , t), построенная с помощью системы уравнений Дубровина
(17), (6) и формулы (14), удовлетворяет уравнению (1).

Доказательство. Используем вторую формулу следов\biggl( 
1

2
q\tau (\tau , t)

\biggr) 2

+
1

2
q\tau \tau (\tau , t) =

\infty \sum 
k= - \infty 

\Biggl( 
\lambda 22k - 1 + \lambda 22k

2
 - \xi 2k (\tau , t)

\Biggr) 
. (22)

Дифференцируя (22) по t, имеем

1

2
q\tau (\tau , t) q\tau t (\tau , t) +

1

2
(q\tau t (\tau , t))\tau =  - 

\infty \sum 
k= - \infty 

2\xi k (\tau , t)
\partial \xi k (\tau , t)

\partial t
. (23)

Здесь мы использовали равенство (q\tau (\tau , t))t\tau = (q\tau (\tau , t))\tau t. Далее, учитывая систему урав-
нений Дубровина (5), из (23) получим

q\tau (\tau , t) z (\tau , t) + z\tau (\tau , t) =

= 2
\infty \sum 

k= - \infty 

\biggl( 
 - 2\xi k (\tau , t)\times 2( - 1)k\sigma k(\tau , t)hk(\xi (\tau , t))

\biggl( 
1

4\xi k (\tau , t)
eq(\tau ,t) + a(t)\xi k

\biggr) \biggr) 
=

= 2eq(\tau ,t)
\infty \sum 

k= - \infty 
( - 1)k - 1\sigma k(\tau , t)hk(\xi (\tau , t)) + 8a(t)

\infty \sum 
k= - \infty 

( - 1)k - 1\sigma k(\tau , t)hk(\xi k(\tau , t))\xi 
2
k(\tau , t), (24)

где

z (\tau , t) = q\tau t (\tau , t) . (25)

Дифференцируя формулу (22) по \tau и используя систему дифференциальных уравнений
Дубровина, соответствующую уравнению (4),

\partial \xi n(\tau , t)

\partial \tau 
= 2( - 1)n - 1\sigma n(\tau , t)hn (\xi (\tau , t)) \xi n(\tau , t),
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получим тождество

8
\infty \sum 

k= - \infty 
( - 1)k - 1\sigma k(\tau , t)hk(\xi k(\tau , t))\xi 

2
k(\tau , t) =  - q\tau q\tau \tau  - q\tau \tau \tau . (26)

Теперь используя (14), (26), из (24) выводим линейное уравнение относительно z (\tau , t):

q\tau z (\tau , t) + z\tau (\tau , t) = q\tau e
q(\tau ,t)  - a(t)q\tau q\tau \tau  - a(t)q\tau \tau \tau . (27)

Нетрудно проверить, что функция

C(t)e - q +
1

2
eq  - a(t)q\tau \tau 

является решением линейного уравнения (27). Выбирая C(t) =
1

2
, имеем z(\tau , t) = \mathrm{c}\mathrm{h} q(\tau , t) - 

a(t)q\tau \tau (\tau , t). Отсюда и из обозначения (25), получим уравнение (1):

q\tau t(\tau , t) = \mathrm{c}\mathrm{h} q(\tau , t) - a(t)q\tau \tau , \tau \in R, t > 0.

\square 

Таким образом, доказана

Теорема 2. Если начальная функция q0(x) удовлетворяет условию

q0(x+ \pi ) = q0(x) \in C3(R),

то существует однозначно определяемое решение q\prime x(x, t), x \in R, t > 0, задачи (1)–(3),
которое определяется по формуле (14).

Замечание 4. Равномерная сходимость рядов в формулах (14)–(16) и (23), (24), а также
(21), следует из равенств (18) и оценки (19).

Следствие 1. Используя результаты работы [31], [38], выводим, что если начальная функ-
ция q0(x) является действительной аналитической \pi -периодической функцией, то решение
q(x, t) задачи (1)–(3) является действительной аналитической функцией по переменной x.

Следствие 2. Если число
\pi 

2
является периодом (антипериодом) для начальной функции

q0(x), то все корни уравнения \Delta (\lambda )+ 2 = 0 (\Delta (\lambda ) - 2 = 0) являются двукратными. Так как
функция Ляпунова, соответствующая коэффициенту q(x, t), совпадает с \Delta (\lambda ), то согласно

результатам работ [32] и [33] число
\pi 

2
является также периодом (антипериодом) для решения

q(x, t) по переменной x.

Заключение

Метод обратной спектральной задачи применяется для интегрирования нелинейного урав-
нения типа синус-Гордона с дополнительным членом в классе периодических бесконечно-
зонных функций. Доказана разрешимость задачи Коши для бесконечной системы диф-
ференциальных уравнений Дубровина в классе три раза непрерывно дифференцируемых
периодических бесконечнозонных функций. Показано, что сумма равномерно сходящегося
функционального ряда, построенного с помощью решения системы уравнений Дубровина и
формулы первого следа, удовлетворяет уравнениям типа синус-Гордона с дополнительным
членом. Установлена разрешимость задачи Коши для уравнения типа синус-Гордона с до-
полнительным членом в классе три раза непрерывно дифференцируемых периодическых
функций. Кроме того, доказано, что если начальная функция является действительной
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\pi -периодической аналитической функцией, то и решение задачи Коши для уравнения ти-
па синус-Гордона с дополнительным членом также является вещественной аналитической

функцией по переменной x, а если число
\pi 

2
является периодом (антипериодом) начальной

функции, то число
\pi 

2
также является периодом (антипериодом) по переменной x решения

задачи Коши для уравнения типа синус-Гордона с дополнительным членом.
Авторы выражают благодарность рецензенту за ряд полезных замечаний.
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A.B.Khasanov and Kh.N.Normurodov

Integration of a sine-Gordon type equation with an additional term in the class of periodic

infinite-gap functions

Abstract. In this paper, the inverse spectral problem method is used to integrate a nonlinear
sine-Gordon type equation with an additional term in the class of periodic infinite-gap functions.
The solvability of the Cauchy problem for an infinite system of Dubrovin differential equations in
the class of three times continuously differentiable periodic infinite-gap functions is proved. It is
shown that the sum of a uniformly convergent functional series constructed by solving the system
of Dubrovin equations and the first trace formula satisfies sine-Gordon-type equations with an
additional term.
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