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КЛАССИЧЕСКОЕ РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ КОШИ ДЛЯ ПОЛУЛИНЕЙНОГО
ГИПЕРБОЛИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ В СЛУЧАЕ ДВУХ НЕЗАВИСИМЫХ

ПЕРЕМЕННЫХ

Аннотация. В полуплоскости рассматривается нелинейное уравнение в частных производных
строго гиперболического типа порядка больше двух. Оператор в уравнении представляет со-
бой произведение дифференциальных операторов первого порядка. К уравнению присоеди-
няются условия Коши. Решение строится в неявном аналитическом виде как решение неко-
торого интегрального уравнения. Локальная разрешимость этого уравнения доказывается с
помощью теоремы Банаха о неподвижной точке и/или теоремы Шаудера о неподвижной точ-
ке, а глобальная разрешимость — с помощью теоремы Лере–Шаудера. Для рассматриваемой
задачи доказывается единственность решения и устанавливаются условия, при выполнении
которых существует ее классическое решение.
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Введение

В настоящей работе получено решение задачи Коши в неявном аналитическом виде для
нелинейного гиперболического уравнения n-го порядка с постоянными коэффициентами
при частных производных, где n — натуральное число. Оператор в уравнении представ-
ляет собой композицию дифференциальных операторов первого порядка. В задаче Коши
неизвестная функция зависит от двух независимых переменных. Используя метод, пред-
ложенный в ([1], c. 674), и результаты работы [2], выводится интегральное уравнение. Ис-
пользуя теорему Банаха о неподвижной точке или теорему Шаудера о неподвижной точ-
ке, доказывается разрешимость этого уравнения для некоторой окрестности любой точ-
ки (t = 0, x = x0). Глобальная разрешимость доказывается с помощью принципа Лере–
Шаудера.
Задача Коши для нелинейных гиперболических уравнений с частными производными

исследовалась и другими методами, в большинстве случаев методами функционального
анализа. Но они, как правило, требуют некоторых условий ограниченности на начальные
данные, и позволяют доказать только корректную постановку задачи [3]–[5].
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Следует отметить, что теория задачи Коши для линейных гиперболических дифферен-
циальных уравнений с частными производными хорошо разработана [5]. Однако, линеари-
зация нелинейных уравнений математической физики не всегда ведет к содержательному
результату. Может оказаться, что линейные уравнения, возникшие в результате линеари-
зации, сохраняют свою применимость для рассматриваемого физического процесса лишь
некоторое конечное время. Более того, с точки зрения физики для нелинейных уравнений
математической физики зачастую исключительно важны «существенно нелинейные» ре-
шения, качественно отличающиеся от решений линейных уравнений. Такими могут быть
стационарные решения солитонного типа, локализованные в одном или нескольких изме-
рениях, или решения типа волновых коллапсов, описывающие самопроизвольную концен-
трацию энергии в небольших областях пространства. Существенно нелинейными являются
и стационарные решения уравнений гидродинамики [6].

1. Постановка задачи

В области Q = (0,\infty ) \times \BbbR двух независимых переменных (t, x) \in Q \subset \BbbR 2 рассмотрим
одномерное нелинейное уравнение\Biggl[ 

n\prod 
i=1

(\partial t  - ai\partial x)

\Biggr] 
u(t, x) - f(t, x, u(t, x)) = F (t, x), (1)

где ai (i = 1, . . . , n) — различные действительные ненулевые числа, и причем ai < aj , если

i < j, F — функция, заданная на множестве Q, а f — функция, заданная на множестве
[0,\infty )\times \BbbR 2. К уравнению (1) присоединяются начальные условия

\partial i
tu(0, x) = Di\varphi i(x), i = 0, . . . , n - 1, x \in \BbbR , (2)

где \varphi i — функции, заданные на действительной оси, а D — оператор обыкновенной произ-
водной.
В одномерном линейном случае с постоянными коэффициентами задача (1)–(2) была пол-

ностью решена в работах [2], [7]. Многомерные линейные случаи задачи (1)–(2), в которых
n четно и ai =  - ai+n/2, исследовались в работах [8]–[10] с помощью преобразования Фурье.
В статье [11] в случае четного n и ai =  - ai+n/2 исследовалась смешанная задача для урав-
нения (1) в трехмерной цилиндрической области. В работе [12] в линейном многомерном
случае изучалось поведение решений задачи Коши (1)–(2) и были построены фундамен-
тальные решения уравнения (1) при f \equiv 0. В одномерном линейном случае при n = 2 с
переменными коэффициентами задача (1)–(2) изучалась в работе [13].
Нелинейный частный случай n = 2, a1 =  - a2 исследовался в работах [14]–[17]. В ста-

тьях [18]–[20] исследовался частный случай n = 2, ai = ( - 1)i с экспоненциальной нелиней-
ностью f(t, x, u) = a(t, x) \mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p}(u) (так называемое обобщенное уравнение Лиувилля).
Отметим также работу [21], в которой исследовался линейный случай более общего опе-

ратора — оператора Бесселя.
Уравнения вида (1) встречаются в квантовой теории поля как математические модели

скалярного незаряженного поля [22], [23].

2. Интегральное уравнение

Рассмотрим оператор K, действующий по формуле

K[u](t, x) =
1

\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{t}(A)

n\sum 
i=1

\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{t}(Ak(x+ akt)) +
1

(n - 2)!

t\int 
0

n\sum 
k=1

\left(  n\prod 
i=1
i \not =k

(ak  - ai)

\right)   - 1

\times 
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\times 
x+ak(t - \tau )\int 

0

(x+ ak(t - \tau ) - \xi )n - 2 (F (\tau , \xi ) + f(\tau , \xi , u(\tau , \xi ))) d\xi d\tau , (3)

и интегральное уравнение

u(t, x) = K[u](t, x), (4)

где

A =

\left(    
1 . . . 1
a1 . . . an
. . . . . . . . .

(a1)
n - 1 . . . (an)

n - 1

\right)    ,

Ak(x) =

\left(    
1 . . . 1 \varphi 0(x) 1 . . . 1
a1 . . . ak - 1 \varphi 1(x) ak+1 . . . an
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

(a1)
n - 1 . . . (ak - 1)

n - 1 \varphi n - 1(x) (ak+1)
n - 1 . . . (an)

n - 1

\right)    .

Теорема 1. Пусть выполняются условия f \in C1(Q \times \BbbR ), F \in C1(Q), \varphi i \in Cn(\BbbR ), i =
1, . . . , n. Функция u принадлежит классу Cn(Q) и удовлетворяет уравнению (1) в Q и

условиям (2) на всей числовой прямой тогда и только тогда, когда она является непре-

рывным решением уравнения (4) в Q.

Доказательство. 1) Решение уравнения (1) ищем в виде u = v+w, где v является решением
однородного линейного гиперболического уравнения n-го порядка\Biggl[ 

n\prod 
i=1

(\partial t  - ai\partial x)

\Biggr] 
v(t, x) = 0, (t, x) \in Q,

\partial i
tv(0, x) = Di\varphi i(x), i = 0, . . . , n - 1, x \in \BbbR ,

а w — это решение уравнения\Biggl[ 
n\prod 

i=1

(\partial t  - ai\partial x)

\Biggr] 
w(t, x) = F (t, x) + f(t, x, (v + w)(t, x)), (t, x) \in Q,

\partial i
tw(0, x) = 0, i = 0, . . . , n - 1, x \in \BbbR .

Результаты работы [2] позволяют записать ([2], теорема 4.1, формула (4.16) для v, теоре-
ма 4.3, формулы (4.27), (4.28) для w)

v(t, x) =
1

\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{t}(A)

n\sum 
i=1

\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{t}(Ak(x+ akt)), (t, x) \in Q,

w(t, x) =
1

(n - 2)!

t\int 
0

n\sum 
k=1

\left(  n\prod 
i=1
i \not =k

(ak  - ai)

\right)   - 1 x+ak(t - \tau )\int 
0

(x+ ak(t - \tau ) - \xi )n - 2\times 

\times (F (\tau , \xi ) + f(\tau , \xi , (v + w)(\tau , \xi )))d\xi d\tau , (t, x) \in Q,

Следовательно, наше искомое решение u должно быть решением нелинейного интеграль-
ного уравнения (4).
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2) Если функция u есть непрерывное решение уравнения (4), то в силу условий гладкости
f \in C1(Q \times \BbbR ), F \in C1(Q), \varphi i \in Cn(\BbbR ), i = 1, . . . , n, заключаем, что u \in Cn(Q). Подстав-
ляя представления (4) в уравнение (1), убеждаемся, что функция u удовлетворяет этому
уравнению в Q и условиям (2) на всей числовой прямой. \square 

Для теоремы 1 можно сформулировать локальный аналог.

Теорема 2. Пусть

\Omega = \mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{v}

\biggl\{ 
(0, l) , (0, r) ,

\biggl( 
r  - l

an  - a1
,
lan  - a1r

an  - a1

\biggr) \biggr\} 
,

где l < r, l \in \BbbR , r \in \BbbR , и выполняются условия f \in C1(\Omega \times \BbbR ), F \in C1(\Omega ), \varphi i \in Cn([l, r]),
i = 1, . . . , n. Функция u принадлежит классу Cn(\Omega ) и удовлетворяет уравнению (1) в \Omega 
условиям (2) на отрезке [l, r] тогда и только тогда, когда она является непрерывным

решением уравнения (4) в \Omega .

Доказательство аналогично доказательству предыдущей теоремы.

Замечание. В теореме 2 множество \Omega выбрано таким образом, чтобы начальные данные,
заданные на отрезке [l, r], однозначно определяли решение на \Omega , т. е. \Omega — это область опре-
деленности отрезка [l, r]. Более подробно этот вопрос изложен в ([5], c. 47–49).

3. Локальная разрешимость

Теорема 3. Пусть выполняются условия f \in C(Q\times \BbbR ), F \in C(Q), \varphi i \in C1(\BbbR ), i = 1, . . . , n,
и f удовлетворяет условию Липшица по последней переменной c постоянной L, т. е.
| f(t, x, z1)  - f(t, x, z2)| \leqslant L| z1  - z2| . Тогда уравнение (4) имеет единственное непрерывное

решение в некоторой окрестности любой точки (0, x0), где x0 \in \BbbR .

Доказательство. Для некоторого положительного действительного числа l и точки (0, x0),
где x0 \in \BbbR , введем множество

\Omega x0;l = \mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{v}

\biggl\{ 
(0, x0  - l), (0, x0 + l),

\biggl( 
2l

an  - a1
,
x0an  - lan  - la1  - a1x0

an  - a1

\biggr) \biggr\} 
.

1) Существование докажем по схеме, приведенной в работах [24], [25]. Из структуры
оператора K следует, что этот оператор непрерывно действует из пространства C(\Omega x0;l)
в пространство C1(\Omega x0;l). А поскольку вложение пространства C1(\Omega x0;l) в пространство
C(\Omega x0;l) компактно ([26], п. 6.8), то заключаем, что оператор K : C(\Omega x0;l) \mapsto \rightarrow C(\Omega x0;l) вполне
непрерывен.
В силу (3) и теоремы Фубини нетрудно заметить, что выражение (4) можно записать в

виде

u(t, x) = K[u](t, x) =

t\int 
0

K(0)[u](t, x; \tau ) d\tau +G(t, x), (t, x) \in \Omega x0;l, (5)

где K(0) — ограниченный оператор в пространстве C(\Omega x0;l), G — некоторая вполне опреде-
ленная функция класса C(\Omega x0;l).
Для заданного r > 0 положим

Br(G) := \{ v | v \in C(\Omega x0;l) \wedge \| v  - G\| C(\Omega x0;l
) \leqslant r\} ,

M(r) := \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
v\in Br(G)

\| K(0)[v]\| C(\Omega x0;l
). (6)
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Из структуры оператора K(0) видно, что M(r) < +\infty . Из (5) и (6) вытекает неравенство

| K[v](t, x) - G(t, x)| \leqslant 
t\int 

0

\bigm| \bigm| \bigm| K(0)[u](t, x; \tau )
\bigm| \bigm| \bigm| d\tau \leqslant tM(r), (t, x) \in \Omega x0;l,

для любой функции v \in Br(G). Отсюда следует, что при t \leqslant T0 := r/M(r) непрерывный
компактный оператор K переводит замкнутый выпуклый шар Br(G) в себя. По теореме

Шаудера о неподвижной точке существует хотя бы одно решение уравнения (4) в C(\Omega T0
x0;l

=

\{ (t, x) | (t, x) \in \Omega x0;l \wedge t \leqslant T0\} ).
2) Единственность. Докажем единственность решения уравнения (4) от противного. Пусть

существуют два решения u(0) и u(1) уравнения (4). Обозначим U = u(0)  - u(1). Тогда

U(t, x) =
1

(n - 2)!

t\int 
0

n\sum 
k=1

\left(  n\prod 
i=1
i \not =k

(ak  - ai)

\right)   - 1 x+ak(t - \tau )\int 
0

\Bigl\{ 
(x+ ak(t - \tau ) - \xi )n - 2\times 

\times (f(\tau , \xi , u(0)(\tau , \xi )) - f(\tau , \xi , u(1)(\tau , \xi )))
\Bigr\} 
d\xi d\tau , (t, x) \in \Omega T0

x0;l
. (7)

Из формулы (7) с учетом условия Липшица следует

| U(t, x)| \leqslant L\scrA 
(n - 2)!

t\int 
0

n\sum 
k=1

x+ak(t - \tau )\int 
0

\bigm| \bigm| \bigm| (x+ ak(t - \tau ) - \xi )n - 2U(\tau , \xi )
\bigm| \bigm| \bigm| d\xi d\tau , (t, x) \in \Omega T0

x0;l
, (8)

где \scrA = \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}
k=1,...,n

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
n\prod 

i=1
i \not =k

(ak  - ai)

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
 - 1

. Применяя обобщение известного неравенства Гронуолла–

Беллмана ([27], c. 325; [28], c. 401–403) к оценке (8), получаем

| U(t, x)| \leqslant 0\times C\mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p} = 0, (t, x) \in \Omega T0
x0;l

,

где C\mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p} — неотрицательная константа, зависящая только от чисел ak (k = 1, . . . , n), x0,

n, L и l. Отсюда следует, что u(0) = u(1), т. е. оба решения тождественно равны. Значит,
решение уравнения (4) единственно. \square 

Как видно из доказательства теоремы 3, для существования решения липшицевость
функции f вообще не нужна, но она нужна для доказательства единственности и может
быть ослаблена вышеприведенной теоремой. Также заодно можно ослабить условия глад-
кости функций \varphi i, i = 1, . . . , n.

Теорема 4. Пусть выполняются условия f \in C(Q\times \BbbR ), F \in C(Q), \varphi \in C(\BbbR ), i = 1, . . . , n,
и f удовлетворяет условию типа Липшица–Каратеодори по третьей переменной с изме-

римой локально-интегрируемой с квадратом функцией k, т. е.

| f(t, x, z1) - f(t, x, z2)| \leqslant k(t, x)| z1  - z2| , k \in L2
\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{c}(Q), k(t, x) \geqslant 0.

Тогда уравнение (4) имеет единственное непрерывное решение в некоторой окрестности

любой точки (0, x0), где x0 \in \BbbR .
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Доказательство. Выберем две функции u1 и u2 из класса C(\Omega x0;l) и подсчитаем

\| K[u1] - K[u2]\| C(\Omega x0;l
) =

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
1

(n - 2)!

t\int 
0

n\sum 
k=1

\left(  n\prod 
i=1
i \not =k

(ak  - ai)

\right)   - 1 x+ak(t - \tau )\int 
0

(x+ ak(t - \tau ) - \xi )n - 2\times 

\times (f(\tau , \xi , u1(\tau , \xi )) - f(\tau , \xi , u2(\tau , \xi )))d\xi d\tau 

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
C(\Omega x0;l

)

\leqslant \scrA 
(n - 2)!\times 

\times 

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
t\int 

0

n\sum 
k=1

x+ak(t - \tau )\int 
0

| x+ ak(t - \tau ) - \xi | n - 2k(\tau , \xi )| u1(\tau , \xi ) - u2(\tau , \xi )| d\xi d\tau 

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
C(\Omega x0;l

)

\leqslant 
\scrA \| u1  - u2\| C(\Omega x0;l

)

(n - 2)!
\times 

\times 
n\sum 

k=1

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
\sqrt{}      
\left(   t\int 

0

d\tau 

x+ak(t - \tau )\int 
0

| x+ ak(t - \tau ) - \xi | 2n - 4d\xi 

\right)   
\left(   t\int 

0

d\tau 

x+ak(t - \tau )\int 
0

(k(\tau , \xi ))2d\xi 

\right)   
\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
C(\Omega x0;l

)

\leqslant 

\leqslant 
\scrA \| u1  - u2\| C(\Omega x0;l

)\| k\| L2(\Omega x0;l
)

(n - 2)!

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
n\sum 

k=1

\sqrt{} 
| (x+ akt)2n - 2  - x2n - 2| 
2(n - 1)(2n - 3)ak

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
C(\Omega x0;l

)

.

(9)
Пользуясь оценкой (9) заключаем, что операторK : C (\Omega x0;l) \mapsto \rightarrow C (\Omega x0;l) сжимающий, если l
достаточно мало. Это следует из того, что функция

g : [0,\infty ) \ni l \mapsto \rightarrow 

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
n\sum 

k=1

\sqrt{} 
| (x+ akt)2n - 2  - x2n - 2| 
2(n - 1)(2n - 3)ak

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
C(\Omega x0;l

)

\in \BbbR (10)

непрерывная и возрастающая, причем g(0) = 0 и g(+\infty ) = +\infty . А значит, число l, удовле-
творяющее неравенству \scrA \| u1 - u2\| C(\Omega x0;l

)\| k\| L2(\Omega x0;l
)((n - 2)!) - 1g(l) < 1, может быть найдено

методом бинарного поиска.
Применив теорему Банаха о неподвижной точке к оператору K : C (\Omega x0;l) \mapsto \rightarrow C (\Omega x0;l),

заключаем, что уравнение u = K[u], u \in C (\Omega x0;l) имеет единственное решение. \square 

На самом деле, для существования локального непрерывного решения интегрального
уравнения (4) от требования липшицевости функции f можно отказаться ценой ее непре-
рывной дифференцируемости.

Теорема 5. Пусть выполняются условия f \in C1(Q\times \BbbR ), F \in C(Q), \varphi \in C(\BbbR ), i = 1, . . . , n.
Тогда уравнение (4) имеет единственное непрерывное решение в некоторой окрестности

любой точки (0, x0), где x0 \in \BbbR .

Доказательство. Для l > 0 и \mu > 0 определим

X\mu ;l = \{ u | u \in C(\Omega x0;l) \wedge \| u\| C(\Omega x0;l
) \leqslant \mu \wedge u(0, \bullet ) = Di\varphi , i = 0, . . . , n - 1\} 

Мы утверждаем, что если \mu достаточно велико, а l достаточно мало, то K : X\mu ;l \mapsto \rightarrow X\mu ;l.
Действительно, поскольку f — непрерывная функция, то она ограничена и равномерно
непрерывна на компакте \Omega x0;l;\mu = \Omega x0;l \times [ - \mu , \mu ]. Пусть \Phi = \| f\| C(\Omega x0;l;\mu 

). Легко видеть, что

для любых \widetilde l < l и \widetilde \mu < \mu верно неравенство \| f\| 
C
\Bigl( 
\Omega 

x0;
\widetilde l;\widetilde \mu 

\Bigr) \leqslant \Phi . Обозначим
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\Theta 
(1)
l =

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 1

\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{t}(A)

n\sum 
i=1

\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{t}(Ak(x+ akt))

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
C(\Omega x0;l

)

,

\Theta 
(2)
l =

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
1

(n - 2)!

t\int 
0

n\sum 
k=1

\left(  n\prod 
i=1
i \not =k

(ak  - ai)

\right)   - 1 x+ak(t - \tau )\int 
0

(x+ ak(t - \tau ) - \xi )n - 2F (\tau , \xi )d\xi d\tau 

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
C(\Omega x0;l

)

.

(11)

При уменьшении l без изменения величин \Theta 
(1)
l и \Theta 

(2)
l в формулах (11) знаки = заменяются

на \geqslant .
Теперь для u \in X\mu ;l рассмотрим оценку вида (9)

\| K[u]\| C(\Omega x0;l
) \leqslant \Theta 

(1)
l +\Theta 

(2)
l +

\scrA \Phi g(l)
\sqrt{} 

\mathrm{m}\mathrm{e}\mathrm{s}(\Omega x0;l)

(n - 2)!
,

где \mathrm{m}\mathrm{e}\mathrm{s} — стандартная мера Лебега, g — функция, заданная формулой (10). Нам небходимо
выполнение неравенства

\| K[u]\| C(\Omega x0;l
) \leqslant \Theta 

(1)
l +\Theta 

(2)
l +

\scrA \Phi g(l)
\sqrt{} 
\mathrm{m}\mathrm{e}\mathrm{s}(\Omega x0;l)

(n - 2)!
\leqslant \mu , u \in X\mu ;l, (12)

чтобы выражение K[u] \in X\mu ;l было истинным. Число l такое, что неравенство (12) будет
верным и может быть найдено по следующщему алгоритму.

\circ Присвоить l = 1 (или другому любому действительному числу).

\circ Вычислить \Theta 
(1)
l и \Theta 

(1)
l по формулам (11).

\circ Присвоить \mu = 2
\Bigl( 
\Theta 

(1)
l +\Theta 

(2)
l

\Bigr) \Bigl( 
отсюда получаем \Theta 

(1)
l +\Theta 

(2)
l = \mu /2

\Bigr) 
.

\circ Используя алгоритм бинарного поиска, выбрать (уменьшить) l таким, чтобы было
верно неравенство \scrA \Phi g(l)

\sqrt{} 
\mathrm{m}\mathrm{e}\mathrm{s}(\Omega x0;l)((n  - 2)!) - 1 \leqslant \mu /2. Заметим, что уменьшение

l оставляет в силе предыдущие неравенства.

Поскольку константа l выбрана такой, что неравенство (12) выполняется, и K[u](0, \bullet ) =
Di\varphi , i = 0, . . . , n - 1, то K[u] \in X\mu ;l.
Так как f — непрерывно-дифференцируемая функция, то ее частные производные огра-

ничены на компакте \Omega x0;l;\mu , тогда f удовлетворяет на этом компакте условию Липшица с
некоторой постоянной L, и в таком случае верно неравенство (9), где k \equiv L. Снова используя
алгоритм бинарного поиска, уменьшаем l так, чтобы для любых u1, u2 \in X\mu ;l выполнялось
неравенство

\| K[u1] - K[u2]\| C(\Omega x0;l
) \leqslant 

1

2
\| u1  - u2\| C(\Omega x0;l

). (13)

При этом неравенства (12) останутся в силе.
Выберем любое u0 \in X\mu ;l. Если мы рекуррентно определим um = K[um - 1], m \in \BbbN , то по

доказательству теоремы Банаха о неподвижной точке ([1], с. 534) um \rightarrow u в пространстве
C (\Omega x0;l), u = K[u]. Более того, поскольку \| um\| C(\Omega x0;l

) \leqslant \mu , то u \in X\mu ;l. Единственность

следует из (13). \square 
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4. Локальное классическое решение

Теорема 6. Пусть выполняются условия f \in C1(Q \times \BbbR ), F \in C1(Q), \varphi \in Cn(\BbbR ), i =
1, . . . , n. Тогда задача Коши (1), (2) имеет единственное классическое решение в некоторой

окрестности любой точки (0, x0), где x0 \in \BbbR .

Доказательство следует из теорем 2 и 5.

5. Априорные оценки

Пусть при \lambda \in [0, 1] функция u\lambda является непрерывным решением нелинейного инте-
грального уравнения типа Вольтерры

u\lambda (t, x) = \lambda K[u\lambda ](t, x), (t, x) \in \Omega x0;l. (14)

Тогда при условиях теоремы 4

| u\lambda (t, x)| = | \lambda K[u\lambda ](t, x)| \leqslant 

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \lambda 

\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{t}(A)

n\sum 
i=1

\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{t}(Ak(x+ akt))

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| +
+

\scrA \lambda 

(n - 2)!

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
t\int 

0

n\sum 
k=1

x+ak(t - \tau )\int 
0

\bigm| \bigm| \bigm| (x+ ak(t - \tau ) - \xi )n - 2(F (\tau , \xi ) + f(\tau , \xi , u\lambda (\tau , \xi )))
\bigm| \bigm| \bigm| d\xi d\tau 

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \leqslant 
\leqslant \lambda 

n\sum 
k=1

C(k)
\varphi \| \varphi i\| C([x0 - l,x0+l]) + \lambda CF \| F\| C(\Omega x0;l

) +
\scrA \lambda 

(n - 2)!
\times 

\times 
t\int 

0

n\sum 
k=1

x+ak(t - \tau )\int 
0

\bigm| \bigm| \bigm| (x+ ak(t - \tau ) - \xi )n - 2(f(\tau , \xi , u\lambda (\tau , \xi ) - f(\tau , \xi , 0) + f(\tau , \xi , 0)))
\bigm| \bigm| \bigm| d\xi d\tau \leqslant 

\leqslant \lambda 

n\sum 
k=1

C(k)
\varphi \| \varphi i\| C([x0 - l,x0+l]) + \lambda CF \| F\| C(\Omega x0;l

) + \lambda Cf,1\| f1\| C(\Omega x0;l
)+

+
\scrA \lambda 

(n - 2)!

t\int 
0

n\sum 
k=1

x+ak(t - \tau )\int 
0

\bigm| \bigm| (x+ ak(t - \tau ) - \xi )n - 2k(\tau , \xi )u\lambda (\tau , \xi )
\bigm| \bigm| d\xi d\tau \leqslant 

\leqslant 
n\sum 

k=1

C(k)
\varphi \| \varphi i\| C([x0 - l,x0+l]) + CF \| F\| C(\Omega x0;l

) + Cf,1\| f1\| C(\Omega x0;l
)+

+
\scrA 

(n - 2)!

t\int 
0

n\sum 
k=1

x+ak(t - \tau )\int 
0

\bigm| \bigm| (x+ ak(t - \tau ) - \xi )n - 2k(\tau , \xi )u\lambda (\tau , \xi )
\bigm| \bigm| d\xi d\tau , (t, x) \in \Omega x0;l, (15)

где

C(k)
\varphi (k = 1, . . . , n), CF = Cf,1 :=

t\int 
0

n\sum 
k=1

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
x+ak(t - \tau )\int 

0

| x+ ak(t - \tau ) - \xi | n - 2 d\xi 

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| d\tau 
— положительные константы, зависящие только от чисел ak (k = 1, . . . , n), x0, n, L, l, и f1 —
функция, заданная формулой f1 : Q \ni (t, x) \mapsto \rightarrow f(t, x, 0) \in \BbbR . Применив к неравенству (15)
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многомерную лемму Гронуолла ([28], c. 401–403), получим

| u\lambda (t, x)| \leqslant C\mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p}

\Biggl( 
n\sum 

k=1

C(k)
\varphi \| \varphi i\| C([x0 - l,x0+l]) + CF \| F\| C(\Omega x0;l

) + Cf,1\| f1\| C(\Omega x0;l
)

\Biggr) 
, (t, x) \in \Omega x0;l,

(16)

где константа C\mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p} зависит только от функции k и чисел ak (k = 1, . . . , n), x0, n, L, l.

6. Глобальная разрешимость

Таким образом, для решения u = u\lambda уравнения (14) с непрерывным компактным опера-
тором K для любого \lambda \in [0, 1] при выполнении условий гладкости f \in C(Q\times \BbbR ), F \in C(Q),
\varphi i \in C1(\BbbR ), i = 1, . . . , n, и условия типа Липшица–Каратеодори | f(t, x, z1)  - f(t, x, z2)| \leqslant 
k(t, x)| z1 - z2| , где k \in L2

\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{c}(Q), имеет место априорная оценка (16), в которой константы C\mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p},

C
(k)
\varphi (k = 1, . . . , n), CF , Cf,1 не зависят от \lambda . Следовательно, по теореме Лере–Шаудера ([29],

c. 406) при выполнении этих условий гладкости и условия типа Липшица–Каратеодори
уравнение (4) имеет хотя бы одно решение u \in C(\Omega x0;l), единственность которого в данном
случае доказывается аналогично теореме 3.
Теперь мы можем построить непрерывное решение u уравнения (4) на множестве Q

следующим образом. Для каждого числа j \in \BbbN определим функцию u(j) как решение
уравнения (4) на множестве \Omega 0;j . Кроме того, мы предполагаем, что функции u(j) про-
должены каким-нибудь образом по непрерывности вне множества \Omega 0;j . Мы утверждаем,

что u(\infty ) = \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
j\rightarrow \infty 

u(j) является решением уравнения (4) на множестве Q.

Из доказательства теоремы 3, вышеприведенных рассуждений и конечной скорости рас-
пространения колебаний [5] легко видеть, что для любого k \in \BbbN имеет место равенство\Bigl( 
u(j+k)  - u(j)

\Bigr) \bigm| \bigm| \bigm| 
\Omega 0;j

\equiv 0. Так как
\infty \bigcup 
j=1

\Omega 0;j = Q, то топология пространства Фреше C(Q)

может быть задана счетным семейством полунорм pj(w) = \| w\| C(\Omega 0;j). Очевидно, что после-

довательность (u(j)) является последовательностью Коши относительно каждой из таких

полунорм. Итак, функция u(\infty ) определена корректно. Возьмем одну точку (t0, x0) \in Q и

любое натуральное число j такое, что (t0, x0) \in \Omega 0;j , и в силу u(j)
\bigm| \bigm| 
\Omega 0;j

= u(\infty )
\bigm| \bigm| 
\Omega 0;j

получаем

u(\infty )(t0, x0) = u(j)(t0, x0) = K[u(j)](t0, x0) =
1

\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{t}(A)

n\sum 
i=1

\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{t}(Ak(x+ akt)) +

+
1

(n - 2)!

t\int 
0

n\sum 
k=1

\left(  n\prod 
i=1
i \not =k

(ak  - ai)

\right)   - 1 x+ak(t - \tau )\int 
0

(x+ ak(t - \tau ) - \xi )n - 2\times 

\times 
\Bigl( 
F (\tau , \xi ) + f(\tau , \xi , u(j)(\tau , \xi ))

\Bigr) 
d\xi d\tau =

1

\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{t}(A)

n\sum 
i=1

\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{t}(Ak(x+ akt)) +

+
1

(n - 2)!

t\int 
0

n\sum 
k=1

\left(  n\prod 
i=1
i \not =k

(ak  - ai)

\right)   - 1 x+ak(t - \tau )\int 
0

(x+ ak(t - \tau ) - \xi )n - 2\times 

\times 
\Bigl( 
F (\tau , \xi ) + f(\tau , \xi , u(\infty )(\tau , \xi ))

\Bigr) 
d\xi d\tau = K[u(\infty )](t0, x0).
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В силу произвольности (t0, x0) заключаем, что u(\infty ) является решением уравнения (4) на
множестве Q. Докажем единственность решения уравнения (4) от противного. Пусть урав-
нение (4) имеет два решения v и w на множестве Q. Повторяя доказательство теоремы 3,
приходим к равенству (v  - w)| \Omega 0;l

\equiv 0. Отсюда следует, что в силу произвольности l > 0

v  - w \equiv 0 на множестве Q. Полученный результат сформулируем в виде теоремы.

Теорема 7. Пусть выполняются условия f \in C(Q\times \BbbR ), F \in C(Q), \varphi \in C1(\BbbR ), i = 1, . . . , n,
и функция f удовлетворяет условию типа Липшица–Каратеодори по третьей переменной

с измеримой локально-интегрируемой с квадратом функцией k, т. е.

| f(t, x, z1) - f(t, x, z2)| \leqslant k(t, x)| z1  - z2| , k \in L2
\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{c}(Q), k(t, x) \geqslant 0.

Тогда решение уравнения (4) существует и единственно в классе C(Q).

Доказательство следует из вышеизложенных результатов.

7. Глобальное классическое решение

Теорема 8. Пусть выполняются условия f \in C1(Q \times \BbbR ), F \in C1(Q), \varphi \in Cn(\BbbR ), i =
1, . . . , n, и функция f удовлетворяет условию типа Липшица–Каратеодори по третьей

переменной с измеримой локально-интегрируемой с квадратом функцией k, т. е.

| f(t, x, z1) - f(t, x, z2)| \leqslant k(t, x)| z1  - z2| , k \in L2
\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{c}(Q), k(t, x) \geqslant 0.

Тогда задача Коши (1), (2) имеет единственное решение в классе Cn(Q).

Доказательство следует из теорем 1 и 7. \square 

8. Неединственное решение

Ранее было показано (см. теорему 3 и раздел 6), что условие типа Липшица–Каратеодори
является достаточным для единственности решения, если оно существует. В этом разделе
покажем, что его нарушение может приводить к существованию неединственного решения.
Выберем функцию f в виде

f(t, x, z) := z\alpha , 0 < \alpha < 1, (17)

и зададим

F (t, x) = 0, \varphi i \equiv 0. (18)

Легко видеть, что задача (1)–(2), (17), (18) допускает тривиальное решение u \equiv 0. Чтобы
найти нетривиальные решения задачи (1)–(2), (17), (18), рассмотрим

u(t, x) = u(t) = \beta t\gamma , (t, x) \in Q, (19)

где \beta , \gamma — некоторые действительные числа. Подставляя (19) в уравнение (1), получаем
соотношение

t\gamma  - n\beta \mathrm{F}\mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{P}\mathrm{o}\mathrm{w}\mathrm{e}\mathrm{r}(\gamma , n) = \beta \alpha t\alpha \gamma , (20)

где использовано обозначение

\mathrm{F}\mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{P}\mathrm{o}\mathrm{w}\mathrm{e}\mathrm{r}(x, n) =
\Gamma (x+ 1)

\Gamma (x+ 1 - n)
,

\Gamma — гамма-функция. Из (20) следует система уравнений

\gamma  - n = \gamma \alpha , \beta \mathrm{F}\mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{P}\mathrm{o}\mathrm{w}\mathrm{e}\mathrm{r}(\gamma , n) = \beta \alpha ,
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которая имеет решение

\beta =

\biggl( 
\mathrm{F}\mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{P}\mathrm{o}\mathrm{w}\mathrm{e}\mathrm{r}

\biggl( 
n

1 - \alpha 
, n

\biggr) \biggr) 1
1 - \alpha 

, \gamma =
n

1 - \alpha 
. (21)

Подставляя (21) в (19), получаем функцию

up(t, x) =

\biggl( 
\mathrm{F}\mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{P}\mathrm{o}\mathrm{w}\mathrm{e}\mathrm{r}

\biggl( 
n

1 - \alpha 
, n

\biggr) \biggr) 1
1 - \alpha 

t
n

1 - \alpha . (22)

Непосредсвенной проверкой убеждаемся, что функция (22) удовлетворяет начальным усло-
виям (2), (18). Значит, мы построили нетривиальное решение задачи (1)–(2), (17), (18),
которое представлено формулой (22). Более того, можно легко показать, что склеенное
(составное) решение ([30], с. 14–15)

up;s(t, x) =

\Biggl\{ 
0, t \in [0, s);

up(t - s, x), t \in [s,+\infty ),

с параметром s > 0 также удовлетворяет задаче (1)–(2), (17), (18). Таким образом, построено
бесконечное множество нетривиальных классичеких решений задачи (1)–(2), (17), (18).
Отметим, что в задаче (1)–(2), (17), (18) нелинейность u \mapsto \rightarrow u\alpha является недифферен-

цируемой функцией на множестве \BbbR . Именно это делает невозможным построение един-
ственного локального классического решения задачи (1)–(2), (17), (18), поскольку в слу-
чае непрерывно-дифференцируемой нелинейности можно построить единственное локаль-
ное классическое решение согласно теореме 6.
Данный пример еще показателен тем, что из него следует, что условие типа Липшица

| f(t, x, z1) - f(t, x, z2)| \leq k(t, x)| z1 - z2| нельзя ослабить до условия типа Гёльдера | f(t, x, z1) - 
f(t, x, z2)| \leq k(t, x)| z1  - z2| \lambda с показателем \lambda \in (0, 1) и сохранить при этом однозначную
разрешимость задачи Коши.

9. Взрывное решение

Рассмотрим задачу Коши (1)–(2) при следующих ограничениях:

n = 2, f(t, x, z) := c0| z| \gamma , \gamma > 1, c0 > 0, F (t, x) = 0,

u(0, x) = \varphi 0(x) := u0 = \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{s}\mathrm{t} > 0, \partial tu(0, x) = D\varphi 1(x) := u1 = \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{s}\mathrm{t} > 0.
(23)

Ее решение ищем в виде

u(t, x) = u(t), (t, x) \in Q. (24)

Подставляя (24) в уравнение (1) и начальные условия (2), учитывая (23), получаем задачу
Коши для обыкновенного дифференциального уравнения второго порядка

u\prime \prime (t) = c0| u(t)| \gamma , u(0) = u0, u\prime (0) = u1. (25)

По теореме Пеано ([30], c. 56) существует хотябы одно решение задачи (25) на интервале
[0, T ), которое, очевидно, удовлетворяет уравнению (1) и начальным условиям (2) при (23).
С другой стороны, видно, что задача (25) удовлетворяет условиям (F1)–(F3) ([31], теоре-
ма 1.1) с \beta = \gamma и \alpha = 0. Поэтому правый максимальный интервал существования [0, T\ast )
решения u задачи (25) конечен (т. е. T\ast < +\infty ) и

\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
t\rightarrow T\ast  - 0

\partial tu(t, x) := \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
t\rightarrow T\ast  - 0

u\prime (t) = +\infty .
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Более того, поскольку верно также условие (F4) ([31], теорема 1.1), дополнительно имеем

\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
t\rightarrow T\ast  - 0

u(t, x) := \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
t\rightarrow T\ast  - 0

u(t) = +\infty .

В похожем случае

n \geqslant 2, f(t, x, z) := g(z), F (t, x) = 0,

\partial i
tu(0, x) = Di\varphi i(x) := 0, i = 0, . . . , n - 1, x \in \BbbR ,

(26)

также можно рассмотреть (24) для отыскания решения задачи Коши (1)–(2). В свою оче-
редь, это приводит к задаче Коши для обыкновенного дифференциального уравнения

Dnu(t) = g(u(t)), Diu(0) = 0, i = 0, . . . , n - 1. (27)

В работе [19] приведены условия для существования и разрушения нетривиального решения
u задачи (27). Так, например, положим

n = 3, g(z) = z2 + 1. (28)

Тогда проверим условия, указанные в статье [19].

\circ Условие 1.3 ([19]): g \in C\infty (\BbbR ) и g(x) \geqslant 0 для всех x \in \BbbR .
\circ Условие 1.4 ([19]): можно выбрать m = 0, тогда функция x \mapsto \rightarrow xmg(x) ограничена
при x \rightarrow 0 + 0.

\circ Условие 1.6 ([19]):

1\int 
0

g(s)s - (n - 2)/(n - 1)ds =

1\int 
0

(1 + s2)s - 1/2ds = 12/5 < \infty .

\circ Условие g \in K\ast 
n ([19]): g\ast \equiv g, поэтому G\ast /G \equiv 1 < \infty .

\circ Условие 1.8 ([19]):

\phi (x) = xn - 2

\biggl( 
1

xn - 2

\int x

0
g(s)s

 - n - 2
n - 1 (x - s)n - 2 ds

\biggr) n - 1
n

=
2 3
\surd 
2x4/3

\bigl( 
3x2 + 35

\bigr) 2/3
1052/3

,

\infty \int 
0

(\phi (x))
 - 1
n - 1 dx =

\infty \int 
0

3
\surd 
105

22/3x2/3 3
\surd 
3x2 + 35

dx =
6
\sqrt{} 

105
\sqrt{} 
\pi \Gamma (1/6)

2\Gamma (2/3)
\approx 7.91264 < \infty .

Значит, согласно теореме 1.4 из [19] задача (27) при (28) имеет взрывное решение и, следо-
вательно, задача Коши (1)–(2) при (26) и (28) допускает взрыв решения за конечное время.
Для построения явного примера можно рассмотреть случай

n = 2, f(t, x, z) := 2z3, F (t, x) = 0,

u(0, x) = \varphi 0(x) := u0 = 1, \partial tu(0, x) = D\varphi 1(x) :=  - 1,

при котором задача имеет явное классическое решение u1\ast (t, x) =
1

1 - t
на множестве [0, 1)\times 

\BbbR (строго обосновывается непосредственной проверкой). Имеем

\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
t\rightarrow 1 - 0

u1\ast (t, x) = +\infty , \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
t\rightarrow 1 - 0

\partial tu
1
\ast (t, x) = +\infty , u1\ast \in C2([0, 1)\times \BbbR ).

Однако такое решение можно аналитически продолжить на всю комплексную плоскость
(по аргументу t), за исключением точки t = 1, в которой будет полюс первого порядка.
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Classical solution of the Cauchy problem for a semilinear hyperbolic equation in the case

of two independent variables

Abstract. In the upper half-plane, we consider a semilinear hyperbolic partial differential equation
of order higher than two. The operator in the equation is a composition of first-order differential
operators. The equation is accompanied with Cauchy conditions. The solution is constructed in
an implicit analytical form as a solution of some integral equation. The local solvability of this
equation is proved by the Banach fixed point theorem and/or the Schauder fixed point theorem.
The global solvability of this equation is proved by the Leray–Schauder fixed point theorem. For
the problem in question, the uniqueness of the solution is proved and the conditions under which
its classical solution exists are established.
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