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Введение

Последовательность \{ ak\} \infty k=0, стремящаяся к нулю, принадлежит классу Sp\alpha r, 1 < p < \infty ,
\alpha \geq r \geq 0, если существует положительная убывающая последовательность \{ Ak\} \infty k=0 такая,

что
\infty \sum 
k=0

(k + 1)\alpha Ak < \infty и

n - p(\alpha  - r) - 1
n\sum 

k=0

| \Delta ak| p

Ap
k

= O(1), n \in \BbbN = \{ 1, 2, . . . \} ,

где \Delta ak = ak - ak+1. Если \alpha = r, то обозначаем Sp\alpha r как Spr. Для r = 0 класс Spr совпадает
с классом Ч. Станоевича — В. Станоевич Sp ([1]). В свою очередь, класс Sp обобщает класс
С.А. Теляковского S, состоящего из всех последовательностей \{ ak\} \infty k=0 таких, что суще-

ствует убывающая положительная последовательность \{ Ak\} \infty k=0 со свойствами
\infty \sum 
k=1

Ak < \infty 

и | \Delta ak| \leq Ak, k \in \BbbN ([2]).
Пусть f \in L1

2\pi (т. е. f(x) является 2\pi -периодической и интегрируемой по Лебегу на [0, 2\pi ])
имеет ряд Фурье

a0
2

+
\infty \sum 
k=1

ak \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} kx (1)

или
\infty \sum 
k=1

ak \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} kx (2)
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и ST
n (f)(x) = a0/2 +

n\sum 
k=1

ak \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} kx или ST
n (f)(x) =

n\sum 
k=1

ak \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} kx. Определенный выше класс

Sp\alpha r был введен Ш. Шенгом [3], который доказал

Предложение 1. Пусть 1 < p \leq 2, \alpha \geq 0 и r \in \{ 0, 1, . . . , [\alpha ]\} . Если f \in L1
2\pi имеет ряд

Фурье вида (1) или (2), \{ ak\} \infty k=0 \in Sp\alpha r, то условия

a) \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
n\rightarrow \infty 

ann
r \mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g} n = 0,

b) (ST
n )

(r)(f)(x) сходится к g \in L1
2\pi в L1

2\pi 

равносильны.

В случае \alpha = r = 0, 1 < p \leq 2, эта теорема установлена Ч. Станоевичем и В. Станоевич [1].
В работе [4] У. Брей и Ч. Станоевич доказали

Предложение 2. Если f \in L1
2\pi имеет ряд Фурье (1) и для некоторого 1 < p \leq 2

\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
\lambda \rightarrow 1+0

\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m} \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
n\rightarrow \infty 

[\lambda n]\sum 
k=n

kp - 1| \Delta ak| p = 0,

то условия

a) \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
n\rightarrow \infty 

an \mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g} n = 0,

b) \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
n\rightarrow \infty 

\| ST
n (f) - f\| 1 = \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}

n\rightarrow \infty 

\int 2\pi 

0
| f(x) - ST

n (f)(x)| dx = 0

равносильны.

Целью настоящей статьи является получение аналогов предложений 1 и 2 в случае муль-
типликативных систем с ограниченной образующей последовательностью.
Важную роль в работе будет играть аналог следующего неравенства типа Сидона, при-

надлежащий Ф. Морицу [5].

Предложение 3. Пусть 1 < p \leq 2, D\ast 
n(t) = 1/2 +

n\sum 
k=1

\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} kt, 0 < \gamma < \pi , 0 \leq n \leq N . Тогда

для некоторой абсолютной константы C справедливо неравенство\int \pi 

\gamma 

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
N\sum 

k=n

akD
\ast 
k(x)

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| dx \leq C

(p - 1)1/p
\gamma  - 1/p

\Biggl( 
N\sum 

k=n

| ak| p
\Biggr) 1/p

.

1. Определения и леммы

Пусть \{ pn\} \infty n=1 является последовательностью натуральных чисел таких, что 2 \leq pn \leq N
при всех n \in \BbbN . Положим по определению m0 = 1, mn = p1 . . . pn при n \in \BbbN . Число x \in [0, 1)
имеет разложение

x =

\infty \sum 
n=1

xn/mn, xn \in \BbbZ , 0 \leq xn < pn. (3)

Представление (3) является единственным, если для x = k/mj , 0 < k < mj , k, j \in \BbbN , брать
разложение с конечным числом xn \not = 0. Для x, y \in [0, 1), записанных в виде (3) полагаем

x \oplus y = z =

\infty \sum 
n=1

zn/mn, zn \in \BbbZ \cap [0, pn), zn = xn + yn (\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} pn). Аналогичным образом

определяется x \ominus y. Если x фиксировано, то эти операции определены для всех y \in [0, 1),
кроме счетного множества.
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Если k \in \BbbZ + = \{ 0, 1, . . . \} записано в виде

k =
\infty \sum 
i=1

kimi - 1, ki \in \BbbZ , 0 \leq ki < pi, (4)

и x \in [0, 1) имеет разложение (3), то по определению

\chi k(x) = \mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p}

\Biggl( 
2\pi i

\infty \sum 
j=1

xjkj/pj

\Biggr) 
.

Система \{ \chi k(x)\} \infty k=0 называется мультипликативной системой с образующей последователь-
ностью \{ pn\} \infty n=1. Она является ортонормированной и полной в L1[0, 1]. Кроме того, для
фиксированного x \in [0, 1), почти всех y \in [0, 1) и всех k \in \BbbZ + справедливы следующие
равенства:

\chi k(x\oplus y) = \chi k(x)\chi k(y), \chi k(x\ominus y) = \chi k(x)\chi k(y). (5)

Эти утверждения можно найти в ([6], \S 1.5). Некоторые другие свойства представлены в
леммах, приведенных ниже.
Пусть f \in L1[0, 1). Коэффициенты Фурье, частные суммы Фурье и ядра Дирихле по

отношению к системе \{ \chi k(x)\} \infty k=0 задаются равенствами

\widehat f(n) = \int 1

0
f(t)\chi n(t) dt, n \in \BbbZ +, Sn(f)(x) =

n - 1\sum 
k=0

\widehat f(k)\chi k(x),

Dn(x) =
n - 1\sum 
k=0

\chi k(x), n \in \BbbN .

Будем рассматривать также средние Фейера и ядра Фейера по системе \{ \chi k(x)\} \infty k=0:

\sigma n(f)(x) =

n\sum 
k=1

Sk(f)(x)/n, Fn(x) =

n\sum 
k=1

Dk(x)/n, n \in \BbbN .

Для 1 \leq p < \infty пространство Lp[0, 1) состоит из всех измеримых по Лебегу на [0, 1)

функций таких, что \| f\| p =
\biggl( \int 1

0
| f(t)| p dt

\biggr) 1/p

< \infty .

Для функции f \in Lp[0, 1), 1 \leq p < \infty , скажем, что g \in Lp[0, 1) является r-й обобщенной

производной f в Lp[0, 1), r > 0, если \widehat g(k) = kr \widehat f(k) для всех k \in \BbbZ +. Ясно, что для поли-
номов по системе \{ \chi k\} \infty k=0 это определение не зависит от p. Далее мы рассматриваем r-ю

обобщенную производную функции f в L1[0, 1) и обозначаем ее через f [r].
Дадим теперь необходимые вспомогательные результаты.

Лемма 1.

1) Пусть n \in \BbbN , k \in \BbbZ +. Тогда для x \in 
\bigl[ 
m - 1

k+1,m
 - 1
k

\bigr) 
справедливо неравенство | Dn(x)| \leq 

mk+1 \leq Nx - 1.

2) Для n \in \BbbZ + справедливо равенство Dmn(x) = mnX[0,1/mn)(x), где XE является инди-

катором множества E.

Лемма 1 доказана в ([7], гл. 4, § 4; [8]).

Лемма 2. Пусть Fn(x) является ядром Фейера, определенным выше. Тогда нормы

\{ \| Fn\| 1\} \infty n=1
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ограничены и

\sigma n(f)(x) = Fn \ast f(x) =
\int 1

0
f(x\ominus t)Fn(t) dt

сходится к f \in L1[0, 1] в L1[0, 1].

Доказательство леммы 2 можно найти в ([7], гл. 4, § 10; [9]).

Лемма 3. Пусть r > 0 и D
[r]
n (x) =

n - 1\sum 
k=0

kr\chi k(x), n \in \BbbN . Тогда

1) | D[r]
n (x)| \leq Cnrx - 1, x \in (0, 1), n \in \BbbN ;

2) \| D[r]
n \| 1 \leq Cnr\| Dn\| 1, n \in \BbbN .

Доказательство. Используя дважды преобразование Абеля, имеем

D[r]
n (x) =

n - 2\sum 
k=0

(kr  - (k + 1)r)Dk+1(x) + (n - 1)rDn(x) =

=

n - 3\sum 
k=0

(kr  - 2(k + 1)r + (k + 2)r)(k + 1)Fk+1(x)+

+((n - 2r) - (n - 1)r)(n - 1)Fn - 1(x) + (n - 1)rDn(x). (6)

Используя лемму 1 и (6), для n \geq 2 получаем

| D[r]
n (x)| \leq 

n - 2\sum 
k=0

((k + 1)r  - kr))C1x
 - 1 + (n - 1)rC1x

 - 1 \leq 2C1n
rx - 1.

С другой стороны, по теореме о среднем

kr  - 2(k + 1)r + (k + 2)r = O((k + 1)r - 2), k \in \BbbZ +,

и для n \geq 3 находим

\| D[r]
n \| 1 \leq C2

n - 3\sum 
k=0

(k + 1)r - 2(k + 1)\| Fk+1\| 1 + C3(n - 1)r - 1(n - 1)\| Fn - 1\| 1+

+(n - 1)r\| Dn\| 1 \leq C4(n
r + nr\| Dn\| 1) \leq C5n

r\| Dn\| 1,
поскольку согласно неравенству Никольского для системы \{ \chi k(x)\} \infty k=0 ([7], гл. 4, § 9, лем-
ма 1)

n1/2 = \| Dn\| 2 \leq C6n
1/1 - 1/2\| Dn\| 1,

т. е. \| Dn\| 1 \geq C - 1
6 , n \in \BbbN . \square 

Лемма 4 доказана в работе [10]. Для удобства читателей дадим более короткое доказа-
тельство.

Лемма 4. Пусть tn(x) =

n - 1\sum 
k=0

ak\chi k(x), n \in \BbbN , 1 \leq p \leq \infty , r > 0. Для t
[r]
n (x) =

n - 1\sum 
k=0

krak\chi k(x)

справедливо неравенство
\bigm\| \bigm\| t[r]n

\bigm\| \bigm\| 
p
\leq Cnr\| tn\| p.
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Доказательство. Пусть n \in [mk - 1,mk), k \in \BbbN . Поскольку верно (5) и система \{ \chi k\} \infty k=0

является ортонормированной, легко выводим, что t
[r]
n (x) = tn \ast D

[r]
mk(x). Далее используем

частный случай неравенства Юнга \| f \ast g\| p \leq \| f\| p\| g\| 1, f \in Lp[0, 1), 1 \leq p \leq \infty , g \in L1[0, 1)
([11], гл. 4, раздел 4.4, лемма 1). В силу лемм 3, 1 и неравенства выше получаем

\| t[r]n \| p \leq \| tn\| p\| D[r]
mk

\| 1 \leq \| tn\| pC1n
r\| Dmk

\| 1 = C1n
r\| tn\| p.

\square 

Лемма 5 установлена в [12] и является аналогом предложения 3 для мультипликативных
систем.

Лемма 5. Пусть 1 < p \leq 2, \{ ak\} \infty k=0 \subset \BbbC . Тогда для любых \gamma \in (0, 1) и n \in \BbbN имеем\int 1

\gamma 

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
n - 1\sum 
k=0

akDk+1(x)

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| dx \leq C(p)\gamma 1/p - 1

\Biggl( 
n - 1\sum 
k=0

| ak| p
\Biggr) 1/p

.

Лемма 6. Пусть 1 < p \leq 2, \alpha \geq 0, 0 \leq r \leq \alpha и \{ ak\} \infty k=0 \in Sp\alpha r. Тогда\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
k\sum 

j=0

\Delta aj
Aj

D
[r]
j+1

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
1

\leq C(p)(k + 1)\alpha +1, k \in \BbbZ +, (7)

и

AN

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
N\sum 
j=0

\Delta aj
Aj

D
[r]
j+1

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
1

= o(1), N \rightarrow +\infty . (8)

Доказательство. По лемме 4 имеем\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
k\sum 

j=0

\Delta aj
Aj

D
[r]
j+1

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
1

\leq C1(k + 1)r

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
k\sum 

j=0

\Delta aj
Aj

Dj+1

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
1

=

= C1(k + 1)r

\Biggl( \int 1/(k+1)

0
+

\int 1

1/(k+1)

\Biggr) \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
k\sum 

j=0

\Delta aj
Aj

Dj+1

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| dx = C1(k + 1)r(I1(k) + I2(k)). (9)

Используя очевидное неравенство | Dj(x)| \leq j, j \in \BbbN , и неравенство Гёльдера, для q =
p/(p - 1) получаем

I1(k) \leq (k + 1) - 1

\left(  k\sum 
j=0

| \Delta aj | p

Ap
j

\right)  1/p\left(  k\sum 
j=0

(j + 1)q

\right)  1/q

\leq 

\leq C2(k + 1)1/q - r+\alpha +1/p

\left[  1

(k + 1)p(\alpha  - r)+1

k\sum 
j=0

| \Delta aj | p

Ap
j

\right]  1/p

\leq C3(k + 1) - r+\alpha +1. (10)

Применяя лемму 5 к I2(k) и повторяя аргументы из (10), находим

I2(k) \leq C4(k + 1)1/q

\left(  k\sum 
j=0

| \Delta aj | p

Ap
j

\right)  1/p

\leq C5(k + 1) - r+\alpha +1. (11)
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Подставляя (10) и (11) в (9), получаем (7). Поскольку в силу условия \{ ak\} \infty k=0 \in Sp\alpha r ряд
\infty \sum 
n=1

n\alpha An сходится и
N\sum 

n=[N/2]

n\alpha An \rightarrow 0 при N \rightarrow +\infty , видим, что AN (N + 1)\alpha +1 \rightarrow 0 при

N \rightarrow +\infty . Из этого факта и (7) выводим (8). \square 

Лемма 7. Пусть f \in L1[0, 1), \lambda > 1 и

\tau n,\lambda (f)(x) =
1

[\lambda n] - n+ 1

[\lambda n]\sum 
k=n

Sk(f)(x), n \in \BbbN .

Тогда \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
n\rightarrow \infty 

\| f  - \tau n,\lambda (f)\| 1 = 0 и \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
n\rightarrow \infty 

\tau n,\lambda (f)(x) = f(x) п.в. на [0, 1).

Доказательство. Поскольку (мы полагаем \sigma 0(f) = 0)

\tau n,\lambda (f) =
1

[\lambda n] - n+ 1
([\lambda n]\sigma [\lambda n](f) - (n - 1)\sigma n - 1(f)),

по лемме 2 имеем

\| f  - \tau n,\lambda (f)\| 1 \leq 
1

[\lambda n] - n+ 1
([\lambda n]\| f  - \sigma [\lambda n](f)\| 1 + (n - 1)\| f  - \sigma n - 1(f)\| 1) \leq 

\leq 2\lambda 

\lambda  - 1
(\| f  - \sigma [\lambda n](f)\| 1 + \| f  - \sigma n - 1(f)\| 1) = o(1), n \rightarrow \infty .

С другой стороны, хорошо известно, что \sigma n(f)(x) сходится к f(x) п.в. на [0, 1) (см., напри-
мер, [9]). Аналогично доказательству выше можно показать, что для каждого x \in [0, 1) со
свойством \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}

n\rightarrow \infty 
\sigma n(f)(x) = f(x) также верно равенство \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}

n\rightarrow \infty 
\tau n,\lambda (f)(x) = f(x). \square 

2. Основные результаты

Теорема 1. Пусть 1 < p \leq 2, \alpha \geq 0, 0 \leq r \leq \alpha . Если \{ ak\} \infty k=0 \in Sp\alpha r и Sn(x) =
n - 1\sum 
k=0

ak\chi k(x),

n \in \BbbN , то условия
1) \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}

n\rightarrow \infty 
an\| D[r]

n+1\| 1 = 0,

2) \{ S[r]
n \} \infty n=1 сходится в L1[0, 1) к некоторой функции g \in L1[0, 1)

равносильны.

Доказательство. Используя преобразование Абеля, имеем

S[r]
n (x) =

n - 1\sum 
k=0

akk
r\chi k(x) = an - 1D

[r]
n (x) +

n - 2\sum 
k=0

\Delta akD
[r]
k+1(x). (12)

С другой стороны, в силу условия \{ ak\} \infty k=0 \in Sp\alpha r и неравенства Гёльдера для n \in \BbbN полу-
чаем

n\sum 
k=0

(k + 1)r| \Delta ak| =
n\sum 

k=0

Ak(k + 1)r
| \Delta ak| 
Ak

\leq 

\leq 
n - 1\sum 
k=0

\Delta Ak

k\sum 
j=0

| \Delta aj | 
Aj

(j + 1)r +An

n\sum 
j=0

(j + 1)r| | \Delta aj | 
Aj

\leq 
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\leq 
n - 1\sum 
k=0

(k + 1)r+1/q+\alpha  - r+1/p\Delta Ak

\left(  1

(k + 1)p(\alpha  - r)+1

k\sum 
j=0

| \Delta aj | p

Ap
j

\right)  1/p

+

+n\alpha +1An

\left(  1

np(\alpha  - r)+1

n\sum 
j=0

| \Delta aj | p

Ap
j

\right)  1/p

\leq 

\leq C1

\Biggl( 
n - 1\sum 
k=0

(k + 1)\alpha +1\Delta Ak + n\alpha +1An

\Biggr) 
\leq C2

n - 1\sum 
k=0

(k + 1)\alpha Ak. (13)

Действительно, используя преобразование Абеля и теорему Лагранжа о среднем, находим

N\sum 
k=0

\Delta Ak(k + 1)\alpha +1 \leq 
N\sum 
k=0

Ak((k + 1)\alpha +1  - k\alpha +1) \leq (\alpha + 1)
N\sum 
k=0

(k + 1)\alpha Ak.

Если выполнено условие 1), то из (12), неравенства \| D[r]
n \| 1 \geq C3n

r, C3 > 0 (см. приме-
нение неравенства Никольского в доказательстве леммы 3) и условия 1) леммы 3 следует,

что \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
n\rightarrow \infty 

an - 1D
[r]
n (x) = 0 при x \in (0, 1) и что ряд

\infty \sum 
k=0

\Delta akD
[r]
k+1(x) и последовательность\Bigl\{ 

S
[r]
n (x)

\Bigr\} \infty 

n=1
сходятся к некоторой функции g(x) для всех x \in (0, 1). В силу условия 1) и

леммы 6 выводим \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
N\sum 

k=n

\Delta akD
[r]
k+1

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
1

=

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
N\sum 

k=n

Ak
\Delta ak
Ak

D
[r]
k+1

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
1

=

=

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
N - 1\sum 
k=n

\Delta Ak

k\sum 
j=0

\Delta aj
Aj

D
[r]
j+1 +AN

N\sum 
j=0

\Delta aj
Aj

D
[r]
j+1  - An

n - 1\sum 
j=0

\Delta aj
Aj

D
[r]
j+1

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
1

\leq 

\leq 
N - 1\sum 
k=n

\Delta Ak

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
k\sum 

j=0

\Delta aj
Aj

D
[r]
j+1

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
1

+ o(1) \leq 

\leq C2

N - 1\sum 
k=n

(k + 1)\alpha +1\Delta Ak + o(1) = o(1), n \rightarrow \infty , N > n. (14)

В итоге получаем, что ряд
\infty \sum 
k=0

\Delta akD
[r]
k+1 сходится в L1[0, 1) к g0 \in L1[0, 1). Из (12) следует,

что
\Bigl\{ 
S
[r]
n

\Bigr\} \infty 

n=1
также сходится в L1[0, 1) к тому же пределу g0. Легко видеть, что g0(x) = g(x)

п.в. на [0, 1).

Если hn \rightarrow h в L1[0, 1), то \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
n\rightarrow \infty 

\widehat hn(k) = \widehat h(k) для всех k \in \BbbZ +. Если выполнено условие

2), то \widehat g(k) = krak, k \in \BbbZ +. С другой стороны, в силу (14) заключаем, что сумма из правой

части (12) Z
[r]
n - 1 =

n - 2\sum 
j=0

\Delta ajD
[r]
j+1 сходится к g1 \in L1[0, 1) в L1[0, 1), откуда при n \geq k + 2

вытекает

\widehat 
Z

[r]
n - 1(k) =

n - 2\sum 
j=k

\Delta ajk
r = kr(ak  - an - 1) \rightarrow krak, n \rightarrow \infty , k \in \BbbZ +.
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Значит, \widehat g1(k) = krak = \widehat g(k), k \in \BbbZ +, откуда по теореме единственности g1(x) = g(x) п.в. на
[0, 1). Из (12) следует

\| an - 1D
[r]
n \| 1 \leq 

\bigm\| \bigm\| \bigm\| S[r]
n  - g

\bigm\| \bigm\| \bigm\| 
1
+
\bigm\| \bigm\| \bigm\| Z [r]

n - 1  - g1

\bigm\| \bigm\| \bigm\| 
1
= o(1), n \rightarrow \infty ,

и имеет место условие 1). \square 

Теорема 2. Пусть 1 < p \leq 2, \alpha \geq 0, \{ ak\} \infty k=0 \in Sp\alpha \alpha = Sp\alpha , 0 \leq r \leq \alpha . Тогда для

Zn(x) =
n - 1\sum 
k=0

\Delta akDk+1(x), n \in \BbbN , существует f(x) = \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
n\rightarrow \infty 

Zn(x), x \in (0, 1), f \in L1[0, 1), и

полиномы Z
[r]
n сходятся к g = f [r] \in L1[0, 1) в L1[0, 1).

Кроме того, условия

\| S[r]
n  - f [r]\| 1 = o(nr - \alpha ), n \rightarrow \infty , (15)

| an - 1| \| D[r]
n \| 1 = o(nr - \alpha ), n \rightarrow \infty , (16)

равносильны.

Доказательство. Поскольку Sp\alpha \alpha \subset Sprr при \alpha \geq r \geq 0, по лемме 6 имеем\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
k\sum 

j=0

\Delta aj
Aj

D
[r]
j+1

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
1

\leq C1(k + 1)r+1, k \in \BbbZ +. (17)

Согласно доказательству леммы 6 выполнено соотношение AN = o((N + 1) - \alpha  - 1), N \rightarrow \infty ,
получаем

AN

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
N\sum 
j=0

\Delta aj
Aj

D
[r]
j+1

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
1

= o((N + 1) - \alpha  - 1)O((N + 1)r+1) = o((N + 1)r - \alpha ), N \rightarrow \infty . (18)

Из соотношений (17), (18) следует, что (14) заменяется на\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
\infty \sum 
k=n

\Delta akD
[r]
k+1

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \leq 
\infty \sum 
k=n

\Delta Ak

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
k\sum 

j=0

\Delta aj
Aj

D
[r]
j+1

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
1

+An

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
n\sum 

j=0

\Delta aj
Aj

D
[r]
j+1

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
1

=

= O

\Biggl( \infty \sum 
k=n

(k + 1)r+1\Delta Ak

\Biggr) 
+ o(nr - \alpha ) =

= O((n+ 1)r - \alpha )

\infty \sum 
k=n

(k + 1)\alpha +1\Delta Ak + o(nr - \alpha ) = o(nr - \alpha ), n \rightarrow \infty (19)

(см. (13)). Таким образом,
\Bigl\{ 
Z

[r]
n

\Bigr\} \infty 

n=1
сходится к g \in L1[0, 1) в L1[0, 1) и, аналогично, \{ Zn\} \infty n=1

сходится к f \in L1[0, 1) в L1[0, 1). Легко видеть, что g = f [r]. Если справедливо (16), то в
силу (12), (19) имеем (15).
Обратно, из (15), (19), (12) выводится (16). \square 

Замечание 1. Теорема 2 является аналогом теоремы 3.2 из [3].

Теперь докажем обобщение результата Ф.Морица ([13], теорема 1) и выведем аналог пред-
ложения 2 из этого обобщения.
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Теорема 3. Если f \in L1[0, 1) и величина

H(\lambda , p) = \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m} \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
n\rightarrow \infty 

[\lambda n]\sum 
k=n

kp - 1| \Delta \widehat f(k)| p
конечна для некоторых \lambda > 1 и p > 1, то условия

\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
n\rightarrow \infty 

\widehat f(n)\| Dn+1\| 1 = 0, (20)

\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
n\rightarrow \infty 

\| f  - Sn(f)\| 1 = 0 (21)

равносильны.

Доказательство. Отметим, что конечность величины H(\lambda , r) и неравенство r > p > 1 с
помощью неравенства Гёльдера позволяют заключить, что H(\lambda , p) < \infty . Поэтому рассмат-
риваем 1 < p \leq 2. Также H(\lambda 0, p) < \infty означает. что H(\lambda , p) \leq H(\lambda 0, p) < \infty для всех
1 < \lambda \leq \lambda 0. Пусть справедливо (20) и dn = ([\lambda n] - n+ 1) - 1. Тогда по определению

J0(n) :=

\int dn

0
| \tau n,\lambda (f)(x) - Sn(f)(x)| dx \leq 

\leq 
\int dn

0
dn

[\lambda n]\sum 
k=n+1

([\lambda n] - k + 1)| \widehat f(k)| dx \leq dn

[\lambda n]\sum 
k=n+1

| \widehat f(k)| . (22)

Правая часть неравенства (22) есть o(1) в силу аналога теоремы Римана–Лебега ([7], гл. 4,

§ 2, теорема 4.2) или [8]. С другой стороны

\Biggl( 
считая

j - 2\sum 
k=n

= 0 при j = n+ 1

\Biggr) 
,

\tau n,\lambda (f)(x) - Sn(f)(x) = ([\lambda n] - n+ 1) - 1

[\lambda n]\sum 
j=n+1

j - 1\sum 
k=n

\widehat f(k)\chi k(x),

j - 1\sum 
k=n

\widehat f(k)\chi k(x) =

j - 2\sum 
k=n

\Delta \widehat f(k)Dk+1(x) + \widehat f(j  - 1)Dj(x) - \widehat f(n)Dn(x),

откуда следует \int 1

dn

| \tau n,\lambda (f)(x) - Sn(f)(x)| dx \leq 
\int 1

dn

| \widehat f(n)Dn(x)| dx+

+

\int 1

dn

dn

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
[\lambda n]\sum 

j=n+1

\widehat f(j  - 1)Dj(x)

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| dx+ dn

\int 1

dn

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
[\lambda n]\sum 

j=n+1

j - 2\sum 
k=n

\Delta \widehat f(k)Dk+1(x)

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| dx =

= J1(n) + J2(n) + J3(n). (23)

В силу (20) имеем \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
n\rightarrow \infty 

J1(n) = 0. Далее по лемме 5

J2(n) \leq C1dnd
1/p - 1
n

\left(  [\lambda n]\sum 
j=n+1

| \widehat f(j  - 1)| p
\right)  1/p

= C1

\left(  dn

[\lambda n]\sum 
j=n+1

| \widehat f(j  - 1)| p
\right)  1/p

. (24)
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Как и выше, в силу аналога теоремы Римана–Лебега получаем \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
n\rightarrow \infty 

J2(n) = 0. Изменяя

порядок суммирования и применяя лемму 5, находим

J3(n) = dn

\int 1

dn

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
[\lambda n] - 2\sum 
k=n

[\lambda n]\sum 
j=k+2

\Delta \widehat f(k)Dk+1(x)

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| dx =

= dn

\int 1

dn

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
[\lambda n] - 2\sum 
k=n

([\lambda n] - k  - 1)\Delta \widehat f(k)Dk+1(x)

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| dx \leq 

\leq C1d
1/p
n

\left(  [\lambda n]\sum 
k=n

([\lambda n] - k  - 1)p| \Delta \widehat f(k)| p
\right)  1/p

\leq C1((\lambda  - 1)n)1 - 1/p

\left(  [\lambda n]\sum 
k=n

| \Delta \widehat f(k)| p
\right)  1/p

\leq 

\leq C1(\lambda  - 1)1 - 1/p

\left(  [\lambda n]\sum 
k=n

kp - 1| \Delta \widehat f(k)| p
\right)  1/p

. (25)

Из (22)–(25) следует, что \| \tau n,\lambda (f)  - Sn(f)\| 1 может быть произвольно малым при больших
n и \lambda , близких к единице. Используя лемму 7, получаем (21).
Пусть теперь имеет место (21). Тогда по лемме 7 верно \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}

n\rightarrow \infty 
\| \tau n,\lambda (f)  - Sn(f)\| 1 = 0.

Используя обозначения выше, находим

J1(n) \leq \| Sn(f) - \tau n,\lambda (f)\| 1 + J0(n) + J2(n) + J3(n). (26)

Но все слагаемые в правой части (26), кроме последнего, стремятся к нулю при n \rightarrow \infty ,
тогда как J3(n) стремится к нулю при \lambda \rightarrow 1 + 0. Таким образом, для некоторого \lambda > 1 и
достаточно больших n

J1(n) =

\int 1

dn

| \widehat f(n)Dn(x)| dx < \varepsilon /2.

С другой стороны, \int dn

0
| \widehat f(n)Dn(x)| dx \leq ndn| \widehat f(n)| \rightarrow 0, n \rightarrow \infty ,

для фиксированного \lambda > 1. Следовательно,

\int 1

0
| \widehat f(n)Dn(x)| dx < \varepsilon при n > n0(\varepsilon ) и (20)

доказано. \square 

Следствие 1. Пусть f \in L1[0, 1), p > 1 и

\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
\lambda \rightarrow 1+0

\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m} \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
n\rightarrow \infty 

[\lambda n]\sum 
k=n

kp - 1| \Delta \widehat f(k)| p = 0. (27)

Тогда условия (20) и (21) равносильны.

Доказательство. Ясно, что (27) влечет выполнение условия H(\lambda , p) < \infty из теоремы 3 для
некоторых p > 1 и \lambda > 1. \square 

Следствие 2. Пусть f \in L1[0, 1), p > 1 и существует конечный предел

\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
n\rightarrow \infty 

n - 1
n\sum 

k=1

kp| \Delta \widehat f(k)| p. (28)

Тогда условия (20) и (21) равносильны.
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Доказательство. В силу (28) видим, что

(2n) - 1
2n\sum 
k=1

kp| \Delta \widehat f(k)| p, 2n\sum 
k=n

kp - 1| \Delta \widehat f(k)| p
ограничены. Поэтому мы можем использовать теорему 3 при \lambda = 2. \square 

Следствие 3. Пусть f \in L1[0, 1), 1 < p < \infty и ряд
\infty \sum 
k=1

kp - 1| \Delta \widehat f(k)| p сходится. Тогда условия
(20) и (21) равносильны.

Замечание 2. Следствие 1 является аналогом предложения 2. В случае системы Уолша
(т. е. при pi \equiv 2) оно доказано Ф. Морицем [14]. Аналог следствия 3 для косинус-рядов был
установлен Ч. Станоевичем [15].
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