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СУБГАРМОНИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ КЛАССА \frakA \ast 

Аннотация. В статье рассматривается класс \frakA \ast , состоящий из субгармонических в единичном
круге таких функций, что их суперпозиции с некоторыми семействами дробно-линейных авто-
морфизмов круга образуют нормальные семейства. Установлена теорема о том, что для любой
функции класса \frakA \ast множество точек единичной окружности представимо в виде объедине-
ния множества точек Фату, множества обобщенных точек Плеснера и некоторого множества
меры нуль.
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Введение. Классификации точек единичной окружности для мероморфных и гармониче-
ских функций, определенных в единичном круге, посвящены многие монографии и статьи
(см., например, [1]–[5]). В случае нормальных субгармонических функций вопрос классифи-
кации точек единичной окружности рассматривался в работах [6] и [7]. В настоящей работе
аналогичный вопрос изучается для субгармонических функций класса \frakA \ast =

\bigcap 
0\leqslant \theta <\pi 

\frakA \theta , кото-

рый является более широким классом, чем класс нормальных субгармонических функций
(см. [8]). Классы \frakA \theta будут определены ниже.
В статье будем придерживаться общепринятых обозначений (см. [1]–[5]). Обозначим через

D, \Gamma соответственно единичный круг | z| < 1 и единичную окружность | z| = 1. Рассмотрим
действительнозначную функцию f(z), определенную в D. Для произвольного подмноже-
ства S круга D, для которого точка \xi \in \Gamma является предельной точкой, обозначим через
C(f, \xi , S) предельное множество функции f(z) в точке \xi относительно множества S. Это
значит, что любое действительное число \alpha (конечное или бесконечное) принадлежит мно-
жеству C(f, \xi , S), если существует такая последовательность \{ zn\} \in S, что \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}

n\rightarrow \infty 
zn = \xi и

\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
n\rightarrow \infty 

f(zn) = \alpha . Приведем дополнительно несколько обозначений и определений.

Точку \xi \in \Gamma называют точкой Вейерштрасса для действительнозначной функции f(z),
определенной в D, если C(f, \xi ,D) = \=R. Множество всех точек Вейерштрасса функции
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f(z) обозначим через W (f). Назовем точку \xi = ei\theta \in \Gamma обобщенной точкой Вейерштрасса
для действительнозначной функции f(z), определенной в D, если предельное множество
C(f, \xi ,D) не ограничено сверху. Множество всех обобщенных точек Вейерштрасса обозна-
чим через W1(f).
Понятие нормальной функции, рассмотренное для мероморфных функций и состоящее

в свойстве порождать нормальное семейство на группе T всех конформных автоморфиз-
мов области определения [4], было затем перенесено на гармонические и субгармонические
функции (см. [9] или [10]). В случае единичного круга D группа T состоит из элементов
S(z) : T = \{ S(z) ; S(z)=ei\alpha (z + a) \cdot (1 + \=az) - 1\} , a — произвольная точка в D, \alpha — произ-
вольное действительное число. Придерживаясь обозначений из работы [11], скажем, что
субгармоническая функция нормальная, если на группе T всех комформных автоморфиз-
мов единичного круга D порождаемое ею семейство функций \Phi : \{ f(S(z)) ; S(z) \in T\} нор-
мально в D в смысле Монтеля, т. е. из любой последовательности \{ f(Sn)(z)\} семейства
\Phi , где Sn(z) \in T , можно извлечь подпоследовательность \{ f(Snk

)(z)\} , равномерно сходя-
щуюся на любом компакте K в D к субгармонической функции или же равномерно схо-
дящуюся к +\infty либо к  - \infty на любом компакте K в D. В этом случае говорят [11], что
f(z) \in \frakA . Достигнутые в теории нормальных субгармонических функций результаты поз-
воляют сформулировать задачу о распространении свойств нормальных субгармонических
функций, которые порождают нормальные в D семейства не относительно всей группы T ,
а относительно некоторой ее подгруппы T1 \subset T . В данной работе рассмотрим подгруппы
T \theta : \{ S\theta 

a(z) = (z + aei\theta )(1 + ae - i\theta z) - 1\} , где a изменяется в интервале ( - 1, 1) и \theta , 0 \leqslant \theta < \pi 
фиксировано. Субгармоническую в D функцию относят к классу \frakA \theta (\theta , 0 \leqslant \theta < \pi фикси-
ровано), если порождаемое ею семейство \Phi \theta : \{ f(S\theta 

a(z));S
\theta 
a \in T \theta \} нормально в D в смысле

Монтеля, т. е. из любой последовательности \{ f(S\theta 
n(z))\} семейства \Phi \theta , где S\theta 

n(z) \in T \theta и
0 \leqslant \theta < \pi фиксировано, можно выделить подпоследовательность \{ f(S\theta 

nk
(z))\} , равномерно

сходящуюся на любом компакте K в D к субгармонической функции или же равномерно
сходящуюся к +\infty либо к  - \infty на любом компакте K в D. Обозначим \frakA \ast =

\bigcap 
\theta \in [0,\pi )

\frakA \theta .

Неотрицательная функция f(z) называется логарифмически субгармонической, если
\mathrm{l}\mathrm{n} f(z) — субгармоническая функция.

1. Основная теорема. Основным результатом данной работы является

Теорема. Для произвольной субгармонической функции f(z) класса \frakA \ast справедливо разло-
жение

\Gamma = F (f) \cup I\ast (f) \cup E,

где F (f) — множество точек Фату функции f(z), I\ast (f) — множество обобщенных точек

Плеснера, а E — некоторое множество линейной меры нуль.

Справедлива

Лемма. Пусть f(z)—субгармоническая функция класса \frakA \ast и допустим существует та-

кое множество E на \Gamma , что линейная мера множества E положительная, т. е. mE>0.
Тогда существует такая звездообразная подобласть G \subset D, в которой функция f(z) огра-
ничена сверху. При этом m( \=G \cap \Gamma ) > 0 и \=G \cap \Gamma \subset E.

Схема доказательства. Доказательство леммы существенно опирается на построении звез-
дообразной области, которое впервые было предложено И.И. Приваловым и Н.Н. Лузиным
(см. [1] или [2]). Кроме того, используется свойство ограниченности сверху субгармониче-
ских функций в любом замкнутом круге.
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Схема доказательства теоремы. Проведем его методом от противного. При доказательстве
существенно используется инвариантность множеств меры нуль и сохранение углов почти
всюду при конформных отображениях круга на область со спрямляемой границей.

Применяя нашу теорему о классификации точек единичной окружности для субгармо-
нических функций класса \frakA \ast , получим следствия.

Следствие 1. Пусть f(z) — субгармоническая в D функция класса \frakA \ast . Тогда почти каж-

дая точка \xi = ei\theta \in \Gamma принадлежит по крайней мере одному из множеств W1(f), F (f).

Следствие 2. Пусть f(z) — субгармоническая в D функция класса \frakA \ast . Для того что-

бы функция f(z) имела в почти каждой точке множества E \subset \Gamma , mE > 0, конечные
угловые граничные значения, необходимо и достаточно, чтобы в почти каждой точке

\xi \in E предельное множество C(f, \xi , L\xi ) было ограничено сверху по некоторой кривой L\xi ,

некасательной к \Gamma в точке \xi .

Следствие 3. Пусть f(z) — произвольная субгармоническая функция класса \frakA \ast , удовле-
творяющая условию

\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
0\leqslant r<1

\beta \int 
\alpha 

f+(ri\theta ) d\theta < +\infty , где 0 \leqslant \alpha < \beta \leqslant 2\pi и f+(rei\theta ) = \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}\{ 0, f(rei\theta )\} .

Тогда почти всюду на дуге (ei\alpha , ei\beta ) функция f(z) имеет конечные угловые граничные пре-

делы.

Следствие 4. Пусть логарифмическая субгармоническая в D функция f(z) из класса \frakA \ast 

ограничена в некоторой окрестности дуги \gamma \subset \Gamma . Если существует такая последователь-

ность \{ zn\} , что \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
n\rightarrow \infty 

\sigma (zn, zn+1) = M < +\infty , каждая точка дуги \gamma является предельной

точкой для последовательности \{ zn\} и \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
n\rightarrow \infty 

f(zn) = 0, то f(z) \equiv 0.

Замечание 1. М.Цудзи [12] построил пример ограниченной субгармонической функции

функции f(z), для которой в почти каждой точке \xi \in \Gamma не существуют угловые пределы.

Для такой функции, очевидно, что mF (f) = 0 и множество I\ast (f) для рассматривае-

мой функции будет пустым множеством. Поэтому для этой функции не имеет место

утверждение нашей теоремы.

Замечание 2. Отметим, что необходимые и достаточные условия существования ко-

нечных угловых пределов у произвольных голоморфных и гармонических функций на мно-

жестве E, mE > 0, рассматривались еще И.И. Приваловым [13].

Замечание 3. Приведем пример субгармонической функции f(z) класса \frakA , для которой

утверждение классической теоремы Плеснера не имеет место, но справедливо утвержде-

ние нашей основной теоремы. Для этого рассмотрим модулярную функцию \mu (z), голо-
морфную в D и не принимающую значений 0, 1, \infty [14]. В силу того, что \mu (z) — нор-

мальная голоморфная функция, | \mu (z)| является нормальной субгармонической функцией.

Так как множество точек Фату для модулярной функции \mu (z) не более чем счетно [14],
то mF (\mu ) = 0 и в силу теоремы Плеснера ([1] или [2]) для голоморфных функций почти

каждая точка на \Gamma является точкой Плеснера для функции \mu (z). Следовательно, в почти
каждой точке \xi \in \Gamma предельное множество по любому углу \Delta (\xi ) C(| \mu | , \xi ,\Delta (\xi )) совпада-
ет с [0,+\infty ]. Таким образом, почти каждая точка на \Gamma не является ни точкой Фату,
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ни точкой Плеснера, а значит, утверждение теоремы Плеснера не имеет место. Одна-

ко почти каждая точка \xi на \Gamma является обобщенной точкой Плеснера и, следовательно,

утверждение основной теоремы для функции | \mu (z)| справедливо.
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S.L. Berberyan

On the classification of points of the unit circle for subharmonic functions of class \frakA \ast 

Abstract. In this article, we consider a class \frakA \ast consisting of functions, subharmonic in the unit
disk and such that their compositions with some families of linear fractional automorphisms of the
disk form normal families. We prove a theorem which states that for any function of class \frakA \ast the
set of points of the unit circle can be represented as a union of Fatou points, generalized point
Plesner, and a set of zero measure.
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