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Аннотация. Рассматриваются максимальные операторы, связанные с сингулярными гипер-
поверхностями в многономерных евклидовых пространствах. Доказана ограниченность этих
операторов и найден показатель ограниченности в пространстве суммируемых функций, ко-
гда гиперповерхности задаются параметрическими уравнениями.
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Введение

Исследуем максимальные операторы, определенные соотношением

\scrM f(y) := \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
t>0

| \scrA tf(y)| , (1)

где

\scrA tf(y) :=

\int 
S

f(y  - tx)\psi (x)dS(x) (2)

— оператор усреднения, S \subset \BbbR n+1 — гиперповерхность, \psi — фиксированная неотрица-
тельная бесконечно гладкая функция с компактным носителем, т. е. \psi \in C\infty 

0 (\BbbR n+1) и f \in 
C\infty 
0 (\BbbR n+1), dS(x) — поверхностная мера на S.
Как известно, максимальный оператор \scrM называется ограниченным в пространстве

Lp := Lp(\BbbR n+1), если существует положительное число C такое, что выполняется нера-
венство

\| \scrM f\| Lp \leq C \| f\| Lp

для любого f \in C\infty 
0 (\BbbR n+1).

Максимальные операторы вида (1) исследовались в работах [1]–[8], начиная с работ И.М.
Стейна. В работе [9] рассматриваются максимальные операторы, связанные с различными
гладкими гиперповерхностями в многомерных евклидовых пространствах. Получены точ-
ные значения показателя ограниченности максимальных операторов, ассоциированных с
выпуклыми аналитическими и вырожденными гиперповерхностями в случае, когда p боль-
ше двух.
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Статьи [10] и [11] посвящены изучению ограниченности максимальных операторов, свя-
занных с сингулярными поверхностями в пространстве \BbbR 3. Эти поверхности задаются па-
раметрическими уравнениями и могут иметь особые точки на координатных плоскостях.
В данной статье обобщаются результаты работы [10] на пространство \BbbR n+1. Рассматрива-

ются сингулярные гиперповерхности, заданные параметрическими уравнениями и имеющие
особые точки на координатных плоскостях. Соответствующие максимальные операторы ис-
следуются в достаточно малой окрестности особой точки.

1. Постановка задачи и формулировка основного результата

Следуя [12] приведем понятие дробно степенных рядов.

Определение 1. Пусть V \subseteq \BbbR n
+ — открытое связное множество такое, что 0 \in \=V , f на-

зывается дробно-степенным рядом во множестве V, если существуют открытое множество
W \subseteq \BbbR n, содержащее \=V , натуральное число N и вещественно-аналитическая функция g в
\Phi  - 1
N (W ) такие, что справедливо тождество f = g \circ \Phi 1/N во множестве V, где \Phi N : \BbbR n \rightarrow \BbbR n

— отображение, заданное формулой \Phi N (x) = (xN1 , . . . , x
N
n ), \=V — замыкание множества V ,

\Phi  - 1
N — обратное отображение к \Phi N .

Рассмотрим сингулярные гиперповерхности в пространстве \BbbR n+1, определенные следую-
щими уравнениями:

xi(u) = mi(u)gi(u), xn+1(u) = r +mn+1(u)gn+1(u), (3)

где mi(u), mn+1(u) — мономы от n переменных, т. е.

mi(u) = uai11 \cdot . . . \cdot uainn , mn+1(u) = uc11 \cdot . . . \cdot ucnn ,
u = (u1, . . . , un), ui \geq 0, gi(u), gn+1(u) — дробно степенные ряды, ci, aik — неотрицатель-
ные рациональные числа, r — произвольное действительное число, отличное от нуля, i =
1, n, k = 1, n.
Пусть A = (aik) — квадратная n\times n-матрица и B = \mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{t}A. Через Ai обозначим матрицы,

образующиеся заменами элементов i-й строки матрицы A числами c1, . . . , cn соответственно,
Bi = \mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{t}Ai.

Определение 2. Точка P (x1, . . . , xn+1) = P (x1 (u1, . . . , un) , . . . , xn+1 (u1, . . . , un)) называ-

ется неособой (регулярной) точкой гиперповерхности (3), если ранг матрицы D =

\biggl( 
\partial xj
\partial uk

\biggr) 
(j = 1, n+ 1, k = 1, n ) равен n в точке (u1, . . . , un) ([13], с. 73).

Если, по крайней мере, один из определителей Bi, B отличен от нуля, то точки гипер-
поверхности (3), лежащие в достаточно малой окрестности точки (0, . . . , 0, r) \in \BbbR n+1 и вне
координатных плоскостей, являются неособыми точками. Точки гиперповерхности (3), ле-
жащие на координатных плоскостях, могут быть сингулярными точками (см. лемму).
Оператор усреднения \scrA tf в (2), связанный с гиперповерхностями (3), определим так:

\scrA \varphi 
t f(y) :=

\int 
\BbbR n
+

f
\Bigl( 
y  - tm(u)g(u), yn+1  - t

\bigl( 
r +mn+1(u)gn+1(u)

\bigr) \Bigr) 
\psi 1(u)u

d\varphi (u)du, (4)

где

y  - tm(u)g(u) =
\Bigl( 
y1  - tm1(u)g1(u), . . . , yn  - tmn(u)gn(u)

\Bigr) 
,

\psi 1(u) = \psi 
\Bigl( 
m1(u)g1(u), . . . ,mn(u)gn(u), r +mn+1(u)gn+1(u)

\Bigr) 
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— неотрицательный дробно степенной ряд с достаточно малым носителем, т. е. \psi 1 \in C\infty 
0 (\BbbR n),

\varphi (u) — дробно степенной ряд, ud = ud11 \cdot . . . \cdot udnn , di — произвольные действительные числа.
Максимальный оператор, соответсвующий оператору \scrA \varphi 

t f , определим равенством

\scrM \varphi f(y) := \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
t>0

| \scrA \varphi 
t f(y)| , y \in \BbbR n+1.

В этой работе изучается ограниченность максимальных операторов (1), связананных с
сингулярными гиперповерхностями в \BbbR n+1, заданными параметрическими уравнениями (3).
Точнее, докажем ограниченность максимального оператора \scrM \varphi f в пространстве Lp(\BbbR n+1)
при p > 2 в неособых точках сингулярных гиперповерхностей (3).
Основным результатом и обобщением теоремы 1 работы [10] является

Теорема. Пусть \{ gl(u)\} n+1
l=1 , \varphi (u) — дробно степенные ряды, определенные в достаточно

малой окрестности начала координат \BbbR n, удовлетворяющие условиям gl (0) \not = 0, \varphi (0) \not = 0
и di >  - 1. Предположим, что B \not = 0 и, по крайней мере, одно из чисел Bi(Bi  - B), BiBk

отлично от нуля, где k \not = i. Тогда существует достаточна малая окрестность U точки

(0, . . . , 0, r) \in \BbbR n+1 такая, что для любого числа p > \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}

\biggl\{ 
ci

di + 1
, 2

\biggr\} 
и для любой функции

\psi 1 \in C\infty 
0 (U) максимальный оператор \scrM \varphi f ограничен в Lp(\BbbR n+1). Более того, если \psi 1(0) >

0, \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}

\biggl\{ 
ci

di + 1

\biggr\} 
> 2, то максимальный оператор \scrM \varphi f не ограничен в Lp(\BbbR n+1) при 2 <

p \leq \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}

\biggl\{ 
ci

di + 1

\biggr\} 
.

Следствие 1. Если \{ gl(u)\} n+1
l=1 , \varphi (u) — дробно степенные ряды, определенные в малой

окрестности начала координат \BbbR n, удовлетворяющие условиям gl (0) \not = 0, \varphi (0) \not = 0 и di >  - 1,

B \not = 0,
\bigl( 
AT

\bigr)  - 1
C \not = (1, 0, . . . , 0)T ,

\bigl( 
AT

\bigr)  - 1
C \not = (0, 1, . . . , 0)T , . . . ,\bigl( 

AT
\bigr)  - 1

C \not = (0, 0, . . . , 1)T ,
\bigl( 
AT

\bigr)  - 1
C \not = (0, 0, . . . , 0)T ,

то утверждения теоремы остаются справедливыми, где C = (c1, c2, . . . , cn)
T .

Следствие 2. Если \{ gl(u)\} n+1
l=1 , \varphi (u) — дробно степенные ряды, определенные в малой

окрестности начала координат \BbbR n, удовлетворяющие условиям gl (0) \not = 0, \varphi (0) \not = 0 и di >  - 1,
Bi \not = 0, B \not = 0, то теорема остается в силе.

Замечание. Если \{ gl(u)\} n+1
l=1 , \varphi (u) — вещественно-аналитические функции, определенные

в малой окрестности начала координат \BbbR n, удовлетворяющие условиям gl (0) \not = 0, \varphi (0) \not = 0,
то утверждения теоремы, следствия 1 и 2 будут справедливыми.

2. Вспомогательное утверждение

Лемма. Если хотя бы одно из чисел Bi, B отлично от нуля, то точки гиперповерх-

ности (3), лежащие в достаточно малой окрестности точки (0, . . . 0, r) \in \BbbR n+1 и вне

координатных плоскостей, являются неособыми точками. Точки гиперповерхности (3),
лежащие на координатных плоскостях, могут быть сингулярными точками.

Доказательство. Предположим, что B \not = 0. Вычисляя главный минор M среди миноров
n-го порядка матрицы D, имеем

M = ua11+a21+...+an1 - 1
1 ua12+a22+...+an2 - 1

2 \cdot . . . \cdot ua1n+a2n+...+ann - 1
n \alpha (u),
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где

\alpha (u) = \mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{t}G, G = G1 +G2, G1 =
\bigl( 
aikgk(u)

\bigr) 
, G2 =

\biggl( 
uk
\partial gi
\partial uk

\biggr) 
и G,G1, G2 — квадратные n\times n-матрицы, \alpha (u) — дробно-степенной ряд в начале координат
\BbbR n

такой, что \alpha (0) \not = 0.
Очевидно, что значения M отличны от нуля в достаточно малой окрестности нуля вне

координатных плоскостей при условии B \not = 0, u1 \cdot . . . \cdot un \not = 0. Следовательно, ранг матри-
цы D максимален, т. е. равен n в этой окрестности. Поэтому по определению 2 все точки
гиперповерхности (3), лежащие в окрестности точки (0, . . . 0, r) \in \BbbR n+1 и вне координатных
плоскостей, являются неособыми точками. Аналогично доказывается регулярность точки
гиперповерхности (3), лежащей в окрестности точки (0, . . . 0, r) \in \BbbR n+1, когда Bi \not = 0. \square 

3. Доказательство основного результата

Исследуем максимальный оператор \scrM \varphi f в неособых точках гиперповерхности (3). По
лемме при положительных достаточно малых значениях параметров u1, . . . , un точки ги-
перповерхности (3), лежащие в достаточно малой окрестности точки (0, . . . 0, r) \in \BbbR n+1 и
вне координатных плоскостей, являются неособыми точками. Поэтому считаем, что эти
параметры принадлежат достаточно малой окрестности нуля \BbbR n.

Рассмотрим разбиение единицы
\infty \sum 

m=0

\chi m(\sigma ) = 1 на интервале 0 < \sigma \leq 1 и \chi \in C\infty 
0 (\BbbR ) с

носителем на интервале [1/2, 2]. Здесь \chi m(\sigma ) := \chi (2m\sigma ) и положим

\chi j(u) := \chi j1(u1) \cdot . . . \cdot \chi jn(un), j1, . . . , jn \in N.

Применяя разбиение единицы, разлагаем оператор усреднения из (4) так:

\scrA \varphi ,j
t f(y) =

\int 
\BbbR n
+

f
\Bigl( 
y  - tm(u)g(u), yn+1  - t

\bigl( 
r +mn+1(u)gi(u)

\bigr) \Bigr) 
\psi 1(u)\chi j(u)u

d\varphi (u)du.

Если преобразуем переменные

uk = 2 - jkzk, 0.5 \leq zk \leq 2,

то оператор \scrA \varphi ,j
t представляется в виде

\scrA \varphi ,j
t f(y) = 2 - (j, d) - Sn

\int 
\BbbR n
+

f
\Bigl( 
y - t\cdot 2 - sm(z)g(\delta 2 - j (z)), yn+1 - t

\bigl( 
r+2 - (j,c)mn+1(z)gn+1(\delta 2 - j (z))

\bigr) \Bigr) 
\times 

\times \psi 1(\delta 2 - j (z))\chi (2 - j1z1) \cdot . . . \cdot \chi (2 - jnzn)z
d\varphi (\delta 2 - j (z))dz, (5)

где

y  - t \cdot 2 - sm(z)g(\delta 2 - j (z)) =
\bigl( 
y1  - t \cdot 2 - s1m1(z)g1(\delta 2 - j (z)), . . . , yn  - t \cdot 2 - snmn(z)gn(\delta 2 - j (z))

\bigr) 
,

(j, d) = j1d1 + . . .+ jndn, (j, c) = j1c1 + . . .+ jncn, \delta 2 - j (z) = (2 - j1z1, . . . , 2
 - jnzn),

Sn = j1 + . . .+ jn, mi(z) = zai11 \cdot . . . \cdot zainn , mn+1(z) = zc11 \cdot . . . \cdot zcnn .
Числа si вычисляются соотношениями

si =

n\sum 
k=1

jkaik,

где j1 \geq j0, . . . , jn \geq j0 и j0 — достаточно большое число, что следует из малости носите-
ля \psi 1.
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Предполагая теперь, что gk(0, . . . , 0) = 1, преобразуем переменные:

wi = mi(z)gi(\delta 2 - j (z)). (6)

Тогда в множестве
\{ (w1, . . . , wn) \in \BbbR n

+ : 2 - Sin \leq wi \leq 2Sin\} 
из системы wi = mi(z) вытекает система zi = \~mi(w), где

\~mi(w) = wbi1
1 \cdot . . . \cdot wbin

n , (bij) =
\bigl( 
AT

\bigr)  - 1
, Sin = ai1 + . . .+ ain

([14], с. 60).
Далее, делая замену переменных zi = \~mi(w)\^gi в (6), получаем систему

(\^g1)
ai1 \cdot . . . \cdot (\^gn)ain \cdot gi

\bigl( 
\delta 2 - j ( \~mi(w)\^gi)

\bigr) 
= 1,

где \^gi — такие новые переменные, что \^gi \sim 1. Согласно теореме о неявных отображениях,
эта система в малой окрестности точки (0, . . . , 0, 1, . . . , 1) \in \BbbR 2n имеет единственное гладкое
решение вида \^gi = \~gi(2

 - j , w) и получаем

zi = \~mi(w)\~gi(2
 - j , w), (7)

где 2 - j = (2 - j1 , . . . , 2 - jn).Предполагая, что \~gi(0, . . . 0, 1, . . . 1) = 1, гладкие функции \~gi(2
 - j , w)

можно представить в виде

\~gi(2
 - j , w) = 1 +

n\sum 
k=1

2 - jkhik(2
 - j , w),

hik(2
 - j , w) — некоторые гладкие функции.

Следовательно, после преобразований (6) и (7), интеграл (5) примет вид

\scrA \varphi ,j
t f(y) = 2 - (j, d) - Sn

\int 
\BbbR n
+

f
\Bigl( 
y  - t \cdot 2 - sw, yn+1  - t(r + 2 - (j, c)\phi (w))

\Bigr) 
\mu (w)dw, (8)

где

\phi (w) = w
B1
B
1 w

B2
B
2 \cdot . . . \cdot w

Bn
B
n g(w), y  - t \cdot 2 - sw =

\Bigl( 
y1  - t \cdot 2 - s1w1, . . . , yn  - t \cdot 2 - snwn

\Bigr) 
,

g(w) =

n\prod 
i=1

\bigl( 
\~gi(2

 - j , w)
\bigr) cign+1

\Bigl( 
2 - j1m1(w)\~g1(2

 - j , w), . . . , 2 - jnmn(w)\~gn(2
 - j , w)

\Bigr) 
,

\mu (w) = \~\psi 1(w)\~\chi (w)\varphi (w)\~\eta (w)J(w), \~\eta (w) = \eta 
\Bigl( 
2 - j1m1(w)\~g1(2

 - j , w), . . . , 2 - jnmn(w)\~gn(2
 - j , w)

\Bigr) 
,

\~\psi 1(w) = \psi 1

\Bigl( 
2 - j1m1(w)\~g1(2

 - j , w), . . . , 2 - jnmn(w)\~gn(2
 - j , w)

\Bigr) 
,

\~\chi (w) =

n\prod 
i=1

\chi 
\Bigl( 
2 - jimi(w)\~gi(2

 - j , w)
\Bigr) 
, \varphi (w) =

n\prod 
i=1

\bigl( 
mi(w)\~gi(2

 - j , w)
\bigr) di

— дробно-степенные ряды, J(w) — Якобиан замены переменных (7).
Операторы растяжения

T jf(y) := 2
Qn
p f

\Bigl( 
2s1y1, . . . , 2

snyn, yn+1

\Bigr) 
переводят операторы \scrA \varphi ,j

t f из (8) в операторы

\scrA \varphi ,j
t T jf(y) = 2

Qn - (j, d)p - Snp
p

\int 
\BbbR n
+

f
\Bigl( 
2sy  - tw, yn+1  - t(r + 2 - (j, c)\phi (w))

\Bigr) 
\mu (w)dw,
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где 2sy  - tw =
\bigl( 
2s1y1  - tw1, . . . , 2

snyn  - twn

\bigr) 
, Qn = s1 + . . .+ sn.

А также операторы

T - jf(y) := 2
 - Qn

p f
\Bigl( 
2 - s1y1, . . . , 2

 - snyn, yn+1

\Bigr) 
переводят \scrA \varphi ,j

t T jf в новые операторы

T - j\scrA \varphi ,j
t T jf(y) = 2 - (j, d) - Sn

\int 
\BbbR n
+

f
\Bigl( 
y  - tw, yn+1  - t(r + 2 - (j, c)\phi (w))

\Bigr) 
\mu (w)dw,

где y  - tw = (y1  - tw1, . . . , yn  - twn).
Нетрудно убедиться в том, что функция \phi (w) в последнем интеграле удовлетворяет усло-

вию теоремы 7.1 работы [9]. Действительно, найдем частные производные второго порядка
от функции \phi (w):

\partial 2\phi 

\partial w2
i

=
1

B2
w

B1
B
1 w

B2
B
2 \cdot . . . \cdot w

Bi
B

 - 2

i \cdot . . . \cdot w
Bn
B
n

\biggl( 
Bi

\Bigl( 
Bi  - B

\Bigr) 
g(w) + 2BiBwi

\partial g(w)

\partial wi
+B2w2

i

\partial 2g(w)

\partial w2
i

\biggr) 
,

\partial 2\phi 

\partial wi\partial wk
=

1

B2
w

B1
B
1 w

B2
B
2 \cdot . . . \cdot w

Bi
B

 - 1

i \cdot . . . \cdot w
Bk
B

 - 1

k \cdot . . . \cdot w
Bn
B
n \times 

\times 
\biggl( 
BiBk\varphi (w) +BkBwi

\partial \varphi 

\partial wi
+BiBwk

\partial \varphi 

\partial wk
+B2wiwk

\partial 2\phi 

\partial wi\partial wk

\biggr) 
.

Так как в силу условия теоремы хотя бы одно из чисел Bi

\bigl( 
Bi - B

\bigr) 
, BiBk не равно нулю, то

соответствующая производная
\partial 2\phi 

\partial w2
i

или
\partial 2\phi 

\partial wi\partial wk
(k \not = i) отлична от нуля для достаточного

большого j0.
Применяя теорему 7.1 работы [9] к последнему интегралу при p > 2, получим\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}

t>0
| T - j\scrA \varphi ,j

t T jf | 
\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
Lp

\leq Dp2
(j, c) - (j, d)p - Snp

p \| f\| Lp ,

где Dp — некоторое положительное число. Отсюда в силу изометричности операторов T jf
и T - jf вытекает оценка \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}

t>0
| \scrA \varphi ,j

t f | 
\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
Lp

\leq Dp2
(j, c) - (j, d)p - Snp

p \| f\| Lp .

Далее, учитывая равенство

\| \scrM \varphi ,jf\| Lp = \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
t>0

\| | \scrA \varphi ,j
t f | \| Lp ,

получим неравенство\sum 
j1\geq j0,...,jn\geq j0

\| \scrM \varphi ,jf\| Lp \leq Dp

\sum 
j1\geq j0,...,jn\geq j0

2
(j, c) - (j, d)p - Snp

p \| f\| Lp .

Ряд в правой части этого неравенства сходится при p > \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}

\biggl\{ 
ci

di + 1

\biggr\} 
. При выполнении

этого условия справедлива оценка

\| \scrM \varphi f\| Lp \leq 
\sum 

j1\geq j0,...,jn\geq j0

\| \scrM \varphi ,jf\| Lp \leq C1\| f\| Lp ,

где C1 > 0.
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Предположим, что \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}

\biggl\{ 
ci

di + 1

\biggr\} 
> 2. Следуя [1], рассмотрим функцию

f(x, xn+1) =
\eta 1(x)\eta 2(xn+1)

| xn+1| 
1
p | \mathrm{l}\mathrm{n} | xn+1| | 

1
p

,

где \eta 1, \eta 2 — гладкие функции, удовлетворяющие условию

\eta 1(x)\eta 2(xn+1) =

\Biggl\{ 
1, | x| \leq \kappa 

2
;

0, | x| \geq \kappa .

Здесь \kappa > 0 — некоторое достаточно малое число. В силу соотношений (3) и (4) оператор
усреднения, соответствующий функции f(x, xn+1), определяется следующим образом:

\scrA \varphi 
t f(y) =

\int 
\BbbR 2
+

\eta 1
\bigl( 
y  - tx(u)

\bigr) 
\eta 2(yn+1  - txn+1(u)

\bigr) 
| yn+1  - txn+1(u)| 

1
p
\bigm| \bigm| \mathrm{l}\mathrm{n} | yn+1  - txn+1(u)| 

\bigm| \bigm| 1p \psi 1(u)u
d\varphi (u)du,

где y  - tx(u) =
\bigl( 
y1  - tx1(u), . . . , yn  - txn(u)

\bigr) 
.

Следовательно, при \psi 1(0) > 0, t =
yn+1

r
> 0 для (y1, . . . , yn), принадлежащей малой

окрестности начала координат, получаем неравенство

\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
t>0

| \scrA \varphi 
t f(y)| \geq C2

\int 
| u| \leq \kappa 

2

| u1| d1 - 
c1
p | u2| d2 - 

c2
p \cdot . . . \cdot | un| dn - 

cn
p

| \mathrm{l}\mathrm{n} | yn+1

r mn+1(u)gn+1(u)| | 
1
p

du,

где C2 — некоторое положительное число.
Итак, интеграл в правой части последнего неравенства расходится для всех p, удовлетво-

ряющих неравенству 2 < p \leq \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}

\biggl\{ 
ci

di + 1

\biggr\} 
, т. е. максимальный оператор\scrM \varphi f неограничен

в Lp(\BbbR n+1) для таких p. Теорема доказана.
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On maximal operators associated with singular hypersurfaces

Abstract.Maximal operators associated with singular hypersurfaces in multidimensional Euclidean
spaces are considered. We prove the boundedness of these operators and define a critical exponent
in the space of summable functions, when hypersurfaces are given by parametric equations.
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