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ОБОБЩЕННОЕ ИНТЕГРИРОВАНИЕ ПО НЕСПРЯМЛЯЕМЫМ

ПЛОСКИМ КРИВЫМ И КРАЕВЫЕ ЗАДАЧИ

Аннотация. В обзоре обсуждаются две тесно связанные между собой проблемы: решение
краевой задачи Римана для аналитических функций и некоторых их обобщений в областях
комплексной плоскости с неспрямляемыми границами, и построение обобщения криволиней-
ного интеграла на неспрямляемые кривые, сохраняющего важные для комплексного анализа
свойства.

Данная работа отражает современное состояние вопроса, и многие приведенные в ней ре-
зультаты получены совсем недавно. В конце статьи вниманию читателей предлагается ряд
нерешенных проблем, каждая из которых может служить исходным пунктом научного ис-
следования.
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1. Введение

Эта работа возникла по причине развития теории краевых задач комплексного анализа,
в первую очередь, краевой задачи Римана. Решение этой задачи — одно из общеизвестных
достижений советской математики. Классические результаты в этой области получены Ф.Д.
Гаховым, Н.И. Мусхелишвили и участниками созданных ими научных школ. Посвященные
краевой задаче Римана монографии [1] и [2] неоднократно переиздавались и переведены
на многие языки; в этих фундаментальных трудах подробно описана первоначальная ис-
тория данного раздела анализа. Различные аспекты теории краевой задачи Римана и ее
приложений отражены в книгах [3]–[17] и др. Новые работы в этой области появляются
ежегодно.
В качестве вводной части обзора приведем классическую постановку задачи Римана и

схему ее решения.
Пусть простая замкнутая кривая \Gamma на комплексной плоскости \bfC разбивает эту плоскость

на области D+ и D - , причем бесконечно удаленная точка лежит внутри второй из них. Мы
ищем аналитические в \bfC \setminus \Gamma функции \Phi (z), которые имеют в точках t \in \Gamma предельные
значения \Phi +(t) и \Phi  - (t) при z стремящемся к t из областей D+ и D - соответственно, и эти
предельные значения связаны краевым условием

\Phi +(t) = G(t)\Phi  - (t) + g(t) (1)
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при любом t \in \Gamma . Здесь G(t) и g(t) — заданные на \Gamma функции.
Схема решения.
Сначала задача решается для G \equiv 1. Это так называемая задача о скачке

\Phi +(t) - \Phi  - (t) = g(t). (2)

Одно из ее решений дается интегралом типа Коши

\Phi (z) =
1

2\pi i

\int 
\Gamma 

g(t) dt

t - z
, z \not \in \Gamma . (3)

Хорошо известно, что если плотность g(t) этого интеграла удовлетворяет условию Гёльдера

h\nu (g; \Gamma ) := \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}

\biggl\{ 
| g(t) - g(t\prime )| 

| t - t\prime | \nu 
: t, t\prime \in \Gamma , t\prime \not = t

\biggr\} 
<\infty (4)

с показателем \nu \in (0, 1], то в точках гладкости кривой \Gamma и в ее угловых точках опреде-
ляемая этим интегралом функция \Phi (z) имеет предельные значения \Phi \pm с обеих сторон, и
разность этих значений равна значению плотности g. Это доказывает существование реше-
ний задачи о скачке на кусочно-гладких кривых. Обозначим H\nu (\Gamma ) множество функций,
удовлетворяющих условию (4).
Единственность решения вытекает из следующего результата Пенлеве (Paul Penleve (1863–

1933) был премьер-министром (дважды) и военным министром Франции.).

Теорема 1 (Пенлеве). Если функция \Phi (z) непрерывна в области D и голоморфна в D \setminus \Gamma ,
где \Gamma \subset D — спрямляемая кривая, то она голоморфна во всей области D.

Иными словами, спрямляемая кривая устранима в классе непрерывных на ней и голо-
морфных в ее окрестности функций.
Таким образом, если \Phi 1(z) и \Phi 2(z) — два решения одной и той же задачи о скачке, то

согласно этой теореме их разность голоморфна в замкнутой комплексной плоскости и равна
нулю в бесконечно удаленной точке. Тогда эта разность есть тождественный нуль в силу
теоремы Лиувилля.
Исходная задача Римана сводится к задаче о скачке с помощью так называемого метода

факторизации. Допустим, что коэффициент G(t) не обращается на \Gamma в нуль и удовлетворяет
условию Гёльдера. Тогда его можно представить в видеG(t) = (t - z0)\varkappa \mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p} f(t), где функция
f(t) также удовлетворяет условию Гёльдера, z0 — фиксированная точка области D+, а \varkappa 
— целое число. В теории задачи Римана это число называют индексом, индексом Гахова
или wind order; оно равно числу оборотов вокруг начала координат точки G(t), в то время
как точка t делает один оборот вокруг точки z0 в положительном направлении. Положим
функцию X(z) равной

\mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p}
1

2\pi i

\int 
\Gamma 

f(t) dt

t - z

при z \in D+ и

(z  - z0)
 - \varkappa \mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p}

1

2\pi i

\int 
\Gamma 

f(t) dt

t - z

при z \in D - . Тогда G(t) = X+(t)/X - (t), и, подставив это представление коэффициента G в
краевое условие (1), мы получаем задачу о скачке

\Phi +(t)

X+(t)
 - \Phi  - (t)

X - (t)
=

g(t)

X+(t)
. (5)
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Таким образом, метод факторизации сводит задачу Римана к задаче о скачке. Искомая

функция этой задачи
\Phi (z)

X(z)
должна иметь в бесконечно удаленной точке порядок ниже \varkappa .

Поэтому при \varkappa > 0 имеем

\Phi (z)

X(z)
=

1

2\pi i

\int 
\Gamma 

g(t)

X+(t)

dt

t - z
+ P (z),

где P (z) — произвольный многочлен степени ниже \varkappa , и отсюда

\Phi (z) =
X(z)

2\pi i

\int 
\Gamma 

g(t)

X+(t)

dt

t - z
+X(z)P (z),

при \varkappa = 0 задача имеет единственное решение

\Phi (z) =
X(z)

2\pi i

\int 
\Gamma 

g(t)

X+(t)

dt

t - z
,

а при \varkappa < 0 эта функция является единственным решением при выполнении  - \varkappa условий\int 
\Gamma 

g(t)

X+(t)
tkdt = 0, k = 0, 1, . . . , - \varkappa  - 1,

обеспечивающих выполнение равенства \Phi (\infty ) = 0.
Итак, классический метод решения задачи Римана имеет три источника и три составные

части: теорию граничных значений интеграла типа Коши, теоремы об устранении особенно-
стей голоморфных функций и метод факторизации. При этом каждая из этих частей подра-
зумевает спрямляемость границы \Gamma , в то время как граничные условия (1) и (2) сохраняют
смысл и для неспрямляемых границ \Gamma . Одним из прямых путей преодоления этого про-
тиворечия является введение обобщенного криволинейного интеграла по неспрямляемым
путям, позволяющего рассматривать на таких путях интеграл типа Коши и его версии,
возникающие при факторизации. В данном обзоре обсуждаются результаты в этом направ-
лении. Сначала мы рассмотрим понятие обобщенного интеграла, а затем его приложения.
В конце работы приведены некоторые открытые вопросы.

2. Интегралы по неспрямляемым путям

2.1. Замкнутые неспрямляемые кривые. Для спрямляемой замкнутой кривой \Gamma спра-
ведлива формула Грина \int 

\Gamma 

Pdx+Qdy =

\int \int 
D+

\biggl( 
\partial Q

\partial x
 - \partial P

\partial y

\biggr) 
dx dy, (6)

где D+ — ограниченная \Gamma конечная область комплексной плоскости, а P (x, y) и Q(x, y) —

заданные в D+ непрерывные функции, имеющие внутри этой области частные производные
первого порядка. Здесь предполагается, что эти производные интегрируемы в D+.
Допустим, что заданная на \Gamma функция u(t) имеет продолжение U(z) в область D+, име-

ющее в ней интегрируемые частные производные первого порядка. Если кривая \Gamma кусочно-
гладкая, то по формуле Грина\int 

\Gamma 

udz =

\int 
\Gamma 

udx+ iudy =  - 
\int \int 
D+

\partial U

\partial z
dz dz.
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Здесь используются обозначения Витингера

\partial 

\partial z
:=

1

2

\biggl( 
\partial 

\partial x
+ i

\partial 

\partial y

\biggr) 
,

\partial 

\partial z
:=

1

2

\biggl( 
\partial 

\partial x
 - i

\partial 

\partial y

\biggr) 
,

а dz dz =  - 2idx dy. Если u имеет продолжение в D - с аналогичными свойствами, то без
ограничения общности можно считать носитель этого продолжения компактным, и те же
преобразования дают \int 

\Gamma 

udz =

\int \int 
D - 

\partial U

\partial z
dz dz.

Отсюда \int 
\Gamma 

(U+(z) - U - (z))dz =  - 
\int \int 
\BbbC 

\partial U

\partial z
dz dz,

где U+(z) и U - (z) — предельные значения U в точке z при приближении к ней из обла-
стей D+ и D - соответственно. Для существования левой части этого равенства необходима
спрямляемость кривой \Gamma , но правая часть имеет смысл, если эта кривая имеет плоскую меру

нуль, а производная
\partial U

\partial z
интегрируема. Это позволяет считать правую часть определением

левой в случае, когда кривая \Gamma неспрямляема.
При аналогичных ограничениях на функцию V (z) мы получаем равенство\int 

\Gamma 

(V +(z) - V  - (z))dz =

\int \int 
\BbbC 

\partial V

\partial z
dz dz,

где V \pm (z) — предельные значения V . Если на кривой \Gamma имеют место равенства

U+(z) - U - (z) = u(z), V +(z) - V  - (z) = v(z),

то \int 
\Gamma 

u(z)dz + v(z)dz =

\int \int 
\BbbC 

\biggl( 
\partial V

\partial z
 - \partial U

\partial z

\biggr) 
dz dz;

в левой части стоит интеграл от дифференциальной формы udz+vdz, а правая часть может
служить определением этого интеграла, если контур интегрирования неспрямляем.

Определение 1. Интегратором заданной на \Gamma функции u(t) называется непрерывно диф-
ференцируемая в \BbbC \setminus \Gamma функция U(z) с компактным носителем, имеющая в каждой точке
t \in \Gamma предельные значения U+(t) и U - (t) слева и справа соответственно, связанные соот-
ношением

U+(t) - U - (t) = u(t). (7)

Интегратор называется полным, если он и его первые частные производные интегрируемы.
Если у функции u есть полный интегратор U , то функционал

C1(\BbbC ) \ni \phi \mapsto \rightarrow  - 
\int \int 
\bfC 

\partial U\phi 

\partial z
dz dz (8)

называется интегрированием udz по \Gamma и обозначается

\int 
\Gamma 

\phi (z)u(z) dz.



ОБОБЩЕННОЕ ИНТЕГРИРОВАНИЕ ПО НЕСПРЯМЛЯЕМЫМ ПЛОСКИМ КРИВЫМ 21

Аналогичный функционал

C1(\BbbC ) \ni \phi \mapsto \rightarrow 
\int \int 
\BbbC 

\partial U\phi 

\partial z
dz dz

мы называем интегрированием udz по \Gamma и обозначаем

\int 
\Gamma 

\phi (z)u(z) dz. Разумеется, это поз-

воляет определить интегрирование по неспрямляемому пути \Gamma и для дифференциальных
форм вида udz + vdz, если оба коэффициента u, v имеют полные интеграторы.

2.2. Неспрямляемые дуги. Пусть теперь \Gamma — простая дуга с началом a1 и концом a2. В
этих двух точках требование существования предельных значений U\pm и V \pm теряет смысл.
Соотношение (7) также не может, вообще говоря, выполняться на концах \Gamma . Таким образом,
для дуг определение интегратора и интегрирования приобретает следующий вид.

Определение 2. Интегратором заданной на дуге \Gamma с началом a1 и концом a2 функции u(t)
называется непрерывно дифференцируемая в \bfC \setminus \Gamma функция U(z) с компактным носителем,
имеющая в каждой точке t \in \Gamma \prime := \Gamma \setminus \{ a1,2\} предельные значения U+(t) и U - (t) слева и
справа соответственно, связанные соотношением (7). Интегратор называется полным, если
он и его первые частные производные интегрируемы.
Если у функции u есть полный интегратор U , то функционал (8) называется интегриро-

ванием udz по \Gamma и обозначается

\int 
\Gamma 

\phi (z)u(z) dz. Обобщенный интеграл

\int 
\Gamma 

\phi (z)u(z) dz опре-

деляется аналогично.

2.3. Обобщенная интегрируемость. Обобщенная интегрируемость функции по неспрям-
ляемому пути равносильна существованию у нее полного интегратора. Сначала мы опишем
условия интегрируемости по замкнутой неспрямляемой кривой.
Если \Gamma есть замкнутая кривая, ограничивающая область D+, то естественными канди-

датами в интеграторы служат функции U и V , непрерывно продолжающие u и v в D+ и
равные нулю в D - = \bfC \setminus D+. Возможность продолжения непрерывной функции с кривой
на всю комплексную плоскость составляет содержание теоремы Уитни. Мы приводим эту
теорему для случая плоских множеств, следуя монографиям [18], [19].

Теорема 2 (Х.Уитни). Пусть K есть непустое компактное множество на плоскости,
и на нем определена непрерывная функция f(x, y). Справедливы следующие утверждения.
i) Существует непрерывная во всей плоскости функция F (x, y) такая, что F | K = f

(т.е. F есть продолжение f на всю плоскость), причем функцию F можно выбрать так,
чтобы в \BbbR 2 \setminus K она имела частные производные всех порядков.
ii) Если при этом f \in H\nu (K), то ее продолжение Уитни удовлетворяет условию Уитни

с показателем \nu на всей плоскости,

h\nu (F ;\BbbR 2) \leq h\nu (f ;K),

и в любой точке z = (x, y) \not \in K выполняются оценки\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \partial F\partial x
\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \leq h\nu (f ;K)

\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{t}1 - \nu (z,K)
,

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \partial F\partial y
\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \leq h\nu (f ;K)

\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{t}1 - \nu (z,K)
.

Обозначим оператор продолжения Уитни \scrE . Тогда интегратором заданной на замкнутой
кривой \Gamma непрерывной функции u может служить произведение U(z) := \chi (z)\scrE u(z), где \chi (z)
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— характеристическая функция ограниченной \Gamma области D+. Остается решить вопрос о его
полноте.
Сначала это было сделано в терминах верхней размерности Минковского кривой \Gamma 

\mathrm{d}\mathrm{m}\Gamma := \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m} \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
r\rightarrow 0

\mathrm{l}\mathrm{n}N(\Gamma , r)

 - \mathrm{l}\mathrm{n} r
,

где N(\Gamma , r) — наименьшее число кругов радиуса r, необходимых для покрытия \Gamma (см.,
например, [20], [21]). Доказано [22], что если u \in H\nu (\Gamma ), то вблизи \Gamma производная \scrE u по
z интегрируема в любой степени, меньшей величины

p(\nu ,\Gamma ) :=
2 - \mathrm{d}\mathrm{m}\Gamma 

1 - \nu 
.

Отсюда немедленно следует

Теорема 3. Заданная на замкнутой кривой \Gamma функция u \in H\nu (\Gamma ) интегрируема по этой
кривой в смысле определения 1, если

\nu > \mathrm{d}\mathrm{m}\Gamma  - 1. (9)

Условие интегрируемости (9) неулучшаемо в следующем смысле. Пусть заданы два числа:
d \in [1, 2), \nu \in (0, 1), причем \nu \leq d  - 1. Тогда найдутся замкнутая жорданова кривая \Gamma и

заданная на ней функция f \in H\nu (\Gamma ) такие, что интегралы

\int 
\Gamma 

fdz и

\int 
\Gamma 

fdz расходятся.

Однако его можно улучшить в терминах иных метрических характеристик. С этой целью
в работе [23] были введены так называемые показатели Марцинкевича.
Пусть, как и выше, \Gamma есть простая замкнутая кривая, разбивающая комплексную плос-

кость на две области: конечную D+ и содержащую бесконечно удаленную точку область
D - . Будем считать, что \Gamma есть множество меры нуль. Обозначим

I\pm p (t; r) =

\int \int 
B\pm (t;r)

dx dy

\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{t}p(x+ iy,\Gamma )
,

где r > 0, p > 0, B(t; r) := \{ z : | z  - t| < r\} , B\pm (t; r) := B(t; r) \cap D\pm .

Определение 3. Внутренний и внешний показатели Марцинкевича
кривой \Gamma в ее точке t определяются равенствами

m\pm (\Gamma ; t) := \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\{ p : \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
r\rightarrow 0

I\pm p (t; r) <\infty \} .

Величина

m(\Gamma ; t) := \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}\{ m+(\Gamma ; t),m - (\Gamma ; t)\} 
называется показателем Марцинкевича.

Условие интегрируемости в терминах этой характеристики таково.

Теорема 4. Заданная на замкнутой кривой \Gamma функция u \in H\nu (\Gamma ) интегрируема по этой
кривой в смысле определения 1, если для любого t \in \Gamma 

\nu > 1 - m(\Gamma ; t). (10)

Отметим, что показатели Марцинкевича любой замкнутой кривой в любой ее точке удо-
влетворяют неравенствам

2 - \mathrm{d}\mathrm{m}\Gamma \leq m\pm (\Gamma ; t) \leq 1,



ОБОБЩЕННОЕ ИНТЕГРИРОВАНИЕ ПО НЕСПРЯМЛЯЕМЫМ ПЛОСКИМ КРИВЫМ 23

причем существуют кривые, для которых оба эти неравенства строгие. Значит, условие (10)
менее ограничительно, чем условие (9).
Условие (10) может быть локализовано. Если u \in H\nu (\Gamma ), то локальным показателем

этой функции можно назвать заданную на \Gamma вещественную функцию \nu (t), что каждая
точка t \in \Gamma имеет окрестность, в которой u удовлетворяет условию Гёльдера с показателеи
\nu (t). Постоянная \nu является одним из локальных показателей, но функция u может иметь
другие локальные показатели, в том числе превосходящие \nu в отдельных точках. Условие
(10) можно заменить условием существования такого локального показателя \nu (t), что

\nu (t) > 1 - m(\Gamma ; t), t \in \Gamma ,

и это локализованное условие может оказаться менее ограничительным, чем (10).
Пусть теперь \Gamma — простая дуга с началом a1 и концом a2. Показатели Марцинкевича в ее

внутренних точках определяются точно так же, как для замкнутой кривой, а в концевых
точках —

m(\Gamma ; aj) := \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\{ p : \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
r\rightarrow 0

\int \int 
B(aj ;r)

dx dy

\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{t}p(x+ iy,\Gamma )
<\infty \} .

Далее, обозначим

K(z) :=
1

2\pi i
\mathrm{l}\mathrm{n}
z  - a2
z  - a1

(11)

однозначную в \bfC \setminus \Gamma ветвь логарифма, исчезающую в бесконечно удаленной точке. Эта
функция имеет единичный скачок на \Gamma \prime , что делает ее аналогом использованной выше
характеристической функции. Интегратором заданной на дуге \Gamma непрерывной функции
u может служить произведение U(z) := \psi (z)K(z)\scrE u(z), где \psi (z) — гладкая функция с
компактным носителем, равная единице на \Gamma и в ее окрестности. Отсюда следует

Теорема 5. Заданная на дуге \Gamma функция u \in H\nu (\Gamma ) интегрируема по этой дуге в смысле
определения 2, если логарифмическое ядро K(z) интегрируемо вблизи концов aj дуги в
степенях pj > 1, j = 1, 2, во внутренних точках дуги выполнено условие (10), а на ее
концах — условие

\nu > 1 - pj  - 1

pj
m(\Gamma ; aj), j = 1, 2. (12)

Этот результат также допускает локализацию.
Заметим, что если логарифмическое ядро (11) не интегрируемо в окрестности одного

или обоих концов дуги, то предложенный интегратор не является полным и обобщенный
интеграл не определен. Примером может служить дуга

\Gamma := \{ 0\} \cup \{ z = r \mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p} 2\pi ir - p : 0 < r \leq 1\} , p > 2.

Мы будем говорить, что такая дуга имеет сильное закручивание. Краевые задачи Римана
на дугах сильного закручивания образуют новый, ранее не изученный класс задач.

2.4. Единственность обобщенного интеграла. Существенным отличием обобщенного
криволинейного интеграла является его неединственность. Функция u имеет множество ин-
теграторов. Но при определенных условиях различные интеграторы могут порождать одно
и тоже интегрирование. Приведем результаты такого рода, формулируемые в терминах раз-
мерности Хаусдорфа. Эта метрическая характеристика хорошо извествна (см., например,
[24], [20]), но мы приведем ее определение для полноты.
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Пусть, как и выше, B(z, r) означает круг радиуса r c центром z. Величина

\scrH \lambda 
r (E) = \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{f}

\Biggl\{ 
n\sum 

k=1

r\lambda k : E \subset 
n\bigcup 

k=1

B(xk, rk), xk \in E, 0 < rk \leq r

\Biggr\} 
называется \lambda -мерным r-контентом Хаусдорфа компактного множества E \subset \bfC , а

\scrH \lambda (E) = \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
r\downarrow 0

\scrH \lambda 
r (E)

— его \lambda -мерой. Размерность Хаусдорфа множества E есть

\mathrm{d}\mathrm{m}\mathrm{h}(E) := \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{f}\{ \lambda \geq 0 : \scrH \lambda (E) = 0\} .

Теорема 6. Пусть \Gamma есть простая замкнутая неспрямляемая кривая. Если заданная на
ней непрерывная функция u имеет два полных интегратора, удовлетворяющие условию
Гёльдера с показателем

\nu > \mathrm{d}\mathrm{m}\mathrm{h}(\Gamma ) - 1 (13)

в обеих односторонних окрестностях \Gamma , то эти интеграторы определяют одинаковые

интегрирования

\int 
\Gamma 
u dz. То же относится к интегрированиям

\int 
\Gamma 
v dz.

Теорема 7. Пусть \Gamma есть простая неспрямляемая дуга. Если заданная на ней непре-
рывная функция u имеет два полных интегратора, удовлетворяющие условию Гёльдера с
показателем (13) в области N \setminus \Gamma , где N — окрестность \Gamma , то эти интеграторы опреде-

ляют одинаковые интегрирования

\int 
\Gamma 
u dz. То же относится к интегрированиям

\int 
\Gamma 
v dz.

Доказательства этих теорем сходны с доказательством теоремы Е.П. Долженко об устра-
нении особенностей аналитических функций [25] (см. ниже).
Обе эти теоремы допускают локализацию: в условии (13) показатель \nu можно заменить

локальным показателем \nu (t), а размерность \mathrm{d}\mathrm{m}\mathrm{h}(\Gamma ) — размерностью Хаусдорфа окрестно-
сти точки t.

3. Приложения

Основные приложения обобщенного интеграла касаются краевой задачи Римана для ана-
литических функций. Как уже отмечалось во введении, важным инструментом здесь явля-
ется интеграл типа Коши, определяющий проекторы заданных на \Gamma функций на простран-
ства функций, продолжимых до аналитических по разные стороны от \Gamma .

3.1. Интеграл типа Коши. Чтобы определить интеграл типа Коши (3) по неспрямляе-
мому пути, введем гладкий аналог ядра Коши. При фиксированном z \in \bfC \setminus \Gamma обозначим
через \scrC \mathrm{a}(w, z) функцию класса C\infty 

0 (\bfC ) (по переменной w), совпадающую с (2\pi i(w  - z)) - 1

на пути \Gamma и в его окрестности, и равную нулю в окрестности z. Тогда интеграл типа Коши
с плотностью u по неспрямляемой дуге \Gamma — это функция

\Phi (z) =

\int 
\Gamma 

\scrC \mathrm{a}(w, z)u(w) dw, (14)

т. е. результат применения к ядру \scrC \mathrm{a}(w, z) определенного в предыдущем разделе функцио-

нала

\int 
\Gamma 

u dw.
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При условиях теорем 4 и 5 эта функция голоморфна в \bfC \setminus \Gamma и обращается в нуль в
бесконечно удаленной точке. Простые преобразования дают

\Phi (z) = U(z) - 1

2\pi i

\int \int 
\bfC 

\partial U

\partial w

dw dw

w  - z
, (15)

где U — полный интегратор u.
Свойства входящего сюда двойного интеграла (потенциала Коши) хорошо известны (см.,

например, [26]). Если функция \varphi (z) имеет компактный носитель и интегрируема в степени
p > 2, то ее потенциал Коши

1

2\pi i

\int \int 
\bfC 

\varphi (w)dw dw

w  - z

непрерывен во всей комплексной плоскости и удовлетворяет там условию Гёльдера с лю-

бым показателем, не превосходящим величины 1  - 2

p
. Если же 1 < p \leq 2, то потенциал

Коши интегрируем в некоторой степени, превосходящей два. Отсюда и из теорем 4 и 5
получаем следующие результаты о граничных свойствах обобщенного интеграла Коши по
неспрямляемым путям.

Теорема 8. Пусть \Gamma есть замкнутая кривая, и для любого t \in \Gamma выполняется неравен-
ство

\nu > 1 - 1

2
m(\Gamma ; t). (16)

Тогда для любой заданной на \Gamma функции u \in H\nu (\Gamma ) существует полный интегратор U(z)
такой, что обобщенный интеграл типа Коши (14) определяет голоморфную в \bfC \setminus \Gamma функ-
цию, исчезающую в бесконечно удаленной точке и имеющую в каждой точке t \in \Gamma непре-
рывные предельные значения \Phi +(t) и \Phi  - (t) из областей D+ и D - соответственно, раз-
ность которых равна u(t). Кроме того, в областях D+ и D - эта функция удовлетворяет
условию Гёльдера с любым показателем, меньшим

\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}

\biggl\{ 
t \in \Gamma : 1 - 2(1 - \nu )

m(\Gamma ; t)

\biggr\} 
. (17)

Теорема 9. Пусть \Gamma есть простая дуга, во всех внутренних точках которой выполня-
ется условие (16), а на концах — условие (12). Тогда для любой заданной на \Gamma функции
u \in H\nu (\Gamma ) существует полный интегратор U(z) такой, что обобщенный интеграл типа
Коши (14) определяет голоморфную в \bfC \setminus \Gamma функцию, исчезающую в бесконечно удаленной
точке и имеющую в каждой точке t \in \Gamma \prime непрерывные предельные значения \Phi +(t) и \Phi  - (t)
слева и справа соответственно, разность которых равна u(t). Кроме того, в достаточно
малых полуокрестностях внутренних точек дуги эта функция удовлетворяет условию
Гёльдера с любым показателем, меньшим (17), а в окрестностях концов дуги интегриру-
ема в степени, большей двух.

3.2. Задача Римана на замкнутой кривой. Здесь мы опишем решение задачи (1) в
предположении, что замкнутая кривая \Gamma неспрямляема.
Помимо неопределенности обычного криволинейного интеграла по такой кривой (мы

заменим его обобщенным интегралом) в этой ситуации возникает проблема возможной
неустранимости неспрямляемой кривой в классе непрерывных функций. Теорема Пенле-
ве теряет справедливость, и решение задачи о скачке перестает быть единственным. Но
вместо этой теоремы можно использовать следующий результат Е.П. Долженко [25].
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Теорема 10 (Е.П. Долженко). Пусть \Gamma — компактное подмножество области D. Если
функция u(z) \in H\mu (D) голоморфна в D \setminus \Gamma и

\mu > \mathrm{d}\mathrm{m}\mathrm{h}\Gamma  - 1, (18)

то эта функция голоморфна в D.

Согласно теореме Геринга, Хеймана и Хинканена [27] всякая голомофная в области D
функция, удовлетворяющая на границе D условию Гёльдера, удовлетворяет этому усло-
вию (и с тем же показателем) в замыкании D. Поэтому в теореме Е.П. Долженко мож-
но заменить условие u(z) \in H\mu (D) на u(z) \in H\mu (\Gamma ). Включив это условие устранимости
в постановку краевой задачи Римана на замкнутой неспрямляемой кривой, мы добъемся
единственности решения задачи о скачке. В итоге постановка задачи Римана пробретает
следующий вид.
Пусть простая неспрямляемая замкнутая кривая \Gamma разбивает плоскость \bfC на области

D+ и D - , причем бесконечно удаленная точка \infty лежит внутри второй из них. Мы ищем
исчезающие в этой точке и голоморфные в \bfC \setminus \Gamma функции \Phi (z), которые имеют на ду-
ге \Gamma предельные значения \Phi +(t) и \Phi  - (t) из областей D+ и D - соответственно, связанные
краевым условием (1), а также удовлетворяют на \Gamma условию Гёльдера с показателем, удо-
влетворяющим условию (18).
Рассмотрим сначала задачу о скачке, т. е. положим G(t) \equiv 1. Если g \in H\nu (\Gamma ) и выполнено

условие (16), то решение этой задачи дается обобщенным интегралом типа Коши

\Phi (z) =

\int 
\Gamma 

\scrC \mathrm{a}(w, z)g(w) dw, (19)

и при

\mu := \mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}\{ t \in \Gamma : 1 - 2(1 - \nu )

m(\Gamma ; t)
\} > \mathrm{d}\mathrm{m}\mathrm{h}\Gamma  - 1 (20)

это решение единственно в силу теоремы Е.П. Долженко.
Перейдем к однородной задаче Римана, т. е. к случаю g(t) \equiv 0, предполагая при этом, что

G(t) не обращается на \Gamma в нуль. Пусть G \in H\nu (\Gamma ). Тогда эту функцию можно представить
в виде G(t) = (t  - z0)

\varkappa \mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p} f(t), где z0 — произвольно фиксированная точка области D+,
f \in H\nu (\Gamma ), а \varkappa — не зависящее от z0 целое число, называемое нередко индексом Гахова.
Положим

\Psi (z) =

\int 
\Gamma 

\scrC \mathrm{a}(w, z)f(w) dw

и рассмотрим функцию X(z), равную

\mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p}\Psi (z) при z \in D+ и (z  - z0)
 - \varkappa \mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p}\Psi (z) при z \in D - .

При условии (16) эта функция имеет на \Gamma предельные значения с обех сторон, связанные
равенством

X+(t) = G(t)X - (t), t \in \Gamma .

Поэтому для показателя (20) однородная задача при \varkappa \leq 0 имеет только нулевое решение, а
при \varkappa \leq 0 ее общее решение есть произведениеX(z)P (z), где P (z) — произвольный полином
степени ниже \varkappa .
Наконец, обратимся к неоднородной задаче (1). Если G, g \in H\nu (\Gamma ), G(t) не обращается

в нуль, выполнено условие (16), то факторизация сводит ее к задаче о скачке (5), и нам



ОБОБЩЕННОЕ ИНТЕГРИРОВАНИЕ ПО НЕСПРЯМЛЯЕМЫМ ПЛОСКИМ КРИВЫМ 27

остается построить полный интегратор ее скачка
g(t)

X+(t)
. При выполнении условия (16)

таковым является произведение \chi (z)X - 1(z)\scrE g(z), и мы получаем такой результат.

Теорема 11. Пусть \Gamma — простая замкнутая неспрямляемая кривая, коэффициенты G, g
принадлежат пространству H\nu (\Gamma ), причем G(t) не обращается в нуль и выполнено усло-
вие (16). Если показатель \mu в приведенной в этом разделе постановке задачи Римана
удовлетворяет условию (20), то картина ее разрешимости такова:
– при \varkappa > 0 задача имеет общее решение \Phi (z) = \Phi 0(z) + X(z)P (z), где \Phi 0(z) :=

X(z)

\int 
\Gamma 

\scrC \mathrm{a}(w, z) g(w)

X+(w)
dw, а P (z) — произвольный полином степени ниже \varkappa ;

– при \varkappa = 0 задача имеет единственное решение \Phi 0(z);
– при \varkappa < 0 задача имеет единственное решение \Phi 0(z) при выполнении  - \varkappa условий

разрешимости.

Таким образом, задача Римана на неспрямляемой кривой имеет ту же качественную
картину разрешимости, что и на кусочно-гладкой. Но на дугах это не так.

3.3. Задача Римана на неспрямляемой дуге I. Пусть теперь \Gamma — ориентированная
простая дуга с началом в точке a1 и концом a2, \Gamma 

\prime := \Gamma \setminus \{ a1,2\} — множество ее внутренних
точек. Мы рассмотрим краевую задачу Римана на ней в следующей постановке.
Отыскиваются исчезающие в бесконечно удаленной точке и голоморфные в \bfC \setminus \Gamma функ-

ции \Phi (z), которые имеют в точках t \in \Gamma \prime предельные значения \Phi +(t) и \Phi  - (t) слева и справа
соответственно, и эти предельные значения связаны краевым условием (1), а также удовле-
творяют в достаточно малых окрестностях точек t \in \Gamma \prime условию Гёльдера с показателем
\mu , превосходящим \mathrm{d}\mathrm{m}\mathrm{h}\Gamma  - 1. Кроме того, в окрестностях концов \Gamma искомые функции \Phi (z)
интегрируемы в квадрате.
Мы увидим, что картина разрешимости такой задачи сильно зависит от скорости закру-

чивания дуги \Gamma на концах. В этом разделе рассматривается случай умеренного закручива-
ния. Мы будем говорить, что дуга \Gamma имеет умеренное закручивание на концах, если для ее
логарифмического ядра имеют место оценки

| K(z)| = O(\mathrm{l}\mathrm{n} | z  - aj |  - 1), z \rightarrow aj , j = 1, 2.

Очевидно, решение задачи о скачке на дуге умеренного кручения дается обобщенным ин-
тегралом типа Коши (14). Поскольку вблизи концов дуги умеренного кручения функция
K\Gamma (z) интегрируема в сколь угодно высокой степени, то условие (12) приобретает вид

\nu \geq 1 - m(\Gamma ; aj). (21)

Итак, если на дуге \Gamma умеренного закручивания G \equiv 1, g \in H\nu (\Gamma ), во внутренних точках
выполняется условие (16), а на концах — условие (21), то решение задачи о скачке дается
обобщенным интегралом типа Коши (19), и при выполнении (20) это решение единствен-
но. Кроме того, если условие (16) выполняется во всех точках \Gamma , включая концы, то из
представления (15) и формулы U(z) := \psi (z)K(z)\scrE g(z) следует оценка

\Phi (z) = g(aj)K\Gamma (z) +O(1), z \rightarrow aj , j = 1, 2.

Рассмотрим теперь однородную задачу, т. е. пусть g(t) \equiv 0, а G \in H\nu (\Gamma ) не обращается
на \Gamma в нуль. Тогда G(t) = \mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p} f(t), где f \in H\nu (\Gamma ). Положим

\Psi (z) =

\int 
\Gamma 

\scrC \mathrm{a}(w, z)f(w) dw, X(z) = \mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p}\Psi (z),
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и обозначим

K\Gamma (z) = A\Gamma (z) +
1

2\pi i
\mathrm{l}\mathrm{n}

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| z  - a2
z  - a1

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| ,
где

A\Gamma (z) =
1

2\pi 
\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{g}

z  - a2
z  - a1

,

а ветвь аргумента выделена посредством разреза по дуге \Gamma и условия A\Gamma (\infty ) = 0. Для дуги
умеренного закручивания конечны пределы

\Delta j := \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m} \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
z\rightarrow aj

A\Gamma (z)

\mathrm{l}\mathrm{n} | z  - aj | 
, \delta j := \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m} \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{f}

z\rightarrow aj

A\Gamma (z)

\mathrm{l}\mathrm{n} | z  - aj | 
, j = 1, 2.

Далее, пусть f(t) = u(t) + iv(t), где u(t) и v(t) — вещественные функции. Тогда для экспо-
ненты X(z) = \mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p}\Psi (z) справедливы оценки

\mathrm{l}\mathrm{n} | X(z)| = u(aj)A\Gamma (z) +
v(aj)

2\pi 
\mathrm{l}\mathrm{n}

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| z  - a2
z  - a1

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| +O(1), j = 1, 2.

Обозначим

\upsilon \ast j := \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m} \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
z\rightarrow aj

\mathrm{l}\mathrm{n} | X(z)| 
\mathrm{l}\mathrm{n} | z  - aj | 

=
( - 1)jv(aj)

2\pi 
+ u\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}j ,

\upsilon j := \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m} \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{f}
z\rightarrow aj

\mathrm{l}\mathrm{n} | X(z)| 
\mathrm{l}\mathrm{n} | z  - aj | 

=
( - 1)jv(aj)

2\pi 
+ u\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{f}j , j = 1, 2,

u\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}j = \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}\{ u(aj)\Delta j , u(aj)\delta j\} , u\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{f}j = \mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}\{ u(aj)\Delta j , u(aj)\delta j\} .
Введем произведение

Y (z) = (z  - a1)
 - ]\upsilon \ast 

1 [(z  - a2)
 - ]\upsilon 2[X(z)

и положим

\varkappa =]\upsilon \ast 1[+]\upsilon \ast 2[,

где ]x[ означает наименьшее из целых чисел, больших или равных x. Тогда общее решение
однородной задачи при \varkappa > 0 равно Y (z)P (z), где P — произвольный полином степени
ниже \varkappa , а при \varkappa \leq 0 эта задача имеет лишь нулевое решение.
Неоднородная задача на дугах умеренного закручивания решена при дополнительных

условиях.

Теорема 12. Пусть \Gamma — дуга умеренного закручивания, коэффициенты G(t), g(t) принад-
лежат пространству H\nu (\Gamma ) и G(t) не обращается в нуль, на каждом конце либо \Delta j = \delta j,
либо | G(tj)| = 1, и во внутренних точках дуги выполняется условие (16), а на концах —
условие (21). Пусть, кроме того, выполнено условие (20). Тогда при \varkappa > 0 неоднородная
задача имеет семейство решений, содержащее произвольный многочлен степени ниже \varkappa ,
при \varkappa = 0 решение существует и единственно, а при \varkappa < 0 задача имеет единственное
решение при выполнении  - \varkappa условий.

Эта картина разрешимости упрощается на замыкаемых дугах, т. е. на дугах \Gamma , концы
которых можно соединить гладкой дугой, не имеющей с \Gamma общих точек, отличных от концов.
В этом случае величина \varkappa совпадает с индексом Гахова (см., например, [1]), и картины
разрешимости задачи Римана на гладкой и на замыкаемой неспрямляемой дугах совпадают
[28].
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3.4. Задача Римана на неспрямляемой дуге II. Рассмотрим теперь дуги, логарифми-
ческие ядра которых имеют на концах дуги особенности более высоких порядков.
Пусть неспрямляемая дуга \Gamma с началом в точке 0 и концом в точке 1 задается уравнением

\Gamma = \{ z = r \mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p} i\theta (r) : 0 < r \leq 1\} \cup \{ 0\} , (22)

где \theta (r) есть заданная при 0 < r \leq 1 непрерывная вещественная функция, причем \theta (1) =
2\pi n, n \in \BbbZ , предел \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}

r\rightarrow 0
\theta (r) равен +\infty или  - \infty , а вблизи нуля эта функция монотонна.

Для простоты будем считать, что на конце 1 эта дуга гладкая. Если при r \rightarrow 0 функция
| \theta (r)| растет достаточно быстро (скажем, \theta (r) \asymp r - p, p \geq 2), то логарифмическое ядро
K(z) этой дуги может быть неинтегрируемо в начале координат, т. е. не всякая функция,
удовлетворяющая условиям теоремы 5 на ее гладкость, имеет обобщенный интеграл по этой
дуге. Введем класс функций Hm

\nu (\Gamma ), состоящий из функций вида

f(t) = Pf (t, t) + tmf0(t), f0 \in H\nu (\Gamma ),

где m — натуральное число, а многочлен Pf (t, t) (многочлен Тейлора) имеет степень ниже
m.

Теорема 13. Пусть в уравнении дуги (22) | \theta (r)| = O(r - m). Функция u \in Hm
\nu (\Gamma ) интегри-

руема по этой дуге в смысле определения 2, если во всех точках дуги выполнено условие
(10), а многочлен Тейлора Pu(t, t) голоморфен.

Обобщенное интегрирование позволяет получить, в частности, следующий результат.

Теорема 14. Пусть дуга \Gamma и заданная на ней функция u(t) удовлетворяют условиям
предыдущей теоремы и, кроме того, выполняется условие (16), а многочлен Тейлора имеет
вид

Pu(t, t) =
\sum 

k\leq j<m

cjt
j , ck \not = 0, k >

m

2
.

Тогда однородная задача Римана на дуге \Gamma с коэффициентом G(t) = \mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p}u(t) не имеет
нетривиальных решений.

Многие вопросы, касающиеся задачи Римана на дугах сильного закручивания, не реше-
ны.

3.5. Задача Римана для би-аналитических функций. Функция \phi (z) называется би-
аналитической в области D, если она дважды непрерывно дифференцируема там и

\partial 2\phi 

\partial z2
= 0, z \in D.

Теория таких функций изложена в [29] (см. также [1]). Здесь мы рассматриваем следующую
версию краевой задачи Римана.
Пусть \Gamma — простая замкнутая, вообще говоря, неспрямляемая кривая, разбивающая ком-

плексную плоскость на области D+ и D - . Отыскиваются би-аналитические в D+ и D - 

функции \phi (z) такие, что эти функции и их производные \phi 1 :=
\partial \phi 

\partial z
имеют предельные зна-

чения \phi \pm (t), \phi \pm 1 (t) из D
\pm в каждой точке t \in \Gamma , удовлетворяющие условиям

\phi +(t) = G(t)\phi  - (t) + g(t), t \in \Gamma ,

\phi +1 (t) = G1(t)\phi 
 - 
1 (t) + g1(t), t \in \Gamma .
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В бесконечно удаленной точке искомая функция предполагается ограниченой, а ее про-
изводная по z равной нулю. Для обеспечения единственности решения потребуем также,
чтобы функции \phi \pm 1 удовлетворяли условию Гёльдера с показателем \mu > \mathrm{d}\mathrm{m}\mathrm{h}\Gamma  - 1.
Обобщенное интегрирование приводит к следующему результату, доказательство кото-

рого содержится в работе [30].

Теорема 15. Пусть g, g1, G,G1 \in H\nu (\Gamma ), коэффициенты G, G1 не обращаются на \Gamma в нуль,
и выполняются условия (16) и (20). Если \kappa и \kappa \prime означают индексы Гахова коэффициентов
G и G1, т. е. поделенные на 2\pi приращения их аргументов при однократном обходе \Gamma в
положительном направлении, то справедливы такие утверждения:
– если \kappa \prime \leq 0, \kappa < 0, то задача разрешима при выполнении 1  - \kappa  - \kappa \prime условий, и ее

решение единственно;
– если \kappa \prime \leq 0, \kappa \geq 0, то задача разрешима при выполнении 1  - \kappa \prime условий, и ее общее

решение линейно зависит от \kappa параметров;
– если \kappa \prime > 0, \kappa \geq 0, то задача безусловно разрешима, и ее общее решение линейно

зависит от \kappa + \kappa \prime  - 1 параметров;
– если \kappa \prime > 0, \kappa < 0, то число произвольных параметров в общем решении равно \kappa \prime  - r,

где r — ранг матрицы размера ( - \kappa ) \times \kappa \prime , составленной из обобщенных интегралов по \Gamma 
от функций вида U(t)tj+m, j = 0, . . . , \kappa \prime  - 1, m = 0, . . . , - \kappa  - 1, а U(t) — явно выражаемая
через данные задачи функция.

Аналогично решается краевая задача Римана для полианалитических функций на зам-
кнутой неспрямляемой кривой.

3.6. Представление решений уравнений Бельтрами. Дифференциальные уравнения
Бельтрами представляют собою одно из наиболее естественных обобщений уравнений Коши–
Римана комплексного анализа. Соответственно их решения являются близким обобщением
голоморфных функций. В общем случае уравнение Бельтрами имеет вид

\partial \phi = \mu \partial \phi , | \mu (z)| < 1.

Это уравнение хорошо известно и имеет множество приложений (см., например, [26], [31],
[32]).
Рассмотрим следующий частный случай этого уравнения. Пусть в области \Delta комплекс-

ной плоскости задана аналитическая функция f(z), отличная от постоянной, и

\partial \phi = \beta 
f

f

f
\prime 

f \prime 
\partial \phi , \beta :=

\alpha 

1 + \alpha 
. (23)

При f(z) \equiv z это уравнение рассматривал А.Б. Тунгатаров [33]. Приведем два результата,
полученных с помощью обобщенного интегрирования.

Теорема 16. Пусть D \subset \Delta есть конечная область с жордановой (вообще говоря, неспрям-
ляемой) границей \Gamma , а заданная в \Delta непостоянная голоморфная функция f(z) не обраща-
ется в нуль на \Gamma . Тогда для любого решения \phi (z) уравнения Бельтрами (23) при z \in D
справедливо равенство\sum 

\zeta \in E
\phi (\zeta ) =

1

2\pi i(1 - \beta )

\int 
\Gamma 

\phi (t)f \prime (t)dt

f(t) - f(z) | f(z)/f(t)| 2\alpha 
+

+
\beta 

2\pi i(1 - \beta )

\int 
\Gamma 

f(t)\phi (t)f \prime (t)dt

f(t)(f(t) - f(z) | f(z)/f(t)| 2\alpha )
.
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В левой части суммирование ведется по множеству E всех f -конгруентных z точек
области D, включая саму точку z, т. е.

E := \{ w \in D : f(w) = f(z)\} .

Теорема 17. Если область D \subset \Delta ограничена замкнутой кривой \Gamma (вообще говоря, неспрям-
ляемой), \phi (t) \in H\nu (\Gamma ) и выполнено условие (10), то функция

\Phi (z) =

\int 
\Gamma 

\phi (t)f \prime (t)dt

f(t) - f(z) | f(z)/f(t)| 2\alpha 
+ \beta 

\int 
\Gamma 

f(t)\phi (t)f \prime (t)dt

f(t)(f(t) - f(z) | f(z)/f(t)| 2\alpha )

удовлетворяет уравнению Бельтрами (23) в области D.

Эти результаты получены в статьях [34] и [35].

4. Из истории вопроса

4.1. Обобщения контурного интеграла. Существует ряд публикаций, касающихся раз-
личных подходов к определению контурного интеграла по неспрямляемым контурам.
Так, в работах [36], [37] он понимается как интеграл Стилтьеса\int 

\Gamma 

f(t)dt =

1\int 
0

f(\phi (x))d\phi (x), \phi (x) : [0, 1] \mapsto \rightarrow \Gamma .

Обычно при рассмотрении интеграла Римана–Стилтьеса полагают, что стоящая под знаком
дифференциала функция \phi (x) имеет ограниченную вариацию (см. [38], [39]). Это значит,
что образ \Gamma = \phi ([0, 1]) спрямляем. Но такой интеграл существует и для более обширного
класса функций ограниченной обобщенной вариации (см., например, [40]), для которых
образы отрезка неспрямляемы. Обобщенная вариация определяется следующим образом.
Пусть при x \geq 0 задана возрастающая функция \Theta (x), имеющая нулевой предел в начале
координат. \Theta -вариацией заданной на отрезке I = [0, 1] функции f(x) называется точная
верхняя грань сумм

n\sum 
j=1

\Theta (| f(tj) - f(tj - 1)| ),

где t0, t1, t2, . . . , tn — любой конечный набор точек отрезка, занумерованных в порядке воз-
растания. Если эта величина конечна, то говорят, что f есть функция ограниченной \Theta -
вариации.
Р. Лесневич и В. Орлич [40] доказали, что если функции f(x) и g(x) имеют ограниченные

\Phi -вариацию и \Psi -вариацию соответственно, то интеграл Стилтьеса

1\int 
0

f(x) dg(x) сходится

при условии
\infty \sum 
n=1

\varphi 

\biggl( 
1

n

\biggr) 
\psi 

\biggl( 
1

n

\biggr) 
<\infty ; (24)

здесь \varphi и \psi — обратные функции к \Phi и \Psi соответственно. В случае, когда f и g удовлетво-
ряют условию Гёльдера с показателями \alpha и \beta , это условие приобретает вид \alpha + \beta > 1; этот
критерий интегрируемости был получен В. Кондурарем [41].
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В работах [36], [37] эти результаты используются для исследования интегралов по неспрям-
ляемым кривым, удрвлетворяющим условию вида

\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
n\sum 

j=1

\Phi (| tj  - tj - 1| ) <\infty ,

где супремум берется по всем конечным наборам точек кривой, занумерованным в поряд-
ке следования. Такие кривые названы там \Phi -спрямляемыми. Согласно приведенной выше

теореме Лесневича–Орлича интеграл

\int 
\Gamma 

f(t)dt по \Phi -спрямляемой кривой \Gamma существует как

интеграл Стилтьеса, если функция f(t) имеет ограниченную \Psi -вариацию, т. е. ограничены
в совокупности все суммы

n\sum 
j=1

\Psi (| f(tj) - f(tj - 1)| ),

где t0, t1, t2, . . . , tn — любой конечный набор точек дуги \Gamma , занумерованных в порядке сле-

дования, и выполнено условие (24). В частности, интеграл

\int 
\Gamma 

f(t)dt по x1/\nu -спрямляемой

кривой \Gamma от функции f \in H\mu (\Gamma ) существует при условии \mu \nu + \nu > 1.
Отметим, что при выполнении этих условий произведение f на след функции \omega \in C1

0 (\BbbC )
на кривой \Gamma также интегрируемо. Это позволяет определить отображение

\omega \mapsto \rightarrow 
\int 
\Gamma 

f(t)\omega (t) dt,

правая часть которого понимается как интеграл Стилтьеса.
Вероятно, заметка [42] является первой публикацией, в которой контурный интеграл по

замкнутой неспрямляемой кривой определяется через формулу Грина (6).
Дж. Харрисон и А. Нортон [43]–[45] первоначально исходили, по-видимому, из той же

формулы, но затем они развили теорию интегрирования по неспрямляемым контурам, ос-
нованную на аппроксимации неспрямляемого контура ломаными. В работе [45] ломаные
заменяются симплексами, и результаты переносятся в евклидовы пространства высших раз-
мерностей.
В работах [46] и [47] развивается двойственный подход. Если \Gamma — простая неспрямлемая

дуга с началом и концом в точках a и b соответственно, то для любого многочлена p(z)
можно положить \int 

\Gamma 

p(t)dt := P (b) - P (a),

где P (z) — его первообразная. Как известно (см., например, [48]), любую непрерывную на
\Gamma функцию можно аппроксимировать многочленами, и это создает возможность дать опре-
деление интеграла по неспрямляемой дуге, основанное на полиномиальной аппроксимации
интегранда. Здесь также возникают проблемы сравнения полученной операции с введен-
ными выше интегрированиями.
Е. Гусейнов [49]–[51] построил интеграл и доказал формулу Племели–Сохоцкого для

функций, суммируемых на неспрямляемых и фрактальных кривых. Он строит обобщен-
ный криволинейный интеграл на основе интеграла Пэли–Винера–Зигмунда (см. [52]).
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В работах [53], [54] используется определение интегрирования как обобщенной функ-
ции (распределения). Там же упоминается его связь с понятием потока, т. е. непрерывного
функционала на пространстве дифференциальных форм (см., например, [55], с. 250–256).
Оригинальное определение интеграла по неспрямляемой кривой через интеграл Коши

предложил Х. Лью [56]. Это еще одна иллюстрация связи между проблемой интегрирования
по неспрямляемым контурам и краевой задачей Римана на таких контурах.
В ряде работ для исследования этих проблем используются квазиконформные отобра-

жения. Вероятно, впервые это было сделано С.Н. Антонцевым, В.Н. Монаховым [57] и В.А.
Селезневым [58], [59]. Упомянем также книгу И.М. Батчаева [60], где для определения неко-
торых интегралов по неспрямляемым кривым применяется техника конформных модулей.
Ряд глубоких результатов по комплексному анализу в квазидисках получен в недавней ста-
тье [61]; их можно истолковать и как вклад в теорию обобощенного интегрирования по
квазиокружностям.

4.2. Ограничения на контур в задаче Римана. Как уже отмечалось, если контур \Gamma 
кусочно-гладкий, а плотность g(t) интеграла типа Коши удовлетворяет условию Гёльдера с
любым показателем, то этот интеграл имеет граничные значения слева и справа в каждой
точке \Gamma (за возможным исключением концов \Gamma , если это дуга), и разность этих значений
равна g(t). Почти с самого начала исследований задачи Римана вызывал большой интерес
вопрос о расширении этого класса контуров. Ему посвящена обширная литература. Здесь
мы остановимся вкратце на двух недавних результатах.
Для негладких спрямляемых контуров этот вопрос решили в 1979 году независимо друг

от друга Е.М. Дынькин [62] и Т.C. Салимов [63]. Приведем их результат.
Пусть \Gamma — простая замкнутая спрямляемая кривая, обходимая в положительном направ-

лении, а функция g(t) задана на ней и удовлетворяет условию Гёльдера с показателем \nu . В
вышеупомянутых работах установлено, что при условии

\nu >
1

2

интеграл типа Коши имеет предельные значения с обеих сторон во всех точках \Gamma , и эти пре-
дельные значения удовлетворяют на \Gamma условию Гёльдера с любым показателем, меньшим
величины

\mu = 2\nu  - 1. (25)

Оба эти утверждения неулучшаемы. Это значит, что:
– для любого \nu \in (0, 1/2] можно найти простую замкнутую спрямляемую кривую \Gamma и за-

данную на ней функцию g \in H\nu (\Gamma ) такие, что интеграл типа Коши (3) не имеет предельного
значения хотя бы в одной точке кривой \Gamma ;

– при \nu >
1

2
можно найти простую замкнутую спрямляемую кривую \Gamma и заданную на

ней функцию g \in H\nu (\Gamma ) такие, что хотя бы одно из предельных значений \Phi \pm интеграла
типа Коши (3) не удовлетворяет на \Gamma условию Гёльдера с показателем (25).
Кроме того, проекторы

g \mapsto \rightarrow \Phi \pm 

при любом \nu \in (0, 1) отображают пространство Гёльдера H\nu (\Gamma ) в себя тогда и только тогда,
когда \Gamma — кривая Карлесона, т. е. суммарная длина ее дуг, лежащих в любом круге радиуса
r с центром на кривой, соизмерима с r.
Эти утверждения позволяют дать полную картину разрешимости краевой задачи Римана

на замкнутых негладких спрямляемых кривых.
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Задачу Римана на неспрямляемых кривых решил в 1982 году Б.А. Кац [64], [22], [28].
Первоначальное решение было основано на так называемом методе регуляризации квази-
решений (см. [65]), т. е. без использования обобщенных криволинейных интегралов.
В 2013 году Д.Б. Кац [23] ввел понятие показателей Марцинкевича, позволившее улуч-

шить эти результаты.
Начиная с 1998 года, концепция обобщенного криволинейного интеграла становится од-

ним из основных инструментов решения краевой задачи Римана на неспрямляемых кривых;
см., например, работы [66], [54], [67].

5. Некоторые открытые проблемы

Существует немало открытых проблем, связанных с решением краевой задачи Римана
на неспрямляемых контурах. Здесь мы приводим лишь несколько вопросов, касающихся
обобщенного интеграла.

5.1. Ряд Хавина–Лорана. В.П.Хавин получил [68], [69] следующий результат.
Пусть \Gamma — ограниченное, замкнутое и связное множество (континуум) на комплексной

плоскости, \mu — существенная мера (которая называется существенной, если из E \subset \Gamma ,

\mu (E) = 0 следует \Gamma \setminus E = \Gamma ), заданная на подмножествах \Gamma , G = \bfC \setminus \Gamma . Тогда любая анали-
тическая в G функция \Phi (z) представима в виде

\Phi (z) = C +
\infty \sum 
k=0

\int 
\Gamma 

Yk(t) d\mu 

(t - z)k+1
, (26)

где функции Yk таковы, что \| Yk\| 2 :=
\int 
\Gamma 

| Yk(t)| 2d\mu <\infty при любом k, и \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
k\rightarrow \infty 

k
\sqrt{} 
\| Yk\| = 0.

Было бы интересно получить такое представление для интеграла типа Коши

\Phi (z) =
1

2\pi i

\int 
\Gamma 

f(t) dt

t - z

по неспрямляемому контуру \Gamma , т. е. выразить функции Y1, Y2, . . . через характеристики кон-
тура \Gamma , меру \mu и функцию f(t).
В.П. Хавин получил также критерий конечности числа слагаемых в представлении (26).

Для этого необходимо и достаточно, чтобы функция \Phi порождала \mu -распределение на \Gamma .
Это означает следующее. Пусть класс \scrA (\Gamma ) состоит из функций, каждая из которых ана-
литична внутри некоторой окрестности \Gamma . С каждой аналитической в \bfC \setminus \Gamma функцией \Phi (z)
свяжем функционал \widehat \Phi (\varphi ) := 1

2\pi i

\int 
C\varphi 

\Phi (z)\varphi (z) dz, \varphi \in \scrA (\Gamma ),

где C\varphi — конечная система спрямляемых простых замкнутых кривых, лежащая в области
аналитичности \varphi и ограничивающая область, содержащую внутри себя \Gamma . Функция \Phi (z)
называется порождающей \mu -распределение на \Gamma , если при \varphi p \in \scrA (\Gamma )

\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
p\rightarrow \infty 

\int 
\Gamma 

\bigm| \bigm| \varphi (k)
p (t)

\bigm| \bigm| 2d\mu = 0, k = 0, 1, 2, . . . \Rightarrow \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
p\rightarrow \infty 

\widehat \Phi (\varphi p) = 0.

Хотелось бы выяснить, при каких условиях интеграл типа Коши по неспрямляемому кон-
туру порождает \mu -распределение.
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5.2. Носитель интегрирования. При каких условиях можно утверждать, что значения
интегрирования определяются значениями \omega лишь на самом контуре, а не в его окрестно-
сти?

5.3. Обобщенный интеграл и емкость. Интересно выяснить, что происходит, если

f \in H\nu (\Gamma ),
1

2
\mathrm{d}\mathrm{m}\Gamma \geq \nu > \mathrm{d}\mathrm{m}\Gamma  - 1

или

f \in H\nu (\Gamma ), 1 - 1

2
m(\Gamma ; t) \geq \nu > 1 - m(\Gamma ; t).

Из наших результатов следует, что при этом интеграл типа Коши существует, но предель-
ных значений во всех точках кривой, вообще говоря, не имеет. Автор предполагает, что при
этом такие предельные значения существуют квазивсюду, т. е. всюду за исключением неко-
торого множества E \subset \Gamma нулевой емкости (см., например, [70]); при этом размерность этой
емкости может зависеть от \nu и метрических характеристик кривой. Хотелось бы проверить
это.

5.4. \Phi  - спрямляемость. Какие ограничения условие \Phi -спрямляемости кривой наклады-
вает на ее размерности Хаусдорфа, Минковского, показатели Марцинкевича, а также на
другие метрические характеристики, такие как размерности Д. Ассуада [71], [72], Х. Аика-
вы [73], [74], спектр Фрезера–Ю [75] и т.п.?
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Generalized integration over non-recifiable flat curves and boundary value problems

Abstract. The review discusses two closely related problems: the solution of the Riemann boundary
value problem for analytic functions and some of their generalizations in areas of the complex
plane with non-rectifiable boundaries, and the construction of a generalization of the curvilinear
integral to non-rectifiable curves that preserves properties important for complex analysis. This
work reflects the current state of the issue, and many of the results presented in it were obtained
quite recently. At the end of the article, readers are offered a number of unsolved problems, each
of which can serve as a starting point for scientific research.
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