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ПОТЕНТНЫХ МАТРИЦ И НИЛЬПОТЕНТНОЙ МАТРИЦЫ

Аннотация. Исследуются поля, каждая матрица над которыми представима в виде суммы
двух потентных матриц и нильпотентной матрицы. В частности, показано, что над полем
P всякая матрица представима в виде суммы двух идемпотентных матриц и нильпотентной
матрицы в точности тогда, когда либо P \sim = \BbbF 2, либо P \sim = \BbbF 3.
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Введение

Элемент a из кольца R называется потентным, если для некоторого натурального числа
n > 1 выполнено равенство an = a. Кольца, матрицы над которыми представимы в виде
суммы двух потентных матриц, были изучены в последнее время в ряде работ. Также были
изучены кольца и, в частности, поля, каждая матрица над которыми представима в виде
суммы потентной матрицы и нильпотентной матрицы. В работе [1] доказано, что над полем
P каждая матрица представима в виде суммы идемпотентной матрицы и нильпотентной
матрицы в точности тогда, когда P \sim = \BbbF 2. Обобщение этого утверждения на случай произ-
вольного поля было получено в работе [2]. А именно, было показано, что если q — целое
число, большее единицы, то над полем P каждая матрица представима в виде суммы q-
потентной матрицы и нильпотентной матрицы в точности тогда, когда P — конечное поле
и | P |  - 1 делит q  - 1. В дальнейшем результаты статьи [2] получили развитие в работах
[3]–[5]. В статье [3] показано, что если F — поле, не изоморфное полю \BbbF 3, и q — нечетное
натуральное число, большее единицы, то каждая квадратная матрица над F представима
в виде суммы идемпотентной матрицы и q-потентной матрицы в точности тогда, когда над
полем F каждая квадратная матрица представима в виде суммы нильпотентной матрицы и
q-потентной матрицы. В работе [5] показано, что для произвольного векторного простран-
ства V над полем \BbbF q всякий линейный оператор, действующий на V, представим в виде
суммы q-потентного линейного оператора и локально нильпотентного линейного операто-
ра.
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В [6] доказано, что каждая матрица на полем F представима в виде суммы двух трипо-
тентных матриц в точности тогда, когда поле F изоморфно одному из полей: \BbbF 2, \BbbF 3, \BbbF 5. Об-
щий подход к решению проблемы об описании полей, каждая матрица над которыми пред-
ставима в виде суммы q1-потентной матрицы и q2-потентной матрицы, где q1, q2 \in \BbbN \setminus \{ 1\} ,
был предложен в работе [7].
В настоящей статье изучаются поля, каждая матрица над которыми представима в ви-

де суммы двух потентных матриц и нильпотентной матрицы. В частности, показано, что
над полем P всякая матрица представима в виде суммы двух идемпотентных матриц и
нильпотентной матрицы в точности тогда, когда либо P \sim = \BbbF 2, либо P \sim = \BbbF 3.

Основные результаты

Теорема 1. Пусть над полем P каждая матрица представима в виде суммы p-потентной
матрицы, q-потентной матрицы и нильпотентной матрицы, где p, q — натуральные

числа, большие единицы, и q нечетно. Тогда для каждого векторного пространства над

полем P и всякого линейного оператора \scrA \in \mathrm{E}\mathrm{n}\mathrm{d}P (V ) имеет место равенство

\scrA = \scrE 1 + \scrE 2 +\scrN ,

где \scrE 1, \scrE 2,\scrN \in \mathrm{E}\mathrm{n}\mathrm{d}P (V ), \scrE p
1 = \scrE 1, \scrE q

2 = \scrE 2 и \scrN — локально нильпотентный линейный

оператор.

Как показали Я. Хирано и Х. Томинага, для любого ненулевого кольца R и n > 1 кольцо
матриц Mn(R) содержит элемент, который не представим в виде суммы двух идемпотентов
(см. [8], лемма 3). При добавлении нильпотентной части ситуация становится интереснее.

Теорема 2. Для поля F следующие условия эквивалентны:

1) для некоторого (каждого) n \in \BbbN каждая матрица из Mn(F ) представима в виде

суммы двух идемпотентных матриц и нильпотентной матрицы;
2) для каждого n > 1 каждая матрица из Mn(F ) представима в виде суммы идемпо-

тента, трипотента и нильпотента;
3) для каждого векторного пространства V над полем F всякий линейный оператор

\scrA \in \mathrm{E}\mathrm{n}\mathrm{d}F (V ) представим в виде \scrA = \scrE 1 + \scrE 2 + \scrN , где \scrE 2
1 = \scrE 1, \scrE 2

2 = \scrE 2 и \scrN —

локально нильпотентный оператор;
4) для каждого векторного пространства V над полем F всякий линейный оператор

\scrA \in \mathrm{E}\mathrm{n}\mathrm{d}F (V ) представим в виде \scrA = \scrE 1 + \scrE 2 + \scrN , где \scrE 2
1 = \scrE 1, \scrE 3

2 = \scrE 2 и \scrN —

локально нильпотентный оператор;
5) F изоморфно либо \BbbF 2, либо \BbbF 3.

Отсюда и из ([9], теорема 1.1) следует

Теорема 3. Для поля F и каждого натурального n следующие условия эквивалентны:

1) каждая матрица из Mn(F ) представима в виде суммы двух идемпотентных мат-

риц и нильпотентной матрицы;
2) каждая матрица из Mn(F ) представима в виде суммы трех идемпотентных мат-

риц.

В связи с теоремой 2 интерес представляет следующая проблема.

Открытый вопрос 1. Пусть V — счетномерное векторное пространство над полем F,
которое изоморфно либо \BbbF 2, либо \BbbF 3. Верно ли, что каждый линейный оператор из \mathrm{E}\mathrm{n}\mathrm{d}F (V )
представим в виде суммы двух проекторов и нильпотентного оператора?
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В статье [10] исследовался вопрос представимости матриц в виде суммы нескольких идем-
потентов. В частности, было показано, что для каждого простого конечного поля F най-
дется натуральное число N такое, что для всех n > N все элементы кольца матриц Mn(F )
представимы в виде суммы четырех идемпотентов. Так как представимость в виде сум-
мы трех идемпотентов равносильна представимости в виде суммы двух идемпотентов и
нильпотента, то естественно возникает

Открытый вопрос 2. Верно ли, что для каждого простого конечного поля F найдет-
ся натуральное число N такое, что для всех n > N все элементы кольца матриц Mn(F )
представимы в виде суммы трех идемпотентов и нильпотента?

В формулировке теоремы 2 отсутствует условие вида “для некоторого n \in \BbbN каждая
матрица из Mn(F ) представима в виде идемпотента, трипотента и нильпотента”. Данное
ограничение существенно. Более того, имеет место

Теорема 4. Для каждого натурального числа n любая матрица из кольца M2n(\BbbF 5) пред-
ставима в виде суммы идемпотента, трипотента и нильпотента.

Для колец матриц малых нечетных порядков ситуация иная.

Предложение 1. Имеют место следующие эквивалентности:

1) каждая матрица из M3(\BbbF ) представима в виде суммы идемпотента, трипотента

и нильпотента в точности тогда, когда F изоморфно либо \BbbF 2, либо \BbbF 3;
2) каждая матрица из M5(\BbbF ) представима в виде суммы идемпотента, трипотента

и нильпотента в точности тогда, когда F изоморфно либо \BbbF 2, либо \BbbF 3.

В связи с этим возникает следующий

Открытый вопрос 3. Верно ли, что для каждого нечетного n имеет место следующая
эквивалентность:

1) каждая матрица из Mn(F ) представима в виде суммы идемпотента, трипотента и
нильпотента;

2) F изоморфно либо \BbbF 2, либо \BbbF 3?

Ситуация с суммой двух трипотентов также представляет интерес. В ([6], теорема 1)
показано, что в кольце матриц Mn(F ) над полем F каждая матрица есть сумма двух три-
потентов в точности тогда, когда F изоморфно либо \BbbF 2, либо \BbbF 3, либо \BbbF 5. При добавлении
нильпотентной части в кольце матриц второго порядка ситуация снова становится богаче.

Предложение 2. Каждая матрица из M2(F ) представима в виде суммы двух трипо-

тентов и нильпотента в точности тогда, когда F изоморфно одному из полей \BbbF 2, \BbbF 3, \BbbF 5,

\BbbF 7.

Особый интерес представляет кольцо матриц M3(\BbbF 7). Компьютерная проверка показы-
вает, что каждая матрица в M3(\BbbF 7) также представима в виде суммы двух трипотентов и
нильпотента. В связи с этим можно поставить

Открытый вопрос 4. Верно ли, что для каждого натурального n > 1 все элементы кольца
матриц Mn(\BbbF 7) представимы в виде суммы двух трипотентов и нильпотента?

В приведенных выше результатах интересно ведет себя кольцо матриц M2(F ) над по-
лем F . Это мотивирует исследовать вопрос представимости элементов M2(F ) в виде суммы
идемпотента, q-потента и нильпотента. Как показано в ([3], лемма 9, теорема 14), следующие
условия эквивалентны для поля F и нечетного q > 1:
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1) каждая матрица в M2(F ) представима в виде суммы идемпотента и q-потента;
2) | F |  - 1 | q  - 1.

Ниже приведена выдержка из результатов компьютерных экспериментов.

q Поля, для которых каждая мат-
рица в M2(F ) представима в виде
суммы идемпотента и q-потента

Поля, для которых каждая матрица в M2(F )
представима в виде суммы идемпотента,
q-потента и нильпотента; | F | < 50

3 \BbbF 2,\BbbF 3 \BbbF 2,\BbbF 3,\BbbF 5

5 \BbbF 2,\BbbF 3,\BbbF 5 \BbbF 2,\BbbF 3,\BbbF 5,\BbbF 9,\BbbF 13

7 \BbbF 2,\BbbF 3,\BbbF 4,\BbbF 7 \BbbF 2,\BbbF 3,\BbbF 4,\BbbF 5,\BbbF 7,\BbbF 13

9 \BbbF 2,\BbbF 3,\BbbF 5,\BbbF 9 \BbbF 2,\BbbF 3,\BbbF 5,\BbbF 9,\BbbF 13,\BbbF 17,\BbbF 25

11 \BbbF 2,\BbbF 3,\BbbF 11 \BbbF 2,\BbbF 3,\BbbF 4,\BbbF 5,\BbbF 11,\BbbF 16,\BbbF 31,\BbbF 41

13 \BbbF 2,\BbbF 3,\BbbF 4,\BbbF 5,\BbbF 7 \BbbF 2,\BbbF 3,\BbbF 4,\BbbF 5,\BbbF 7,\BbbF 9,\BbbF 13,\BbbF 25,\BbbF 37,\BbbF 49

Похоже, что задача описания полей, для которых каждая матрица в M2(F ) представима
в виде суммы идемпотента, q-потента и нильпотента носит комбинаторный характер и не
имеет явного решения. Однако интерес вызывает следующий

Открытый вопрос 5. Верно ли, что для любого нечетного q \geq 3 найдется поле F та-
кое, что каждая матрица в M2(F ) представима в виде суммы идемпотента, q-потента и
нильпотента, но существует матрица A \in M2(F ), которая не представима в виде суммы
идемпотента и q-потента?
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Fields over which matrices can be represented as the sum of potent and nilpotent matrices

Abstract. We study fields over which every matrix can be represented as a sum of two potent
matrices and a nilpotent matrix. In particular, it is shown that over a field P every matrix can
be represented as a sum of two idempotent matrices and a nilpotent matrix exactly when either
P \sim = \BbbF 2, or P \sim = \BbbF 3.
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