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Аннотация.Для получения классических неотрицательных решений уравнения Власова пред-
лагается новый подход, основанный на использовании неподвижной точки и определенных
топологических свойств. Данный подход позволяет найти как минимум одно решение, а так-
же как минимум два различных решения. Показано, как данный метод применяется к задаче
нахождения классических неотрицательных решений уравнения Власова.
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Введение

Уравнение Власова, известное самому А.А. Власову, является фундаментальным для
описания плазменной физики. Оно было введено в работе [1] и в настоящее время все чаще
используется вместо уравнений магнитогидродинамики при решении сложных задач плаз-
менной физики, что стало возможным благодаря увеличению вычислительных мощностей.
Однако это не главное: по-видимому, его основное достоинство заключается в более глубо-
кой фундаментальности, сравнимой в некотором смысле с фундаментальностью уравнения
Лиувилля. Уравнения власовского типа содержат решения задачи n-тел для любого n. Это
свойство делает их сверхфундаментальными, что неоднократно отмечалось различными
авторами. Представляется особенно важным тот факт, что уравнение Власова допускает
микроскопические решения, соответствующие точным решениям классической механики
[2]–[5]. Другая задача власовских моделей — описание интенсивных пучков заряженных
частиц, эволюция которых характеризуется распределением плотности частиц. Такое рас-
пределение обычно допускает непрерывное множество стационарных состояний. Уравнение
Власова связано с понятием самосогласованного поля, согласно которому сила, действую-
щая на частицу со стороны других частиц, определяется как сила со стороны непрерывно
распределенной среды, описывающей ансамбль частиц [6]–[8]. В данной работе рассматри-
вается следующий класс уравнений:

\partial tu+ \partial qH\partial xu - \partial xH\partial qu = 0, q, x \in \BbbR , t > 0,

u(t = 0, x, q) = u0(x, q), q, x \in \BbbR ,
(1)
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здесь u = u(t, x, q) представляет собой одночастичную функцию распределения, где x —
координата, t — время, q — сопряженная переменная импульса. Функция H — это одноча-
стичный гамильтониан, задаваемый формулой

H[u] =
q2

2
+\varpi [u](t, x) +\varpi ext(x).

Потенциал \varpi [u](t, x) рассчитывается через потенциал взаимодействия двух тел v и распре-
деление u как

\varpi [u](t, x) =

\int 
\BbbR 

\int 
\BbbR 
v(x - y)u(t, y, q)dqdy,

а \varpi ext(x) участвует во внешней силе

Fext(y) =  - \partial y\varpi ext(y).

(H1) Начальные данные u0 — дифференцируемая непрерывная функция на \BbbR \times [0,\infty ),
для которой

| u0| \leq B, | \partial qu0| \leq B, | \partial xu0| \leq B

на \BbbR \times [0,\infty ) и существуют v,\varpi \in \scrC 1(\BbbR ) такие, что

| v| \leq B, | v\prime | \leq B, | \varpi ext| \leq B, | \varpi \prime 
ext| \leq B

на \BbbR для B > 0 и для u \in \scrC 1([0,\infty )\times \BbbR \times [0,\infty )).

Здесь u — неизвестная. Задача (1) может быть записана в следующем виде:

\partial u

\partial t
+ q

\partial u

\partial x
 - 
\biggl( 
\partial \varpi (u)

\partial x
+\varpi \prime 

ext(x)

\biggr) 
\partial u

\partial q
= 0, q, x \in \BbbR , t > 0,

u(t = 0, x, q) = u0(x, q), q, x \in \BbbR .

(2)

В данной работе рассматривается задача (1) сначала с точки зрения существования по
крайней мере одного решения, а затем — по крайней мере двух неотрицательных реше-
ний. Настоящая статья развивает подход, предложенный в работах [9]–[11], основанный на
использовании замкнутых выпуклых множеств (см. также [12]–[14]). Этот подход позволя-
ет исследовать существование как минимум одного, а также как минимум двух решений
уравнения Власова.
Для случая, когда \partial xH \in W 1,1

\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{c} (\Omega ) \cap L\infty (\Omega ), где \Omega — открытое множество в \BbbR N , N \geq 1, с

гладкой границей и u0 \in L1(\Omega \times \BbbR N ), в работе [15] авторы доказали существование реше-
ния задачи (2) в L\infty (0, T ;L1(\Omega \times \BbbR n)). Отметим, что условия, рассмотренные в работе [15],
являются более ограничительными по сравнению с предложенными в настоящей статье, и
в [15] обсуждается вопрос существования решений задачи (2). В настоящей работе рассмат-
риваются существование и неединственность классических глобальных решений задачи (2).
Настоящая статья имеет следующую структуру. В разделе 1 формулируются вспомога-

тельные утверждения и полезные результаты. В разделах 2, 3 на первом этапе доказывается
существование по крайней мере одного классического решения задачи (2), а затем устанав-
ливается существование по крайней мере двух неотрицательных классических решений.
В разделе 4 приведен иллюстративный пример, демонстрирующий основные полученные
результаты.
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1. Предварительные сведения

Пусть \scrK — вещественное банахово пространство. Напомним определения компактных и
вполне непрерывных отображений в банаховых пространствах.

Определение 1. ПустьK : M \subset \scrK \rightarrow \scrK — отображение. Говорят, чтоK является компакт-
ным, если образK(M) содержится в компактном подмножестве множества \scrK . Отображение
K называется вполне непрерывным, если оно непрерывно и переводит любое ограниченное
множество в относительно компактное множество.

Предложение ([16]). Пусть \scrC — замкнутое выпуклое подмножество банахова простран-

ства \scrE такое, что 0 \in \scrU \subset \scrC , здесь \scrU — открытое множество. Пусть h : \scrU \rightarrow \scrC —

компактное и непрерывное отображение. Тогда

a) либо h имеет неподвижную точку в \scrU ,
b) либо \exists x \in \partial \scrU и 0 < \nu < 1 такие, что x = \nu h(x).

Для доказательства нашего результата существования воспользуемся следующей теоре-
мой о неподвижной точке, являющейся следствием предложения.

Теорема 1. Пусть \scrE — банахово пространство, \scrY — выпуклое замкнутое подмноже-

ство \scrE , \scrU — произвольное открытое подмножество в \scrY такое, что 0 \in \scrU . Пусть T и S
— два оператора такие, что

Tx = \varepsilon x, x \in \scrU ,
для \varepsilon > 0 и

S : \scrU \rightarrow \scrE ,
причем

i) I  - S : \scrU \rightarrow \scrY непрерывное и компактное,

ii) \{ x \in \scrU : x = \nu (I  - S)x, x \in \partial \scrU \} = \emptyset \forall \nu \in 
\biggl( 
0,

1

\varepsilon 

\biggr) 
.

Тогда \exists \chi \ast \in \scrU такой, что

T\chi \ast + S\chi \ast = \chi \ast .

Доказательство. Оператор
1

\varepsilon 
(I  - S) : \scrU \rightarrow \scrY компактен и непрерывен. Если \exists x0 \in \partial \scrU и

\mu 0 \in (0, 1) такие, что

x0 = \mu 0
1

\varepsilon 
(I  - S)x0,

т. е.
x0 = \nu 0 (I  - S)x0,

где \nu 0 = \mu 0
1

\varepsilon 
\in 
\biggl( 
0,

1

\varepsilon 

\biggr) 
, то это противоречит условию ii). В силу нелинейной альтернативы

Лере–Шаудера следует, что существует \chi \ast \in \scrU такой, что

\chi \ast =
1

\varepsilon 
(I  - S)\chi \ast ,

или
\varepsilon \chi \ast + S\chi \ast = \chi \ast ,

или
T\chi \ast + S\chi \ast = \chi \ast .

\square 
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Определение 2. Пусть \scrK и \scrE — вещественные банаховы пространства. Говорят, что отоб-
ражение K : \scrK \rightarrow \scrE является расширяющим, если существует число a > 1 такое, что

\| Kx - Kz\| \scrE \geq a\| x - z\| \scrK \forall x, z \in \scrK .

Определение 3. Говорят, что выпуклое замкнутое подмножество \scrP в \scrK является конусом,
если

1) \alpha x \in \scrP \forall \alpha \geq 0, \forall x \in \scrP ;
2) x, - x \in \scrP =\Rightarrow x = 0.

Пусть \scrP \ast = \scrP \setminus \{ 0\} .

Теорема 2 ([17], [18]). Пусть \scrP — конус в банаховом пространстве \scrE и \Gamma — подмно-

жество множества \scrP . Предположим, что W1,W2 и W3 — три ограниченных открытых

подмножества в \scrP такие, что

W 1 \subset W 2 \subset W3

и 0 \in W1. Предположим также, что

T : \Gamma \rightarrow \scrP 

— расширяющее отображение и

S : W 3 \rightarrow \scrE 
— вполне непрерывное отображение, причем

S(W 3) \subset (I  - T )(\Gamma ).

Пусть

(W2 \setminus W 1) \cap \Gamma \not = \emptyset , (W3 \setminus W 2) \cap \Gamma \not = \emptyset 
и \exists u0 \in \scrP \ast такой, что:

i) для любого \nu > 0

Sx \not = (I  - T )(x - \nu u0),

где

x \in \partial W1 \cap (\Gamma + \nu u0);

ii) для любого \nu \geq 1 + \epsilon \exists \epsilon \geq 0 такой, что

Sx \not = (I  - T )(\nu x),

где x \in \partial W2 и \nu x \in \Gamma ;
iii) для любого \nu > 0

Sx \not = (I  - T )(x - \nu u0),

где

x \in \partial W3 \cap (\Gamma + \nu u0).

Тогда T + S имеет по крайней мере две ненулевые неподвижные точки x1, x2 \in \scrP такие,

что

x1 \in \partial W2 \cap \Gamma и x2 \in (W 3 \setminus W 2) \cap \Gamma ,

либо

x1 \in (W2 \setminus W1) \cap \Gamma и x2 \in (W 3 \setminus W 2) \cap \Gamma .
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2. Существование по крайней мере одного решения

Рассмотрим пространство \scrK = \scrC 1([0,\infty )\times \BbbR 2) с нормой

\| u\| = \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}

\Biggl\{ 
\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}

(t,x,q)\in [0,\infty )\times \BbbR 2

(t2+1)(x2+1)(q2+1)| u| , \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
(t,x,q)\in [0,\infty )\times \BbbR 2

(t2+1)(x2+1)(q2+1)

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \partial u\partial t
\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| ,

\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
(t,x,q)\in [0,\infty )\times \BbbR 2

(t2 + 1)(x2 + 1)(q2 + 1)

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \partial u\partial x
\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| , \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}

(t,x,q)\in [0,\infty )\times \BbbR 2

(t2 + 1)(x2 + 1)(q2 + 1)

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \partial u\partial q
\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
\Biggr\} 
,

если она существует. Для u \in \scrK определим

S1(u) = u - u0(x, q) - q

t\int 
0

\partial u

\partial x
(s, x, q)ds - 

t\int 
0

\biggl( 
\partial \varpi (u)

\partial x
(s, x) +\varpi \prime 

ext(x)

\biggr) 
\partial u

\partial q
(s, x, q)ds.

Лемма 1. Пусть выполняются условия (H1) и элемент u \in \scrK такой, что

S1(u) = 0, (3)

тогда u является решением задачи (2).

Доказательство. Ввиду (3) имеем

0 = u - u0(x, q) - q

t\int 
0

\partial u

\partial x
(s, x, q)ds - 

t\int 
0

\biggl( 
\partial \varpi (u)

\partial x
(s, x) +\varpi \prime 

ext(x)

\biggr) 
\partial u

\partial q
(s, x, q)ds. (4)

Продифференцируем (4) по t, чтобы найти первое уравнение из (2). Положив t = 0 в (4),
получаем второе уравнение из (2). \square 

Пусть

B1 = \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}\{ 2B + (\pi 2B2 +B)\pi B, \pi B\} .

Лемма 2. Пусть выполняются условия (H1) и элемент u \in \scrK такой, что \| u\| = B, тогда

| S1(u)| \leq B1(1 + | q| ).

Доказательство. Имеем\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \partial \varpi (u)

\partial x
(t, x)

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| =
\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
\int 
\BbbR 

\int 
\BbbR 

v\prime (x - \tau )u(t, \tau , q)dpd\tau 

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \leq 
\int 
\BbbR 

\int 
\BbbR 

| v\prime (x - \tau )| | u(t, \tau , q)| dpd\tau \leq 

\leq B

\int 
\BbbR 

\int 
\BbbR 

| u(t, \tau , q)| dpd\tau =
B

t2 + 1

\int 
\BbbR 

\int 
\BbbR 

(t2 + 1)(q2 + 1)(\tau 2 + 1)

(q2 + 1)(\tau 2 + 1)
| u(t, \tau , q)| dpd\tau \leq 

\leq B2

\left(  \int 
\BbbR 

1

q2 + 1
dp

\right)  \left(  \int 
\BbbR 

1

\tau 2 + 1
d\tau 

\right)  = \pi 2B2, t \geq 0, x \in \BbbR .

Отсюда

| S1(u)| =

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| u - u0(x, q) - q

t\int 
0

\partial u

\partial x
(s, x, q)ds - 

t\int 
0

\biggl( 
\partial \varpi (u)

\partial x
(s, x) +\varpi \prime 

ext(x)

\biggr) 
\partial u

\partial q
(s, x, q)ds

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \leq 
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\leq | u| + | u0(x, q)| + | q| 
t\int 

0

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \partial u\partial x(s, x, q)
\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| ds+

t\int 
0

\biggl( \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \partial \varpi (u)

\partial x
(s, x)

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| + | \varpi \prime 
ext(x)| 

\biggr) \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \partial u\partial q (s, x, q)
\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| ds \leq 

\leq (t2 + 1)(x2 + 1)(q2 + 1)| u| 
(t2 + 1)(x2 + 1)(q2 + 1)

+B+
| q| 

(x2 + 1)(q2 + 1)

t\int 
0

(s2 + 1)(x2 + 1)(q2 + 1)

s2 + 1

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \partial u\partial x(s, x, q)
\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| ds+

+
\pi 2B2 +B

(x2 + 1)(q2 + 1)

t\int 
0

(s2 + 1)(x2 + 1)(t2 + 1)

s2 + 1

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \partial u\partial q (s, x, q)
\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| ds \leq 

\leq 2B +B| q| 
t\int 

0

1

s2 + 1
ds+ (\pi 2B2 +B)B

t\int 
0

1

s2 + 1
ds \leq 

\leq 2B + \pi B| q| + (\pi 2B2 +B)\pi B \leq B1(1 + | q| ), t \geq 0, x, q \in \BbbR .

\square 

Пусть к тому же

(H2) существуют функция g \in \scrC ([0,\infty )\times \BbbR 2) такая, что 0 < g на (0,\infty )\times (\BbbR \setminus \{ 0\} )\times (\BbbR \setminus \{ 0\} )
и

g(t = 0, x, q) = g(t, x = 0, q) = g(t, x, q = 0) = 0,

и число A > 0 такое, что

(t+1)2(t2+1)(1+| q| )2(q2+1)(| x| +1)2(x2+1)

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
t\int 

0

x\int 
0

q\int 
0

g(s, \tau , z)dsd\tau dz

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \leq A, t \geq 0, q, x \in \BbbR .

Пусть u \in \scrK , определим

S2(u) =

t\int 
0

x\int 
0

q\int 
0

(t - s)(x - \tau )(q  - z)g(s, \tau , z)S1(u)(s, \tau , z)dsd\tau dz, t \geq 0, x, q \in \BbbR . (5)

Лемма 3. Пусть выполняются условия (H1) и (H2). Если u \in \scrK и \| u\| \leq B, то

\| S2u\| \leq AB1.

Доказательство. Имеем

(t2 + 1)(x2 + 1)(q2 + 1)| S2(u)| =

= (t2 + 1)(x2 + 1)(q2 + 1)

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
t\int 

0

x\int 
0

p\int 
0

(t - s)(x - \tau )(q  - z)g(s, \tau , z)S1(u)(s, \tau , z)dsd\tau dz

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \leq 
\leq (t2 + 1)(x2 + 1)(q2 + 1)

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
t\int 

0

x\int 
0

p\int 
0

| t - s| | x - \tau | | q  - z| g(s, \tau , z)| S1(u)(s, \tau , z)| dsd\tau dz

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \leq 
\leq B1(t

2 + 1)(q2 + 1)(x2 + 1)

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
t\int 

0

x\int 
0

p\int 
0

| t - s| | x - \tau | | q  - z| g(s, \tau , z)(1 + | \tau | )dsd\tau dz

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \leq 
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\leq B1t(t
2 + 1)| x| (x2 + 1)| q| (1 + | q| )(q2 + 1)

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
t\int 

0

x\int 
0

p\int 
0

g(s, \tau , z)dsd\tau dz

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \leq 
\leq B1(t+ 1)2(t2 + 1)(| x| + 1)2(x2 + 1)(1 + | q| )2(q2 + 1)

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
t\int 

0

x\int 
0

p\int 
0

g(s, \tau , z)dsd\tau dz

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \leq 
\leq AB1, t \geq 0, x, q \in \BbbR ,

(t2 + 1)(x2 + 1)(q2 + 1)

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \partial \partial tS2(u)

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| =
= (t2 + 1)(x2 + 1)(q2 + 1)

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
t\int 

0

x\int 
0

p\int 
0

(x - \tau )(q  - z)g(s, \tau , z)S1(u)(s, \tau , z)dsd\tau dz

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \leq 
\leq (t2 + 1)(x2 + 1)(q2 + 1)

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
t\int 

0

x\int 
0

p\int 
0

| x - \tau | | q  - z| g(s, \tau , z)| S1(u)(s, \tau , z)| dsd\tau dz

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \leq 
\leq B1(t

2 + 1)(q2 + 1)(x2 + 1)

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
t\int 

0

x\int 
0

p\int 
0

| x - \tau | | q  - z| g(s, \tau , z)(1 + | \tau | )dsd\tau dz

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \leq 
\leq B1(t

2 + 1)| x| (x2 + 1)| q| (1 + | q| )(q2 + 1)

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
t\int 

0

x\int 
0

p\int 
0

g(s, \tau , z)dsd\tau dz

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \leq 
\leq B1(t+ 1)2(t2 + 1)(| x| + 1)2(x2 + 1)(1 + | q| )2(q2 + 1)

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
t\int 

0

x\int 
0

p\int 
0

g(s, \tau , z)dsd\tau dz

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \leq 
\leq AB1, t \geq 0, x, q \in \BbbR ,

(t2 + 1)(x2 + 1)(q2 + 1)

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \partial \partial xS2(u)

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| =
= (t2 + 1)(x2 + 1)(q2 + 1)

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
t\int 

0

x\int 
0

p\int 
0

(t - s)(q  - z)g(s, \tau , z)S1(u)(s, \tau , z)dsd\tau dz

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \leq 
\leq (t2 + 1)(x2 + 1)(q2 + 1)

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
t\int 

0

x\int 
0

p\int 
0

| t - s| | q  - z| g(s, \tau , z)| S1(u)(s, \tau , z)| dsd\tau dz

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \leq 
\leq B1(t

2 + 1)(q2 + 1)(x2 + 1)

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
t\int 

0

x\int 
0

p\int 
0

| t - s| | q  - z| g(s, \tau , z)(1 + | \tau | )dsd\tau dz

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \leq 
\leq B1t(t

2 + 1)(x2 + 1)| q| (1 + | q| )(q2 + 1)

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
t\int 

0

x\int 
0

p\int 
0

g(s, \tau , z)dsd\tau dz

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \leq 
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\leq B1(t+ 1)2(t2 + 1)(| x| + 1)2(x2 + 1)(1 + | q| )2(q2 + 1)

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
t\int 

0

x\int 
0

p\int 
0

g(s, \tau , z)dsd\tau dz

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \leq 
\leq AB1, t \geq 0, x, q \in \BbbR ,

(t2 + 1)(x2 + 1)(q2 + 1)

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \partial \partial qS2(u)

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| =
= (t2 + 1)(x2 + 1)(q2 + 1)

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
t\int 

0

x\int 
0

p\int 
0

(t - s)(x - \tau )g(s, \tau , z)S1(u)(s, \tau , z)dsd\tau dz

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \leq 
\leq (t2 + 1)(x2 + 1)(q2 + 1)

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
t\int 

0

x\int 
0

p\int 
0

| t - s| | x - \tau | g(s, \tau , z)| S1(u)(s, \tau , z)| dsd\tau dz

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \leq 
\leq B1(t

2 + 1)(q2 + 1)(x2 + 1)

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
t\int 

0

x\int 
0

p\int 
0

| t - s| | x - \tau | g(s, \tau , z)(1 + | \tau | )dsd\tau dz

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \leq 
\leq B1t(t

2 + 1)| x| (x2 + 1)(1 + | q| )(q2 + 1)

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
t\int 

0

x\int 
0

p\int 
0

g(s, \tau , z)dsd\tau dz

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \leq 
\leq B1(t+ 1)2(t2 + 1)(| x| + 1)2(x2 + 1)(1 + | q| )2(q2 + 1)

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
t\int 

0

x\int 
0

p\int 
0

g(s, \tau , z)dsd\tau dz

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \leq 
\leq AB1, t \geq 0, x, q \in \BbbR .

Таким образом, \| S2u\| \leq AB1. \square 

Лемма 4. Пусть выполняются условия (H1) и (H2). Если элемент u \in \scrK такой, что

S2(u) = D, t \geq 0, x, q \in \BbbR , (6)

для некоторой константы D, то u является решением (2).

Доказательство. Дифференцируя дважды по t, x и q, получим

g(t, x, q)S1(u) = 0, t \geq 0, x, q \in \BbbR ,

откуда
S1(u) = 0, t > 0, x \in \BbbR \setminus \{ 0\} , q \in \BbbR \setminus \{ 0\} .

Так как S1u(\cdot , \cdot , \cdot ) \in \scrC ([0,\infty )\times \BbbR 2), имеем

0 = \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
t\rightarrow 0

S1(u) = S1(u)(t = 0, x, q) = \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
x\rightarrow 0

S1(u) = S1(u)(t, x = 0, q) =

= \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
q\rightarrow 0

S1(u) = S1(u)(t, x, q = 0).

Таким образом,
S1(u) = 0, t \geq 0, x, q \in \BbbR .

Тогда, применяя лемму 1, получаем, что u — решение (2). \square 

Теорема 3. Пусть выполняются условия (H1) и (H2). Тогда (2) имеет по крайней мере

одно решение в \scrK .
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Доказательство. Пусть \widetilde \scrY — множество всех равностепенно непрерывных семейств в \scrK с

нормой \| \cdot \| . Положим Y = \widetilde \scrY и

\scrU =

\biggl\{ 
u \in \scrY : \| u\| < B, и если \| u\| \geq B

2
, то u(t = 0, x, q) >

B

2
, x, q \in \BbbR 

\biggr\} 
.

Для u \in \scrU и \epsilon > 0 определим

T (u) = \epsilon u,

S(u) = u - \epsilon u - \epsilon S2(u).

Если u \in \scrU , получим
\| (I  - S)(u)\| = \| \epsilon u+ \epsilon S2(u)\| \leq \epsilon \| u\| + \epsilon \| S2(u)\| \leq \epsilon B1 + \epsilon AB1.

Тогда отображение S : \scrU \rightarrow \scrK является непрерывным и (I  - S)(\scrU ) лежит в компактном
подмножестве множества \scrY . Предположим, что \exists u \in \partial \scrU такой, что

u = \nu (I  - S)(u),

или

u = \nu \epsilon (u+ S2(u)), (7)

для 0 < \nu <
1

\epsilon 
. Тогда, учитывая, что

S2(u)(t = 0, x, q) = 0

и \| u\| = B >
B

2
, получим u(t = 0, x, q) \not = 0, x, q \in \BbbR , и

u(t = 0, x, q) = \nu \epsilon (u(t = 0, x, q) + S2(u)(0, x, q)) = \nu \epsilon u(t = 0, x, q), x, q \in \BbbR ,

откуда \nu \epsilon = 1 — получили противоречие. Следовательно,

\{ u \in \scrU : u = \nu 1(I  - S)(u), u \in \partial \scrU \} = \emptyset 

для любого \nu 1 \in 
\biggl( 
0,

1

\epsilon 

\biggr) 
. Тогда по теореме 1 получаем, что T +S имеет неподвижную точку

u\ast \in \scrY . Тогда
u\ast = T (u\ast ) + S(u\ast ) = \epsilon u\ast + u\ast  - \epsilon u\ast  - \epsilon S2(u

\ast ), t \geq 0, x, q \in \BbbR .

И тогда

S2(u
\ast ) = 0.

Итак, u\ast — решение (2). Ввиду леммы 4 u — решение (2). \square 

3. Существование по крайней мере двух неотрицательных решений

Пусть B и A, указанные в (H1) и (H2), удовлетворяют условию

(H3) AB1 <
L

5
и L > 0 такое, что

r < L < R1 \leq B,

где r и R1 — положительные константы.

Главным результатом этого раздела является

Теорема 4. Пусть выполняются условия (H1)–(H3). Тогда задача (2) имеет по крайней

мере два неотрицательных решения в \scrK .
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Доказательство. Пусть \widetilde P = \{ u \in \scrK : u \geq 0 на t \geq 0, x, q \in \BbbR \} ,

где \scrP — множество всех равностепенно непрерывных семейств в \widetilde P . Пусть v \in \scrK , определим

T1(v) = (1 +m\epsilon )v  - \epsilon 
L

10
,

S3(v) =  - \epsilon S2(v) - m\epsilon v  - \epsilon 
L

10
,

где \epsilon > 0, m > 0 достаточно велико и S2 указано в (5). Все неподвижные точки w \in \scrK 
отображения T1 + S3 являются решениями (2). Пусть

\Gamma = \scrP ,

W1 = \scrP r = \{ w \in \scrP : \| w\| < r\} ,
W2 = \scrP L = \{ w \in \scrP : \| w\| < L\} ,
W3 = \scrP R1 = \{ w \in \scrP : \| w\| < R1\} .

1) Для w1, w2 \in \Gamma имеем

\| T1(w1) - T1(w2)\| = (1 +m\epsilon )\| w1  - w2\| ,
тогда

T1 : \Gamma \rightarrow \scrK 
является расширяющим при h = 1 +m\epsilon > 1.

2) Для w \in \scrP R1 имеем

\| S3(w)\| \leq \epsilon \| S2(w)\| +m\epsilon \| w\| + \epsilon 
L

10
\leq \epsilon 

\biggl( 
AB1 +mR1 +

L

10

\biggr) 
.

Тогда оператор S3(\scrP R1) является равномерно ограниченным. Поскольку отображе-
ние S3 : \scrP R1 \rightarrow \scrK непрерывно, получаем, что S3(\scrP R1) равностепенно непрерывно.
Таким образом, S3 : \scrP R1 \rightarrow \scrK вполне непрерывно.

3) Пусть w1 \in \scrP R1 . Положим

w2 = w1 +
1

m
S2(w1) +

L

5m
,

где S2(w1) +
L

5
\geq 0 на [0,\infty )\times \BbbR 2. Имеем w2 \geq 0 на [0,\infty )\times \BbbR 2. Тогда для w2 \in \Gamma и

 - \epsilon mw2 =  - \epsilon mw1  - \epsilon S2(w1) - \epsilon 
L

10
 - \epsilon 

L

10
,

или

(I  - T1)(w2) =  - \epsilon mw2 + \epsilon 
L

10
= S3(w1),

имеем S3(\scrP R1) \subset (I  - T1)(\Gamma ).
4) Пусть \forall w0 \in \scrP \ast \exists \nu \geq 0 и w \in \partial \scrP r \cap (\Gamma + \nu w0) или w \in \partial \scrP R1 \cap (\Gamma + \nu w0) такие, что

S3(w) = (I  - T1)(w  - \nu w0).

Тогда

 - \epsilon S2(w) - m\epsilon w  - \epsilon 
L

10
=  - m\epsilon (w  - \nu w0) + \epsilon 

L

10
,

или

 - S2(w) = \nu mw0 +
L

5
.
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Следовательно,

\| S2(w)\| =

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \nu mw0 +
L

5

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \geq L

5
,

что противоречит нашим предположениям.

5) Пусть \epsilon 1 =
2

5m
. Предположим, что \exists w1 \in \partial \scrP L и \nu 1 \geq 1 + \epsilon 1 такие, что

S3(w1) = (I  - T1)(\nu 1w1). (8)

Тогда

 - \epsilon S2(w1) - m\epsilon w1  - \epsilon 
L

10
=  - \nu 1m\epsilon w1 + \epsilon 

L

10
,

или

S2(w1) +
L

5
= (\nu 1  - 1)mw1.

Откуда

2
L

5
>

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| S2(w1) +
L

5

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| = (\nu 1  - 1)m\| w1\| = (\nu 1  - 1)mL,

2

5m
+ 1 > \nu 1,

что является противоречием.

Тогда все требования теоремы 2 выполнены. Итак, задача (2) имеет по крайней мере два
неотрицательных решения u1 и u2 таких, что

\| u1\| = L < \| u2\| < R1,

или

r < \| u1\| < L < \| u2\| < R1.

\square 

4. Пример

Приведем пример, иллюстрирующий основные результаты статьи. Пусть B = 1, F и m

— положительные константы такие, что
F

m
\leq 1. Пусть также

u0(x, q) =
1

(1 + 3x4)(1 + q4)
, x, q \in \BbbR ,

\varpi ext(x) =  - F

m
x, w(u)(t, x) = 0, t > 0, x \in \BbbR ,

R1 =
9

10
, L =

3

5
, r =

2

5
, m = 1050, A =

1

10B1
.

Тогда

B1 = 2 + \pi (1 + \pi 2).

Далее,

r < L < R1 < B, AB1 <
L

5
,

т. е. условие (H3) выполняется. Возьмем

h(s) = \mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g}
s22 + s11

\surd 
2 + 1

s22  - s11
\surd 
2 + 1

, l(s) = \mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{n}
s11

\surd 
2

1 - s22
, s \in \BbbR , s \not = \pm 1.
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Тогда

h\prime (s) =
22
\surd 
2s10(1 - s22)

(s22  - s11
\surd 
2 + 1)(s22 + s11

\surd 
2 + 1)

,

l\prime (s) =
11
\surd 
2s10(s22 + 1)

s44 + 1
, s \in \BbbR , s \not = \pm 1,

 - \infty < \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
s\rightarrow \pm \infty 

(s2 + s+ 1)h(s) < \infty ,

 - \infty < \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
s\rightarrow \pm \infty 

(s2 + s+ 1)l(s) < \infty .

Тогда \exists D1 > 0 такое, что

(1 + | s| )2(s2 + 1)

\Biggl( 
1

44
\surd 
2
\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g}

s22 + s11
\surd 
2 + 1

1 - s11
\surd 
2 + s22

+
1

22
\surd 
2
\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{n}

s11
\surd 
2

1 - s22

\Biggr) 
\leq D1, s \in \BbbR .

Имеем
\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}

s\rightarrow \pm 1
l(s) =

\pi 

2
,

и ввиду ([19], c. 707, интеграл 79) получаем\int 
dz

1 + z4
=

1

4
\surd 
2
\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g}

1 + z
\surd 
2 + z2

1 - z
\surd 
2 + z2

+
1

2
\surd 
2
\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{n}

z
\surd 
2

1 - z2
.

Пусть

Q(s) =
s10

(s44 + 1)(s2 + s+ 1)2
, s \in \BbbR ,

g1(t, x, q) = Q(t)Q(x)Q(q), t \geq 0, x, q \in \BbbR .

Тогда \exists D1 > 0 такое, что

(t+ 1)2(t2 + 1)(| x| + 1)2(x2 + 1)(1 + | q| )2(q2 + 1)

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
t\int 

0

x\int 
0

p\int 
0

g1(\tau , y, z)d\tau dydz

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \leq D1,

t \geq 0, x, q \in \BbbR .

Пусть

g(t, x, q) =
A

D1
g1(t, x, q), t \geq 0, x, q \in \BbbR .

Тогда

(t+ 1)2(t2 + 1)(| x| + 1)2(x2 + 1)(1 + | q| )2(q2 + 1)

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
t\int 

0

x\int 
0

q\int 
0

g(\tau , y, z)d\tau dydz

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \leq A,

t \geq 0, x, q \in \BbbR ,

т. е. условие (H2) выполняется. Следовательно, для задачи

\partial u

\partial t
+ q

\partial u

\partial x
+

F

m

\partial u

\partial q
= 0, t > 0, x, q \in \BbbR ,

u(t = 0, x, q) =
1

(1 + 3x4)(1 + q4)
, x, q \in \BbbR ,

(9)

все условия теорем 3, 4 выполняются. Если q — скорость, F = mE — сила взаимодей-
ствия, E — гравитационное поле, m — взаимодействующая масса, то в оригинальной работе
Дж. Джинса [20] уравнение Власова записано как первое уравнение в (9).
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Classical non-negative solutions for one-dimensional Vlasov equation

Abstract. New fixed point approach based on certain topological properties is applied on the Vlasov
equation to find classical non-negative solutions. This approach allows finding at least one solution
and at least two solutions. It is shown how to apply this approach to the problem of finding classical
non-negative solutions of the Vlasov equation.
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