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Аннотация. В настоящей работе рассматривается краевая задача для смешанного интегро-
дифференциального уравнения. Доказана однозначная разрешимость поставленной задачи.
Для доказательства использован спектральный метод.
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Введение

Различные вопросы физики и техники приводят к исследованию интегро-дифференци-
альных уравнений в обыкновенных и частных производных и постановке для них опре-
деленных задач, точное решение которых либо невозможно выразить в замкнутом виде
современными методами, либо эти решения выражаются в громоздком виде. В связи с
этим теория таких уравнений давно привлекает внимание как физиков-теоретиков, так и
математиков [1], [2].
Прямые и обратные задачи для уравнения смешанного параболо-гиперболического типа

изучались в работах [3]–[9]. Установлен критерий единственности и существования реше-
ния обратной задачи определения неизвестной правой части. Также в [10] рассматривались
другие постановки обратной задачи. Вообще говоря, прямые и обратные задачи для урав-
нений смешанного типа не так хорошо известны, как аналогичные задачи для классических
уравнений. Тем не менее, данные задачи так же имеют отношение к практике.
Численные алгоритмы решения обратной задачи требуют привлечения теории обратных

и некорректных задач, которая разрабатывалась в работах [11], [12].
В работах [5], [6] были рассмотрены прямая и обратная задачи для уравнения смешанно-

го параболо-гиперболического типа для одномерного и двумерного случаев, а в работе [13]
предложены алгоритмы численного решения обратной задачи для уравнения смешанного
параболо-гиперболического типа с нелокальным условием по определению правой части
уравнения. Предполагалось, что функция, входящая в нелокальное условие, и функция,
являющаяся дополнительной информацией для решения обратной задачи, могут быть из-
вестны с некоторой ошибкой, поскольку являются результатом практических измерений.
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Предложено три алгоритма численного решения. Проведен ряд численных экспериментов
по апробации предложенных алгоритмов.
В работах [14]–[20] рассмотрены прямая и обратная задачи, поставленные для интегро-

дифференциальных уравнений и уравнений смешанного типа.
В данной статье рассматривается задача для интегро-дифференциального уравнения

смешанного типа и доказывается однозначная разрешимость поставленной задачи.

1. Постановка задачи

Рассмотрим в области G = \{ (x, t) : 0 < x < l, - \alpha < t < \beta \} интегро-дифференциальное
уравнение смешанного типа

ut  - uxx =

\int t

0
K(\tau )u(x, t - \tau )d\tau + f(x), t > 0,

utt  - uxx = f(x), t < 0,

(1)

где \alpha , \beta — заданные положительные числа.
Задача. Найти в области G функцию u(x, t), удовлетворяющую уравнению (1) и следу-

ющим условиям:
краевые условия:

u| x=0 = 0, u| x=l = 0,  - \alpha \leq t \leq \beta , (2)

начальное условие:

u(x, - \alpha ) = \varphi (x), x \in [0, l], (3)

условия склейки при t = 0 :

\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
t\rightarrow  - 0

u(x, t) = \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
t\rightarrow +0

u(x, t), \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
t\rightarrow  - 0

\partial u(x, t)

\partial t
= \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}

t\rightarrow +0

\partial u(x, t)

\partial t
, x \in [0, l], (4)

\varphi (\cdot ) — заданная достаточно гладкая функция.
Обозначим G+ = G \cap \{ t > 0\} , G - = G \cap \{ t < 0\} .
Уравнение (1) при t > 0 является интегро-дифференциальным уравнением с интеграль-

ным членом типа свертки. Прямые начально-граничные задачи и обратные задачи опреде-
ления сверточного ядра K(t) для таких уравнений исследованы в работах [21]–[32]. Полу-
чены теоремы существования, единственности, а также оценки устойчивости решения.

Определение 1. Решением задачи (1)–(4) назовем функцию u(x, t) из класса

C(G) \cap C1(G) \cap C2,1
x,t (G+ \cup \{ t = \beta \} ) \cap C2(G - \cup \{ t =  - \alpha \} ),

удовлетворяющую соотношениям (1)–(4).

2. Исследование начально-краевой задачи и формулировка результатов

Решаем задачу (1)–(4) и доказываем ее однозначную разрешимость.
Разлагаем неизвестную функцию и начально заданные функции в ряды Фурье по системе

\{ \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}(\lambda nx)\} :

u(x, t) =
\infty \sum 
n=1

un(t) \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} (\lambda nx), (5)

\varphi (x) =
\infty \sum 
n=1

\varphi n \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} (\lambda nx),
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f(x) =

\infty \sum 
n=1

fn \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} (\lambda nx) , \lambda n =
\pi n

l
.

Подставляем ряды для функций u(x, t) и f(x) в (1):

u
\prime 
n(t) + \lambda 2

nun(t) = fn +

\int t

0
K(\tau )un(t - \tau )d\tau , t > 0;

u
\prime \prime 
n(t) + \lambda 2

nun(t) = fn, t < 0.

(6)

Введем обозначение

Fn(t;un) =

\int t

0
K(\tau )un(t - \tau )d\tau . (7)

Подставим (7) в (6):

u
\prime 
n(t) + \lambda 2

nun(t) = fn + Fn(t;un), t > 0;

u
\prime \prime 
n(t) + \lambda 2

nun(t) = fn, t < 0.
(8)

Решаем неоднородные обыкновенные дифференциальные уравнения в (8) методом вари-
ации постоянных и получим общее решение в виде

un(t) = Ce - \lambda 2
nt +

fn
\lambda 2
n

+

\int t

0
Fn(\tau ;un)e

 - \lambda 2
n(t - \tau )d\tau , t > 0;

un(t) = C1 \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} (\lambda nt) + C2 \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} (\lambda nt) +
fn
\lambda 2
n

, t < 0.

(9)

Используя условия (4), (3) для неизвестных коэффициентов C,C1, C2 получим систему
линейных уравнений

C +
fn
\lambda 2
n

= C1 +
fn
\lambda 2
n

,  - \lambda 2
nC = \lambda nC2,

C1 \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} (\lambda n\alpha ) - C2 \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} (\lambda n\alpha ) +
fn
\lambda 2
n

= \varphi n.

Отсюда находим коэффициенты

C1 = C, C2 =  - \lambda nC,

C (\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} (\lambda n\alpha ) + \lambda n \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} (\lambda n\alpha )) +
fn
\lambda 2
n

= \varphi n,

получим

C =

\varphi n  - fn
\lambda 2
n

\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} (\lambda n\alpha ) + \lambda n \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} (\lambda n\alpha )
.

Введем обозначение
\gamma n = \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} (\lambda n\alpha ) + \lambda n \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} (\lambda n\alpha ) . (10)

Используя (7), (10), найденные коэффициенты подставляем в (9) и получаем интеграль-
ное уравнение отностиельно un(t) в t > 0 и явное решение un(t) в t < 0:

un(t) =
1

\gamma n

\biggl[ 
\varphi n  - fn

\lambda 2
n

\biggr] 
e
 - \lambda 2

nt

+
fn
\lambda 2
n

+

\int t

0
Fn(\tau ;un)e

 - \lambda 2
n(t - \tau )d\tau , t > 0,

un(t) =
\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} (\lambda nt) - \lambda n \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} (\lambda nt)

\gamma n

\biggl[ 
\varphi n  - fn

\lambda 2
n

\biggr] 
+

fn
\lambda 2
n

, t < 0.

(11)
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3. Существование и единственность решения задачи (1)–(4)

Если в (11) свободный член и ядро — непрерывные функции, то методом последователь-
ных приближений можно доказать однозначную разрешимость уравнений (11) в случае
t > 0.
Подставляя (11) в (5) получим формальное решение поставленной задачи в виде

u(x, t) =
\infty \sum 
n=1

\Biggl[ 
1

\gamma n

\biggl[ 
\varphi n  - fn

\lambda 2
n

\biggr] 
e
 - \lambda 2

nt

+
fn
\lambda 2
n

+

\int t

0
Fn(\tau ;u) \cdot e - \lambda 2

n(t - \tau )d\tau 

\Biggr] 
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} (\lambda nx), t > 0, (12)

u(x, t) =

\infty \sum 
n=1

\biggl[ 
\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} (\lambda nt) - \lambda n \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} (\lambda nt)

\gamma n

\biggl[ 
\varphi n  - fn

\lambda 2
n

\biggr] 
+

fn
\lambda 2
n

\biggr] 
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} (\lambda nx), t < 0. (13)

В работе [4] было доказано, что

| \gamma n| = | \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} (\lambda n\alpha ) + \lambda n \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} (\lambda n\alpha )| \geq \alpha 0 > 0, (14)

где \alpha 0 — положительная постоянная для случая l = 1.
Для нашего случая верна

Лемма 1. Если \alpha = lp, p \in N, или \alpha = l
m

n
,m, n \in N , (m,n) = 1, то верно неравенство

(14).

Для доказательства существования решения нам необходимо показать, что ряды (12),
(13) и ряды, полученные дифференцированием из (12) один раз по t и два раза по x, а из
(13) два раза по t и два раза по x, сходятся равномерно.
Оценим un(t) для случая t > 0:

| un(t)| =

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 1\gamma n
\biggl[ 
\varphi n  - fn

\lambda 2
n

\biggr] 
e
 - \lambda 2

nt

+
fn
\lambda 2
n

+

\int t

0
Fn(\tau ;u) \cdot e - \lambda 2

n(t - \tau )d\tau 

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \leq 
\leq 1

\alpha 0

\biggl[ 
| \varphi n| +

| fn| 
\lambda 2
n

\biggr] 
+

| fn| 
\lambda 2
n

+
1

\lambda 2
n

\| K\| 0
\int t

0
| un(\tau )| d\tau \leq 

\leq 
\biggl( 

1

\alpha 0

\biggl[ 
| \varphi n| +

| fn| 
\lambda 2
n

\biggr] 
+

| fn| 
\lambda 2
n

\biggr) 
e
 - 1

\lambda 2n
\| K\| 0t \leq \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}

\biggl\{ 
1

\alpha 0
,
1

\lambda 2
1

\biggr\} \biggl[ 
| \varphi n| +

| fn| 
\lambda 2
n

\biggr] 
e
 - 1

\lambda 2n
\| K\| 0t.

Используя полученную оценку, оценим ряд (12):

| u(x, t)| =

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
\infty \sum 
n=1

un(t) \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\lambda nx

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \leq 
\infty \sum 
n=1

| un(t)| | \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\lambda nx| \leq 

\leq 
\infty \sum 
n=1

| un(t)| \leq C
\infty \sum 
n=1

\biggl[ 
| \varphi n| +

| fn| 
\lambda 2
n

\biggr] 
\leq 

\infty \sum 
n=1

\biggl[ 
1

\lambda n
\lambda n | \varphi n| +

| fn| 
\lambda 2
n

\biggr] 
\leq 

\leq 1

2

\infty \sum 
n=1

\biggl[ 
1

\lambda 2
n

+ (\lambda n | \varphi n| )2
\biggr] 
+

1

2

\infty \sum 
n=1

\Biggl[ 
1

\lambda 2
n

+
| fn| 2

\lambda 2
n

\Biggr] 
\leq C1 +

\bigm\| \bigm\| \varphi \prime \bigm\| \bigm\| 
L2(0,l)

+ \| f\| L2(0,l) .

Оценим ряды, полученные дифференцированием два раза по x и один раз по t из (12),
для этого вычислим uxx, ut из (12) и получим оценки для полученных рядов:

uxx(x, t) =
\infty \sum 
n=1

\lambda 2
nun(t) \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\lambda nx,
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| uxx(x, t)| =

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
\infty \sum 
n=1

\lambda 2
nun(t) \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\lambda nx

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \leq 
\infty \sum 
n=1

\lambda 2
n | un(t)| \leq 

\leq C

\infty \sum 
n=1

\lambda 2
n

\biggl[ 
| \varphi n| +

| fn| 
\lambda 2
n

\biggr] 
= C

\infty \sum 
n=1

\bigl[ 
\lambda 2
n | \varphi n| + | fn| 

\bigr] 
= C

\infty \sum 
n=1

\biggl[ 
1

\lambda n

\bigm| \bigm| \lambda 3
n\varphi n

\bigm| \bigm| + 1

\lambda n
| \lambda nfn| 

\biggr] 
\leq 

\leq C

\left(  \Biggl( \infty \sum 
n=1

1

\lambda 2
n

\Biggr) 1/2\Biggl( \infty \sum 
n=1

\bigm| \bigm| \lambda 3
n\varphi n

\bigm| \bigm| 2\Biggr) 1/2

+

\Biggl( \infty \sum 
n=1

1

\lambda 2
n

\Biggr) 1/2\Biggl( \infty \sum 
n=1

| \lambda nfn| 
2

\Biggr) 1/2
\right)  \leq 

\leq \widetilde C1

\biggl( \bigm\| \bigm\| \bigm\| \varphi \prime \prime \prime 
\bigm\| \bigm\| \bigm\| 
L2(0,l)

+
\bigm\| \bigm\| \bigm\| f \prime 
\bigm\| \bigm\| \bigm\| 
L2(0,l)

\biggr) 
.

Из (8) находим u
\prime 
n(t) = fn + Fn(t;u) - \lambda 2

nun(t). Оценим это равенство:\bigm| \bigm| \bigm| u\prime 
n(t)

\bigm| \bigm| \bigm| \leq \lambda 2
n | un(t)| + | Fn(t;u)| + | fn| \leq C\lambda 2

n

\biggl[ 
| \varphi n| +

| fn| 
\lambda 2
n

\biggr] 
+

+ | fn| +
\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \int t

0
K(\tau )un(t - \tau )d\tau 

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \leq C\lambda 2
n

\biggl[ 
| \varphi n| +

| fn| 
\lambda 2
n

\biggr] 
+

+ | fn| + \| h\| 0C
\biggl[ 
| \varphi n| +

| fn| 
\lambda 2
n

\biggr] 
e

1

\lambda 2n
\| h\| 0TT \leq C

\bigl[ 
\lambda 2
n | \varphi n| + \lambda n | fn| 

\bigr] 
,

C
\infty \sum 
n=1

\bigl[ 
\lambda 2
n | \varphi n| + | fn| 

\bigr] 
< \infty .

Оценим un(t) для случая t < 0:

| un(t)| =
\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} (\lambda nt) - \lambda n \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} (\lambda nt)

\gamma n

\biggl[ 
\varphi n  - fn

\lambda 2
n

\biggr] 
+

fn
\lambda 2
n

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \leq 1

\alpha 0

\biggl[ 
\lambda n | \varphi n| +

| fn| 
\lambda n

\biggr] 
+

| fn| 
\lambda 2
n

\leq 

\leq 1

\alpha 0

\biggl[ 
\lambda n | \varphi n| +

| fn| 
\lambda n

\biggr] 
+

| fn| 
\lambda 2
n

\leq \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}

\biggl\{ 
1

\alpha 0
,
1

\lambda n

\biggr\} \biggl[ 
\lambda n | \varphi n| +

| fn| 
\lambda n

\biggr] 
.

Используя полученную оценку, оценим ряд (13) :

| u(x, t)| =

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
\infty \sum 
n=1

un(t) \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\lambda nx

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \leq 
\infty \sum 
n=1

| un(t)| | \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\lambda nx| \leq 

\leq 
\infty \sum 
n=1

| un(t)| \leq C
\infty \sum 
n=1

\biggl[ 
\lambda n | \varphi n| +

| fn| 
\lambda n

\biggr] 
\leq 
\bigm\| \bigm\| \varphi \prime \prime \bigm\| \bigm\| 

L2(0,l)
+ \| f\| L2(0,l) .

Покажем дифференцируемость (13) два раза по x и по t. Для этого вычислим uxx, utt и
получим оценки для полученных рядов:

uxx(x, t) =

\infty \sum 
n=1

\lambda 2
nun(t) \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\lambda nx,

| uxx(x, t)| =

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
\infty \sum 
n=1

\lambda 2
nun(t) \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\lambda nx

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \leq 
\infty \sum 
n=1

\lambda 2
n | un(t)| \leq 
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\leq C1

\infty \sum 
n=1

\lambda 2
n

\biggl[ 
\lambda n | \varphi n| +

| fn| 
\lambda n

\biggr] 
= C

\infty \sum 
n=1

\bigl[ 
\lambda 3
n | \varphi n| + \lambda n | fn| 

\bigr] 
= C1

\infty \sum 
n=1

\biggl[ 
1

\lambda n

\bigm| \bigm| \lambda 4
n\varphi n

\bigm| \bigm| + 1

\lambda n

\bigm| \bigm| \lambda 2
nfn

\bigm| \bigm| \biggr] \leq 
\leq C1

\left(  \Biggl( \infty \sum 
n=1

1

\lambda 2
n

\Biggr) 1/2\Biggl( \infty \sum 
n=1

\bigm| \bigm| \lambda 4
n\varphi n

\bigm| \bigm| 2\Biggr) 1/2

+

\Biggl( \infty \sum 
n=1

1

\lambda 2
n

\Biggr) 1/2\Biggl( \infty \sum 
n=1

\bigm| \bigm| \lambda 2
nfn

\bigm| \bigm| 2\Biggr) 1/2
\right)  \leq 

\leq \widetilde C1

\biggl( \bigm\| \bigm\| \bigm\| \varphi (4)
\bigm\| \bigm\| \bigm\| 
L2(0,l)

+
\bigm\| \bigm\| \bigm\| f \prime \prime 

\bigm\| \bigm\| \bigm\| 
L2(0,l)

\biggr) 
.

Из (8) для t < 0 находим u\prime \prime n(t) = fn  - \lambda 2
nun(t). Оценим это равенство:\bigm| \bigm| u\prime \prime n(t)\bigm| \bigm| \leq \lambda 2

n | un(t)| +
| fn| 
\lambda 2
n

\leq C2\lambda 
2
n

\biggl[ 
\lambda n | \varphi n| +

| fn| 
\lambda n

\biggr] 
+

| fn| 
\lambda 2
n

\leq 

\leq C2\lambda 
2
n

\biggl[ 
\lambda n | \varphi n| +

| fn| 
\lambda n

\biggr] 
+

| fn| 
\lambda 2
n

\leq C2

\bigl[ 
\lambda 3
n | \varphi n| + \lambda n | fn| 

\bigr] 
,

получим

C2

\infty \sum 
n=1

\bigl[ 
\lambda 2
n | \varphi n| + \lambda n | fn| 

\bigr] 
< \infty .

Теперь докажем единственность решения.
Решаем задачу (1)–(4) для случая f(x) = 0 и \varphi (x) = 0, тогда решение получим в виде

u(x, t) =

\left\{     
\infty \sum 
n=1

\int t

0
Fn(\tau ;u)e

 - \lambda 2
n(t - \tau )d\tau \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}

\bigl( 
\lambda nx

\bigr) 
, t > 0;

0, t < 0.

Для доказательства единственности используем неравенство Гронуолла–Беллмана, т. е.
следующее увтерждение.

Лемма 2 ([33]). Пусть функция u(x) неотрицательна и непрерывна в промежутке [x0, x0+
h] и удовлетворяет в этом промежутке неравенству

0 \leq u(x) \leq A+B

\int x

x0

u(t)dt+ \varepsilon (x - x0), A \geq 0, B \geq 0, \varepsilon \geq 0,

тогда при x \in [x0, x0 + h] справедливо неравенство

u(x) \leq AeB(x - x0) +
\varepsilon 

B

\Bigl( 
eB(x - x0)  - 1

\Bigr) 
.

В нашем случае

un(t) =

\int t

0

\biggl( \int \tau 

0
K(s)un(\tau  - s)ds

\biggr) 
e - \lambda 2

n(t - \tau )d\tau ,

где

A = 0, B = T | | K| | , \varepsilon = 0, un = (u,Xn) = 0,

т. е. (u, \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}(\lambda nx)) = 0 и u \in C(G), K \in C[0, \beta ].
Из неравенства Гронуолла–Беллмана получим

| u| \leq 0,

отсюда u(x, t) \equiv 0. Таким образом доказана
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Теорема. Пусть выполнены условия леммы 1 и

A1) \varphi \in C3[0, l], \varphi (IV ) \in L2(0, l) и \varphi (0) = \varphi (l) = 0, \varphi 
\prime \prime 
(0) = \varphi 

\prime \prime 
(l) = 0;

A2) f \in C1[0, l], f \prime \prime \in L2(0, l) и f(0) = f(l) = 0;
A3) K \in C[0, \beta ].
Тогда прямая задача (1)–(4) имеет единственное решение, которое представляется в

виде (12), (13).
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Single-valued solvability of the direct problem for one mixed integro-differential equation

Abstract. In this paper, a boundary value problem for a mixed integro-differential equation is
considered. The unique solvability of the posed problem is proved. The proof is based on the
spectral method.
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