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Аннотация. Найдены необходимые и достаточные условия того, чтобы полигон X над триви-
альной полугруппой был канторовым (соответственно коканторовым), т. е. чтобы для любого
полигона Y из существования инъективных (соответственно сюръективных) гомоморфизмов
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Ключевые слова: полигон над полугруппой, условие конечности, канторовость, коканторо-
вость.

УДК: 512.534.3

DOI: 10.26907/0021-3446-2025-6-45-56

Введение

Полигоном над полугруппой S называется множество X, на котором действует полугруп-
па S, т. е. определено отображение X \times S \rightarrow X, (x, s) \rightarrow xs такое, что x(st) = (xs)t при
всех x \in X и s, t \in S [1], [2]. Полигон является алгебраической моделью автомата [3]. Кро-
ме того, понятие полигона фактически совпадает с понятием представления полугруппы S
преобразованиями множества X, а также с понятием унарной алгебры [4].
Полигоны над полугруппами относительно простого строения могут быть описаны. Так, в

работе [5] были описаны полигоны над вполне простыми полугруппами и полигоны с нулем
над вполне 0-простыми полигруппами. Ряд работ посвящен условиям конечности в поли-
гонах над полугруппами такими, как артиновость, нётеровость, хопфовость, кохопфовость,
канторовость, коканторовость (см., например, [6]–[9]).
Хорошо известная теорема Кантора–Шрёдера–Бернштейна ([10], следствие 4.4) утвер-

ждает, что для любых множеств A и B существование вложений A \rightarrow B и B \rightarrow A влечет
существование взаимно однозначного отображения A\rightarrow B.
Возникает вопрос: останется ли эта теорема верной, если вместо произвольных множеств

и отображений брать универсальные алгебры и гомоморфизмы? Другими словами: верно
ли, что если универсальные алгебры A и B изоморфно вкладываются друг в друга, то имеет
место изоморфизм A \sim = B? В общем случае ответ отрицательный. Например, пусть A и B
— свободные группы с двумя и тремя свободными образующими соотвественно, тогда они
изоморфно вкладываются друг в друга, но не изоморфны. Назовем алгебру A канторовой,
если для нее утверждение теоремы, аналогичной теореме Кантора–Шрёдера–Бернштейна,
верно. А именно, алгебра A называется канторовой, если для любой алгебры B той же
сигнатуры наличие изоморфных вложений A\rightarrow B и B \rightarrow A влечет изоморфизм A \sim = B. Из
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определения следует, что канторовость является условием конечности, так как конечные
алгебры этому условию удовлетворяют.
Нетрудно видеть, что теорема Кантора–Шрёдера–Бернштейна останется верной, если

вложения (инъективные отображения) заменить наложениями (сюръективными отображе-
ниями). То есть наличие наложений A \rightarrow B и B \rightarrow A влечет существование взаимно одно-
значного отображения A\rightarrow B. Однако если A и B — алгебры, то существование сюръектив-
ных гомоморфизмов A\rightarrow B и B \rightarrow A не гарантирует изоморфизма A и B — примеры можно
найти, скажем, среди абелевых групп. В связи с этим возникает определение коканторовой
алгебры. А именно, универсальную алгебру A назовем коканторовой, если для любой ал-
гебры B той же сигнатуры наличие сюръективных гомоморфизмов A\rightarrow B и B \rightarrow A влечет
изоморфизм A \sim = B. Очевидно, коканторовость также является условием конечности.
Тривиальной полугруппой назовем полугруппу, состоящую из одного элемента: S = \{ e\} .
Целью данной работы является описание канторовых и коканторовых полигонов над

тривиальной полугруппой.

1. Определения и обозначения. Предварительные замечания

Пусть X — полигон над полугруппой S. Элемент z \in X называется нулем, если zs = z
для всех s \in S. Нуль z назовем изолированным, если для любых x \in X и s \in S верна
импликация xs = z \rightarrow x = z. Пусть S — полугруппа с единицей e; полигон X над S
называется унитарным, если xe = x для всех x \in S. Пусть теперь S — любая полугруппа, не
обязательно имеющая единицу; полигон X над S назовем квазиунитарным, если XS = X.
Нетрудно видеть, что для полугрупп с единицей понятия унитарного и квазиунитарного
полигона совпадают.
Копроизведение — понятие, двойственное прямому произведению. Если \{ Xi| i \in X\} —

семейство полигонов над одной и той же полугруппой S, то их копроизведение X =
\coprod 
i\in I Xi

— это дизъюнктное объединение полигонов Xi (в случае если эти полигоны имеют непустые
пересечения друг с другом, то мы берем их изоморфные копии, попарно не пересекающи-
еся). Хотя пустое множество мы не считаем полигоном или подполигоном, условно будем
полагать, что X \sqcup \emptyset = X. Любой полигон X можно рассматривать как граф, множеством
вершин которого является множество X, а ребрами являются пары (x, xs), где x \in X, а
s \in S. Полигон называется связным, если соответствующий граф связен. Очевидно, всякий
полигон является копроизведением связных подполигонов — компонент связности.
Для каждого множества X отношение \Delta X будет обозначать у нас отношение равенства

на X, т. е. \Delta X = \{ (x, x)| x \in X\} . Тождественное отображение X \rightarrow X будет обозначаться
\mathrm{i}\mathrm{d}X (\mathrm{i}\mathrm{d}X : x \mapsto \rightarrow x). Пусть X — полигон над какой-либо полугруппой S. Решетку конгруэн-
ций полигона X мы будем обозначать \mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{n}X. Пусть X — полигон и Y — его подполигон.
Нетрудно проверить, что отношение \rho (Y ) = (Y \times Y )\cup \Delta X является конгруэнцией полигона
X; такая конгруэнция называется конгруэнцией Риса. Для фактор-полигона X/\rho (Y ) будем
также использовать краткое обозначение X/Y .
В работе [11] было доказано, что все унитарные полигоны над группой являются кан-

торовыми. Затем в работе [12] этот результат был обобщен на квазиунитарные полигоны
над вполне простой или вполне 0-простой полугруппой. Иная ситуация для коканторово-
сти: необходимые и достаточные условия коканторовости унитарного полигона над группой
авторам неизвестны. До конца вопрос о коканторовости пока решен лишь для унитарных
циклических полигонов. А именно: несложно показать, что все унитарные циклические по-
лигоны над группой G коканторовы в том и только том случае, когда группа G удовлетво-
ряет следующему условию: для любых подгрупп H1, H2, если H1 содержится в подгруппе,
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сопряженной с H2, и H2 содержится в подгруппе, сопряженной с H1, то H1 и H2 сопряжены.
Авторам неизвестны необходимые и достаточные условия коканторовости также полигонов
над полугруппами правых или левых нулей. В работе [13] были получены необходимые и
достаточные условия канторовости полигона над конечной полурешеткой, у которого все
компоненты связности конечны. До конца удается решить вопрос о коканторовости пока
лишь для полигонов над тривиальной полугруппой. Полигон над тривиальной полугруп-
пой S = \{ e\} — это фактически пара (X,\varphi ), где X — произвольное непустое множество, а
\varphi : X \rightarrow X — идемпотентное отображение.
В случае, когда S = \{ e\} — тривиальная полугруппа, компоненты связности, очевидно,

имеют вид \{ z\} \cup Y , где ye = ze = z для всех y \in Y (т. е. являются полигонами с нуле-
вым умножением). Понятно, что эти полигоны с точностью до изоморфизма определяются
мощностью множества Y . Пусть | Y | = m. Тогда будем обозначать A(m) = \{ z\} \cup Y . Копро-
изведение m экземпляров одного и того же полигона A мы будем обозначать через

\coprod 
m
A.

Как уже отмечалось, всякий полигон над тривиальной полугруппой является копроизве-
дением полигонов вида A(m). Для каждого кардинального числа m мощность множества
компонент связности полигона X, изоморфных A(m), мы будем называть кратностью ком-
поненты A(m) вX. Если в разложении полигонаX на компоненты связности нет компонент,
изоморфных A(m), то кратность этой компоненты мы будем считать равной нулю.
Для дальнейшего нам будут удобны следующие характеризации канторовых и коканто-

ровых алгебр, справедливость которых непосредственно вытекает из определений.

Лемма 1. (i) Алгебра A канторова в том и только том случае, если для любых подалгебр

A1, A2 из изоморфизма A1
\sim = A и включения A1 \subseteq A2 \subseteq A следует A2

\sim = A;
(ii) алгебра A коканторова в том и только том случае, если для любых конгруэнций

\rho 1, \rho 2 из изоморфизма A/\rho 1 \sim = A и включения \rho 2 \subseteq \rho 1 следует A/\rho 2 \sim = A.

2. Условия канторовости

В данном разделе мы получим необходимые и достаточные условия канторовости поли-
гона над тривиальной полугруппой. Начнем с одного утверждения о полигонах над произ-
вольной полугруппой.

Предложение. Пусть X — полигон над произвольной полугруппой. Если X имеет лишь

конечное число компонент связности, каждая из которых является канторовым полиго-

ном, то X канторов.

Доказательство. Пусть X = Y1 \sqcup Y2 \sqcup . . . \sqcup Yk — разложение полигона X на компоненты
связности и X1, X2 — такие его подполигоны, что X1 \subseteq X2 и X1

\sim = X. Ввиду леммы 1, (i)
нам достаточно показать, что X2

\sim = X. Обозначим I = \{ 1, 2, . . . , k\} . Так как X \sim = X1,
то существует изоморфизм \varphi : X \rightarrow X1. Поскольку при любом гомоморфизме связный
полигон переходит в связный, для любого i мы имеем \varphi (Yi) \subseteq Yj при некотором j. Таким
образом, получаем отображение \varphi : I \rightarrow I, \varphi (Yi) \subseteq Y\varphi (i). Так как \varphi инъективно, то \varphi тоже
инъективно. Поскольку множество I конечно, \varphi — подстановка:

\varphi =

\biggl( 
1 2 . . . k
j1 j2 . . . jk

\biggr) 
.

Возьмем такое N , что \varphi N = \mathrm{i}\mathrm{d}I . Тогда \varphi 
N (Yi) \subseteq Yi при всех i. Очевидно, \varphi 

N — изоморфизм
полигонов X и \varphi N (X). По условию X2 \supseteq X1, а значит, X2 \supseteq \varphi N (X). Имеем X = Y1 \sqcup Y2 \sqcup 
. . . \sqcup Yk, \varphi 

N (X) = Y \prime 
1 \sqcup Y \prime 

2 \sqcup . . . \sqcup Y \prime 
k, где Y

\prime 
i = \varphi N (Yi) при i = 1, 2, . . . , k. Так как X2 —

подполигон полигона X и X2 \supseteq \varphi N (X), то X2 = Y \prime \prime 
1 \sqcup Y \prime \prime 

2 \sqcup . . . \sqcup Y \prime \prime 
k , где Y

\prime 
i \subseteq Y \prime \prime 

i \subseteq Yi при
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i = 1, 2, . . . , k. Так как Y \prime 
i
\sim = Yi и Yi канторов, то Y

\prime \prime 
i

\sim = Yi. Это выполнено для всех i \leq k.
Следовательно, X2

\sim = X. \square 

Лемма 2. Пусть X — полигон над тривиальной полугруппой. Если X канторов, то X не

может иметь бесконечно много различных компонент связности конечных кратностей.

Доказательство. Предположим, что утверждение леммы неверно. Тогда существует кан-
торов полигон X, имеющий компоненты связности A(m1), A(m2), . . . кратностей n1, n2, . . .
соответственно, где m1 < m2 < . . . , n1, n2, . . . < \aleph 0 и n1 + n2 + . . . = \infty .
Получаем X =

\coprod 
n1

Y1 \sqcup 
\coprod 
n2

Y2 \sqcup . . . \sqcup X \prime , где Yi \sim = A(mi) при i \geq 1, а полигон X \prime не имеет

компонент связности, изоморфных какому-либо Yi. Так как
\infty \sum 
i=1

ni = \infty , то можно подобрать

такие k1, k2, . . . , что будут выполнены неравенства

n2 + n3 + . . .+ nk1 \geq n1,
nk1+1 + nk1+2 + . . .+ nk2 \geq n2,
. . . . . . . . . . .

и т. д., т. е.

nki - 1+1 + nki - 1+2 + . . .+ nki \geq ni (1)

при i \geq 1 (мы здесь считаем, что k0 = 1). Очевидно, ki \geq i+1 при всех i \geq 0. Из неравества
(1) и неравества ki - 1 + 1 > i следует, что полигон Ui =

\coprod 
nki - 1

+1
Yki - 1+1 \sqcup . . . \sqcup 

\coprod 
nki

Yki имеет

подполигон Zi \sim =
\coprod 
ni

Yi. ПолучаемX =
\coprod 
n1

Y1\sqcup U1\sqcup U2\sqcup . . .\sqcup X \prime . ПоложимX1 = Z1\sqcup Z2\sqcup . . .\sqcup X \prime ,

X2 =
\coprod 
n1

Y1 \sqcup Z1 \sqcup Z2 \sqcup . . .\sqcup X \prime . Очевидно, X1 \subset X2 \subset X. Кроме того, так как Zi \sim =
\coprod 
ni

Yi при

i \geq 1, то X1
\sim = X. Однако X2 \not \sim = X, так как компонента связности A(m1) имеет кратность

n1 в X и 2n1 в X2. Мы получили противоречие с леммой 1(i), так как по условию леммы
полигон X канторов. \square 

Лемма 3. Пусть X — полигон над тривиальной полугруппой, Y \sim = A(m) — его компонента

связности кратности p \geq \aleph 0. Если полигон X канторов, то для любого m\prime < m полигон

X имеет компоненту связности Y \prime \sim = A(m\prime ), причем ее кратность p\prime > p.

Доказательство. Имеем X =
\coprod 
n1

Y1\sqcup 
\coprod 
n2

Y2\sqcup . . .\sqcup X \prime , где Yi \sim = A(m\prime ) при i \in I1, Yi \sim = A(m) при

i \in I2, m
\prime < m, | I1| = p\prime , | I2| = p. Предположим, что p\prime \leq p, и приведем это предположение

к противоречию.
Вначале разберем случай, когда I1 \not = \emptyset . Так как | I1| \leq | I2| и I2 бесконечно, то существует

подмножество J \subseteq I2 такое, что | J | = p\prime и | I2 \setminus J | = p. Так как m\prime < m, то полигон Yi
при i \in J содержит подполигон Zi \sim = A(m\prime ). Положим X1 =

\coprod 
i\in J

Zi \sqcup 
\coprod 

i\in I2\setminus J
Yi \sqcup X \prime , X2 =\coprod 

i\in I2
Yi \sqcup X \prime . Очевидно, X1

\sim = X и X1 \subset X2 \subset X. Однако X2 \not \sim = X, так как X2 не имеет

компонент связности изоморфных A(m\prime ), а X имеет. По лемме 1 X не является канторовым,
что противоречит условию.
Пусть теперь I1 = \emptyset . Тогда X =

\coprod 
i\in I2

Yi \sqcup X \prime . Возьмем какое-либо j \in I2 и подполигон

Z \subset Yj такой, что Z \sim = A(m\prime ). Положим X1 =
\coprod 

i\in I2\setminus \{ j\} 
Yi \sqcup X \prime , X2 = Z \sqcup 

\coprod 
i\in I2\setminus \{ j\} 

Yi \sqcup X \prime .

Так как I2 бесконечно, то | I2 \setminus \{ j\} | = | I2| , поэтому X1
\sim = X. Вместе с тем X1 \subset X2 \subset X и
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X2 \not \sim = X, так как X2 имеет компоненту связности, изоморфную A(m\prime ) (это Z), а X не имеет.
Мы снова получили противоречие с канторовостью полигона X. \square 

Лемма 4. Пусть X канторов. Тогда бесконечные компоненты связности имеют конечные

кратности.

Доказательство. Предположим, что это неверно. Тогда у некоторого канторова полигона
X есть компонента связности, изоморфная A(m) и имеющая кратность p, причем m, p \geq \aleph 0.
Отсюда по лемме 3 p(k) > p(m) для любого натурального k. Следовательно, p(k) > \aleph 0 для
всех натуральных чисел k. Отсюда в силу леммы 3 получаем p(0) > p(1) > p(2) > . . . .
Однако бесконечных убывающих последовательностей кардинальных чисел не существует.
Полученное противоречие доказывает утверждение. \square 

Лемма 5. Полигон X =
\coprod 
p0

A(0) \sqcup 
\coprod 
p1

A(1) \sqcup . . . \sqcup 
\coprod 
pk

A(k), где p0 > p1 > . . . > pk \geq \aleph 0,

канторов.

Доказательство. Запишем X в виде X =
\coprod 
i\in I0

Yi\sqcup 
\coprod 
i\in I1

Yi\sqcup . . .\sqcup 
\coprod 
i\in Ik

Yi, где | It| = pt, Yi \sim = A(t)

при i \in It (t = 0, 1, . . . , k). Всякий подполигонX1 полигонаX имеет видX1 =
\coprod 
i\in I0

Zi\sqcup 
\coprod 
i\in I1

Zi\sqcup \coprod 
i\in Ik

Zi, где при любом i \in I0 \cup I1 \cup . . . Ik либо Zi = \emptyset , либо Zi \subseteq Yi — подполигон. Ввиду

леммы 1, (i) нам необходимо доказать следующее: если X1
\sim = X и X2 — такой полигон, что

X1 \subseteq X2 \subseteq X, то X2
\sim = X.

Для t = 0, 1, . . . , k и j = 0, 1, . . . , t положим I
(j)
t = \{ i \in It| Zi \sim = A(j)\} , pjt = | I(j)t | . Для

изоморфизма X1
\sim = X необходимо и достаточно, чтобы были выполнены равенства

p0 = p
(0)
0 + p

(0)
1 + . . .+ p

(0)
k ,

p1 = p
(1)
1 + p

(0)
2 + . . .+ p

(1)
k ,

. . . . . . . . .

pk - 1 = p
(k - 1)
k - 1 + p

(k - 1)
k ,

pk = p
(k)
k .

(2)

Так как pi бесконечны и pt+1, . . . , pk < pt, то p
(j)
j+1 + p

(j)
j+2 + . . .+ p

(j)
k < pj , поэтому равенства

(2) будут иметь следующий вид:

p
(j)
j = pj при j = 0, 1, . . . , k. (3)

Далее мы считаем, что X1
\sim = X и X1 \subseteq X2 \subseteq X. Тогда для полигона X1 выполнены

равенства (3). Запишем X2 в виде X2 =
\coprod 
i\in I0

Ui \sqcup 
\coprod 
i\in I1

\sqcup Ui \sqcup . . . \sqcup 
\coprod 
i\in Ik

Uk, где Zi \subseteq Ui \subseteq Yi

при всех i. Согласно (3) множество It содержит pt элементов i таких, что Zi = Yi. Значит,
Ui = Zi не менее чем для pt индексов i. Так как pt + pt+1 + . . . pk \leqslant pt, то таких i не более
чем pt. Таким образом, полигон X2 содержит ровно pt компонент связности вида A(t) для
t = 0, 1, . . . , k. Следовательно, X2

\sim = X. \square 

Теперь мы можем доказать теорему, дающую полное описание полигонов над тривиаль-
ной полугруппой, являющихся канторовыми.

Теорема 1. Полигон X над тривиальной полугруппой канторов в том и только том

случае, если он изоморфен полигону вида\Biggl[ \coprod 
p0

A(0) \sqcup . . . \sqcup 
\coprod 
pk

A(k)

\Biggr] 
\sqcup 
\coprod 
nl

A(m1) \sqcup . . . \sqcup 
\coprod 
nl

A(ml) (4)
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для некоторых p0, . . . , pk,m1, . . . ,ml, n1, . . . , nl таких, что p0 > p1 > . . . > pk \geq \aleph 0, m1, . . . ,
ml \geq 0, n1, . . . , nl < \aleph 0. Квадратные скобки означают, что часть формулы внутри этих

скобок может отсутствовать.

Доказательство. Будем условно считать, что отсутствие части формулы внутри квадрат-
ных скобок происходит при k =  - 1. Часть формулы вне квадратных скобок тоже может
отсутствовать — это будет при l = 0.
Докажем необходимость сформулированных условий канторовости. Пусть X — канто-

ров полигон над тривиальной полугруппой. Если кратности всех его компонент связности
конечны, то по лемме 2 имеется лишь конечное число попарно неизоморфных компонент, а
значит, полигон X имеет вид (4), где k =  - 1. Далее будем считать, что существует компо-
нента связности A(m) бесконечной кратности p. Тогда по лемме 4 m < \aleph 0. Пусть pi — крат-
ность компоненты A(i) для натурального числа i. В силу леммы 3 имеем p0 > p1 > p2 > . . . ,
а так как не существует бесконечной убывающей последовательности кардинальных чисел,
то существует натуральное число k такое, что p0 > p1 > . . . > pk — кратности компонент
связности A(0), A(1), . . . , A(k), а также число l такое, что n1, . . . , nl — натуральные числа,
являющиеся кратностями компонент A(m1), . . . , A(ml) соответсвенно. Теперь ясно, что X
имеет вид (4). При этом m1, . . . ,ml — любые кардинальные числа (конечные или бесконеч-
ные). Для однозначности вида (4) можно считать, что mi > k при i = 1, 2, . . . , l.
Теперь докажем достаточность. Предположим, что

X =

\Biggl[ \coprod 
p0

A(0) \sqcup . . . \sqcup 
\coprod 
pk

A(k)

\Biggr] 
\sqcup 
\coprod 
nl

A(m1) \sqcup . . . \sqcup 
\coprod 
nl

A(ml),

где p0 > p1 > . . . > pk \geq \aleph 0.
Из обычной теоремы Кантора–Шрёдера–Бернштейна следует, что для любого кардиналь-

ного числа m полигон A(m) канторов. Отсюда согласно предложению 1 следует, что любой
полигон вида (4) при k =  - 1 канторов. Поэтому далее будем считать, что k \geq 0. Без огра-
ничения общности мы можем считать, что k < m1 < . . . < ml. Доказательство канторовсти
полигона X проведем индукцией по l. При l = 0 полигон X канторов по лемме 5. Далее
будем считать, что l > 0. Имеем

X = U1 \sqcup . . . \sqcup Uk \sqcup V1 \sqcup . . . \sqcup Vl,

где Ui \sim =
\coprod 
pi

A(i) при i = 0, 1, . . . , k и Vj \sim =
\coprod 
nj

A(mj) при j = 1, 2, . . . , l. Пусть X1, X2 —

подполигоны такие, что X1 \subseteq X2 \subseteq X и X1
\sim = X. Требуется доказать, что X2

\sim = X. Имеем

X1 = U \prime 
1 \sqcup . . . \sqcup U \prime 

k \sqcup V \prime 
1 \sqcup . . . \sqcup V \prime 

l ,

X2 = U \prime \prime 
1 \sqcup . . . \sqcup U \prime \prime 

k \sqcup V \prime \prime 
1 \sqcup . . . \sqcup V \prime \prime 

l ,

где U \prime 
i = Ui \cap X1, U

\prime \prime 
i = Ui \cap X2, V

\prime 
j = Vj \cap X1, V

\prime \prime 
j = Vj \cap X2, а значит, U \prime \prime 

i \subseteq U \prime 
i \subseteq Ui и

V \prime \prime 
j \subseteq V \prime 

j \subseteq Vj при всех i, j. Так как X1
\sim = X, то A(ml) имеет одинаковую кратность в X1 и

X, а именно, кратность nl. Следовательно, Vl = V \prime 
l , поэтому V

\prime \prime 
l = Vl. Положим

\~X =U1 \sqcup . . . \sqcup Uk \sqcup V1 \sqcup . . . \sqcup Vl - 1,

\~X1 =U
\prime 
1 \sqcup . . . \sqcup U \prime 

k \sqcup V \prime 
1 \sqcup . . . \sqcup V \prime 

l - 1,

\~X2 =U
\prime \prime 
1 \sqcup . . . \sqcup U \prime \prime 

k \sqcup V \prime 
1 \sqcup . . . \sqcup V \prime \prime 

l - 1.

Ввиду неравенств k < m1 < . . . < ml полигон \~X, а значит, и полигоны \~X1, \~X2 не име-
ют подполигонов, изоморфных A(ml). При изоморфизме X и X1 полигон Vl переходит в
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V \prime 
l , а значит, \~X переходит в \~X1. Следовательно, \~X \sim = \~X1. При этом \~X1 \subseteq \~X2 \subseteq \~X. По

предположению индукции \~X2
\sim = \~X. Таким образом, X2

\sim = X. \square 

Следствие 1. Над тривиальной полугруппой копроизведение конечного числа канторовых
полигонов канторово.

Отметим, что авторам неизвестно, верно ли это утверждение для полигонов над произ-
вольной полугруппой.

3. Условия коканторовости

Перейдем к условиям коканторовости полигона над тривиальной полугруппой.

Лемма 6. Пусть X — коканторов полигон над тривиальной полугруппой S = \{ e\} , m1 < m2

— кардинальные числа, а p1, p2 — кратности в X компонент связности, изоморфных,

соответственно, полигонам A(m1) и A(m2). Если p2 \geq \aleph 0, то p1 > p2.

Доказательство. Предположим, что утверждение леммы неверно, т. е. p1 \leq p2. Имеем

X =
\coprod 
i\in I

Yi \sqcup 
\coprod 
j\in J

Zj \sqcup X \prime ,

где Yi \sim = A(m1), Zj \sim = A(m2), | I| = p1, | J | = p2, а X
\prime — либо \emptyset , либо подполигон, не имеющий

компонент связности, изоморфных A(m1) или A(m2). Отметим, что мы не исключаем случай
I = \emptyset .
Рассмотрим сначала случай, когда I \not = \emptyset . Так как | I| \leq | J | и J бесконечно, то в J най-

дется подмножество K такое, что | K| = | I| , а | J \setminus K| = | J | . Возьмем какое-либо j0 \in J \setminus K
и обозначим через z нуль полигона Zj0 . Положим Q =

\coprod 
i\in I

Yi \sqcup \{ z\} . Очевидно, Q — подпо-

лигон полигона X. Пусть \rho 2 = \rho (Q) — конгруэнция Риса, соответствующая подполигону
Q. Фактор-полигон X/\rho 2 имеет вид X/\rho 2 \sim =

\coprod 
j\in J

Zj \sqcup X \prime . Так как полигон X/\rho 2 не содержит

компонент связности, изоморфных A(m1), а X содержит, то X/\rho 2 \not \sim = X.
Так как m1 < m2, то мы можем в полигоне Zj найти подполигон Wj такой, что Zj/Wj

\sim =
A(m1). Сделаем это для каждого j \in K. Рассмотрим следующее отношение на множестве
X:

\rho 1 = \{ (x, x\prime )| (x, x\prime ) \in \rho 2 или x, x
\prime \in Wj при некотором j \in K\} .

Докажем, что \rho 1 — конгруэнция полигона X. Рефлексивность и симметричность отношения
\rho 1 очевидны. Докажем транзитивность. Пусть (x1, x2), (x2, x3) \in \rho 1. Если x1 = x2 или x2 =
x3, или x1 = x3, то соотношение (x1, x3) \in \rho 1 очевидно. Пусть теперь x1, x2, x3 различны. Так
как (x1, x2) \in \rho 1 и x1 \not = x2, то x1, x2 \in Q или x1, x2 \in Wj при некотором j \in K. Аналогично
этому x2, x3 \in Q или x2, x3 \in Wj при некотором j \in K. Так как Q \cap Wj = \emptyset при j \in K, то
либо x1, x2, x3 \in Q, либо x1, x2, x3 \in Wj при некотором j \in K. Следовательно, (x1, x3) \in \rho 1,
а значит, \rho 1 транзитивно. Из определения \rho 1 видно, что (x1, x2) \in \rho 1 \rightarrow (x1e, x2e) \in \rho 1.
Следовательно, \rho 1 — конгруэнция.
Фактор-полигон X/\rho 1 имеет вид:

X/\rho 1 \sim =
\coprod 
j\in K

(Zj/Wj) \sqcup 
\coprod 

j\in J\setminus K

Zj \sqcup X \prime \sim =
\coprod 
j\in K

A(m1) \sqcup 
\coprod 

j\in J\setminus K

A(m2) \sqcup X \prime .

Так как | K| = | I| и | J \setminus K| = | J | , то X/\rho 1 \sim = X. В то же время X/\rho 2 \not \sim = X, так как в X есть
компонента связности, изоморфная A(m1), а в X/\rho 2 ее нет. Так как \rho 2 \subset \rho 1, то мы получаем
противоречие с тем, что полигон X коканторов.
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Осталось рассмотреть случай, когда I = \emptyset . В этом случае X =
\coprod 
j\in J

Zj\sqcup X \prime . Возьмем какое-

либо j0 \in J и выберем подполигон W \subseteq Zj0 такой, что Zj0/W
\sim = A(m1). Пусть \rho 2 = \rho (W )

— рисовская конгруэнция на X, соответствующая подполигону Q. Возьмем элемент j1 \in J
такой, что j1 \not = j0, и обозначим через z нуль полигона Zj1 . Пусть \rho 1 = \rho (W \cup \{ z\} ) —
рисовская конгруэнция. Имеем

X/\rho 2 = (Zj0/W ) \sqcup 
\coprod 

j\in J\setminus \{ j0\} 

Zj \sqcup X \prime , X/\rho 1 =
\coprod 

j\in J\setminus \{ j0\} 

Zj \sqcup X \prime .

Так как J бесконечно, то | J \setminus \{ j0\} | = | J | , поэтому X/\rho 1 \sim = X. В то же время X/\rho 2 \not \sim = X, так
как полигон X/\rho 2 содержит компоненту связности, изоморфную A(m1), а X не содержит.
Поскольку \rho 2 \subset \rho 1, в силу леммы 1, (ii) мы получаем, что X не является коканторовым. \square 

Следующая лемма о коканторовых полигонах аналогична лемме 2, доказанной ранее для
канторовых полигонов.

Лемма 7. Пусть X — коканторов полигон над тривиальной полугруппой. Тогда X не

может иметь бесконечно много компонент связности конечных кратностей.

Доказательство. Предположим, что утверждение леммы неверно. Тогда X =
\coprod 
n1

A(m1) \sqcup \coprod 
n2

A(m2) \sqcup . . . \sqcup X \prime , где m1 < m2 < . . . — кардинальные числа, n1, n2, . . . — целые положи-

тельные числа, а подполигон X \prime не имеет компонент связности, изоморфных какому-либо
из A(mi).
Пусть U =

\coprod 
n2

A(m2) \sqcup 
\coprod 
n3

A(m3) \sqcup . . . \sqcup X \prime . Покажем, что существует cюръективный го-

моморфизм \varphi : X \rightarrow U . Действительно, если z — нуль полигона A(m2) (какого-либо из n2
экземпляров этого полигона), то отображение, определенное формулой

\varphi (x) =

\left\{   z, если x \in 
\coprod 
n1

A(m1);

x, если x \in U,
(4)

является сюръективным гомоморфизмом. Далее, найдем такие k1, k2, k3, . . . , что n2 + n3 +
. . .+ nk1 \geqslant n1 и, вообще, nki - 1+1 + nki - 1+2 + . . .+ nki \geqslant ni при всех i \geqslant 1 (здесь мы считаем
k0 = 1). Так как m1 < m2 < m3 < . . . , то существуют сюръективные гомоморфизмы

\psi i :
\coprod 

nki - 1+1

A(mki - 1+1) \sqcup . . . \sqcup 
\coprod 
nki

A(mki) \rightarrow 
\coprod 
ni

A(mi)

при i = 1, 2, 3, . . . , а значит, \psi =
\infty \bigcup 
i=1

\psi i \cup \mathrm{i}\mathrm{d}X\prime — сюръективный гомоморфизм U на X. В то

же время U \not \sim = X, так как X содержит компоненту свзяности, изоморфную A(m1), а U не
содержит. Следовательно, X не является коканторовым. \square 

Леммы 6 и 7 показывают, что, как и в случае канторовсти, коканторов полигон над
тривиальной полугруппой должен иметь вид

X =

\Biggl[ \coprod 
p0

A(0) \sqcup . . . \sqcup 
\coprod 
pk

A(k)

\Biggr] 
\sqcup 
\coprod 
n1

A(m1) \sqcup . . . \sqcup 
\coprod 
nl

A(ml), (5)

где p0 > p1 > . . . > pk \geq \aleph 0, k < m1 < . . . < ml и n1, . . . , nl < \aleph 0. Однако в отличие от
канторовости, в случае коканторовости условия на полигон X более жесткие.
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Лемма 8. Если полигон X вида (5) коканторов и k \geq 0, то k = 0.

Доказательство. Пусть k > 0. Тогда X =
\coprod 
i\in I0

Yi \sqcup 
\coprod 
i\in I1

Yi \sqcup X \prime , где Y \sim = A(0) при i \in I0,

Yi \sim = A(1) при i \in I1, p0 > p1 \geqslant \aleph 0, | I1| = p1, | I0| = p0, а X \prime не содержит компонент
связности, изоморфных A(0) или A(1). Так как I1 бесконечно, то I1 можно разбить на два
подмножества мощности | I1| : I1 = J \cup K,J \cap K = \emptyset , | J | = | K| = p1. Пусть \psi : J \mapsto \rightarrow K —
взаимно однозначное отображение. Для i \in I1 имеем Yi = \{ ui, zi\} , где zi — нуль и uie = zi.
Положим \rho 2 = \{ (zj , z\psi (j)), (z\psi (j), zj)\} \cup \Delta X , \rho 1 = \rho 2 \cup \{ (uj , u\psi (j)), (u\psi (j), uj)| j \in J\} .
Очевидно, \rho 1, \rho 2 \in \mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{n}X и \rho 2 \subset \rho 1. Имеем X/\rho 1 \sim =

\coprod 
p0

A(0) \sqcup 
\coprod 
p1

A(2) \sqcup X \prime , X/\rho 1 \sim =\coprod 
p0

A(0) \sqcup 
\coprod 
p1

A(1) \sqcup X \prime . Отсюда видно, что X/\rho 2 \sim = X. Однако X/\rho 1 \not \sim = X, так как X со-

держит компоненты связности, изоморфные A(1), а X/\rho 1 не содержит. Следовательно, X
не является коканторовым, что противоречит условию леммы. \square 

Лемма 9. Пусть \varphi : X \rightarrow Y — сюръективный гомоморфизм полигонов над тривиаль-

ной полугруппой S = \{ e\} . Если y — неизолированный нуль полигона Y , то существует

неизолированный нуль x \in X такой, что \varphi (x) = y.

Доказательство. Так как y — неизолированный нуль, то y = ve при некотором v. Так как
\varphi сюръективно, то v = \varphi (u) при некотором u \in X. Имеем y = ve = \varphi (u)e = \varphi (ue). Так как
v \not = y, то ue \not = e. Следовательно, x = ue — неизолированный нуль такой, что \varphi (x) = y. \square 

Теорема 2. Полигон X над тривиальной полугруппой S = \{ e\} является коканторовым в

том и только том случае, если существуют натуральное число t и кардианльные числа

m1, . . . ,mt > 0 такие, что

X = Z \sqcup U1 \sqcup . . . \sqcup Ut, (6)

где Z — полигон, состоящий из нулей, или Z = \emptyset , а Ui \sim = A(mi) при i = 1, 2, . . . , t.

Доказательство. Необходимость следует из лемм 6,7 и 8. Докажем достаточность. Пусть
X имеет вид (6) и для некоторого полигона Y существуют сюръективные гомоморфизмы
\varphi : X \rightarrow Y и \psi : Y \rightarrow X. Требуется доказать, что X \sim = Y .
Пусть u1, . . . , ut — нули полигонов U1, . . . , Ut соотвественно. Так как m1, . . . ,mt > 0, то

u1, . . . , ut — неизолированые нули полигона X, а все остальные нули лежат в Z и являют-
ся изолированными. Используя лемму 9, мы можем найти в полигоне Y неизолированные
нули v1, . . . vt такие, что \psi (vi) = ui при i = 1, . . . , t. Если мы теперь будем снова приме-
нять лемму 9 и находить неизолированные нули в \varphi  - 1(\{ v1, . . . , vt\} ), то получим множество
\{ u1, . . . , ut\} . Кроме v1, . . . , vt, в полигоне Y неизолированных нулей нет (иначе в X было бы
более, чем t неизолированных нулей). Таким образом, \varphi взаимно однозначно отображает
\{ u1, . . . , ut\} на \{ v1, . . . , vt\} , а \psi взаимно однозначно отображает \{ v1, . . . , vt\} на \{ u1, . . . , ut\} .
Очевидно, Ui = \{ x \in X| xe = ui\} при i = 1, 2, . . . , t. Пусть Vi = \{ y \in Y | ye = vi\} для

i = 1, 2, . . . , t. Докажем, что \varphi отображает сюръективно Ui на Vmi при i = 1, 2, . . . , t. Пусть
x \in Ui, тогда xe = ui, поэтому vmi = \varphi (ui) = \varphi (xe) = \varphi (x)e, а значит, \varphi (x) \in Vmi . Таким
образом, \varphi (Ui) \subseteq Vmi . Пусть y \in Vmi , тогда ye = vmi . Так как \varphi сюръективно, то y = \varphi (x)
при некотором x \in X. Если y — нуль, то y = vmi , а значит, y \in \varphi (Ui). Если y — не нуль,
то x — тоже не нуль, значит, x \in Uj при некотором j. Но тогда \varphi (x) \in \varphi (Uj) \subseteq Vmj . Но
\varphi (x) = y \in Vmi . Следовательно, j = i, поэтому x \in Ui, а значит, y \in \varphi (Ui). Мы доказали, что
\varphi (Ui) = Vmi . Аналогично доказывается, что \psi отображает сюръективно Vi на Ui. Поскольку
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\varphi и \psi взаимно однозначны на \{ u1, . . . , ut\} и \{ v1, . . . vt\} , возникает подстановка

\sigma =

\biggl( 
1 2 . . . t
m1 m2 . . . mt

\biggr) 
такая, что \varphi (Ui) = Vmi , \psi (Vi) = Ui при i = 1, 2, . . . , t. Пусть Z \prime — множество изолированных
нулей в Y . Тогда \varphi (Z) \subseteq Z \prime \cup \{ v1, . . . , vt\} и \psi (Z \prime ) \subseteq Z\cup \{ u1, . . . , ut\} . Имеем | Vi| \geq | Ui| \geq | Vmi | 
при всех i.
Каждое Vi имеет единственный нуль vi, который не является изолированным. Поэтому

Vi \sim = A(m\prime 
i) при некотором m\prime 

i > 0. Подстановка \sigma разбивается на циклы, и эти циклы
соотвествуют орбитам, на которые разбивается множество \{ 1, 2, . . . , t\} при действии на нем
подстановки \sigma и ее степеней. Так как \varphi (Ui) = V\sigma (i) и \psi (Vi) = Ui, то для каждой орбиты
\{ i1, i2 . . . , is\} , где \sigma (i1) = i2, \sigma (i2) = i3, . . . , \sigma (is - 1) = is, \sigma (is) = i1, мы имеем mi1 \geq m\prime 

i2
\geq 

mi2 \geq m\prime 
i3

\geq . . . \geq m\prime 
is

\geq mis \geq m\prime 
i1

\geq mi1 , поэтому mi1 = m\prime 
i1

= mi2 = m\prime 
i2

= . . . = mis =
m\prime 
is
= mi1 . Таким образом, для каждой орбиты Ui1

\sim = Vi1
\sim = Ui2

\sim = V \prime 
i2
\sim = . . . \sim = Uis

\sim = V \prime 
is
. Это

означает, что U1 \sqcup . . . \sqcup Ut \sim = V1 \sqcup . . . \sqcup Vt.
При гомоморфизме нуль переходит в нуль, поэтому \varphi (Z \cup \{ u1, . . . , ut\} ) \subseteq Z \prime \cup \{ v1, . . . , vt\} 

и \psi (Z \prime \cup \{ v1, . . . , vt\} ) \subseteq Z \cup \{ u1, . . . , ut\} . Отсюда видно, что если положить p = | Z| , p\prime = | Z \prime | ,
то мы будем иметь p + t \geqslant p\prime + t и p\prime + t \geqslant p + t. Это влечет равенство p = p\prime . Поэтому
Z \sim = Z \prime . Это означает, что Z \sqcup U1\sqcup . . .\sqcup Ut \sim = Z \prime \sqcup V1\sqcup . . .\sqcup Vt. Следовательно, X \sim = Y . Таким
образом, полигон X является коканторовым. \square 

Как и в случае канторовости, имеет место утверждение, аналогичное следствию 1.

Следствие 2. Над тривиальной полугруппой копроизведение конечного числа коканторо-
вых полигонов коканторово.

Авторы не знают, верно ли это утверждение для полигонов над произвольными полу-
группами.
Из теорем 1 и 2 также получается

Следствие 3. Над тривиальной полугруппой всякий коканторов полигон является канто-
ровым.

В заключение докажем еще один результат о коканторовости, касающийся полигонов
над вполне простыми полугруппами. Напомним, что вполне простой полугруппой называ-
ется полугруппа, имеющая единственный идеал и содержащая примитивный идемпотент
(см. [14], §2.7; [15]). Согласно теореме Сушкевича–Риса ([14], теорема 3.5; [15]) вполне про-
стые полугруппы — это в точности рисовские матричные полугруппы \scrM (G, I,\Lambda , P ) над
группой G с сэндвич-матрицей P = \| p\lambda i\| i\in I, \lambda \in \Lambda ([14], §3.1; [15]).
Зафиксируем какое-либо i \in I и положим Ri = \{ (g)i \lambda | g \in G < \lambda \in \Lambda \} . Нетрудно прове-

рить, что Ri — правый идеал полугруппы S = \scrM (G, I,\Lambda , P ), а значит, может рассматри-
ваться как полигон над полугруппой S. В ([16], замечание 4.5) было доказано, что любой
квазиунитарный полигон над вполне простой полугруппой изоморфен копроизведению по-
лигонов вида Ri/\rho , где \rho \in \mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{n}Ri.

Теорема 3. Пусть S = \scrM (G, I,\Lambda , P ) — вполне простая полугруппа. Следующие условия

эквивалентны:

(i) все квазиунитарные полигоны над S коканторовы;

(ii) S — полугруппа левых нулей.

Доказательство. (i)\Rightarrow (ii). Пусть S = \scrM (G, I,\Lambda , P ) — вполне простая полугруппа. Нетруд-
но видеть, что эта полугруппа является полугруппой левых нулей в том и только том случае,
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если | G| = | \Lambda | = 1. Пусть S не является полугруппой левых нулей. Тогда | G| > 1 или | \Lambda | > 1
(это не исключает выполнения обоих неравенств). В обоих случаях | Ri| > 1. Пусть \Theta = \{ z\} 
— одноэлементный полигон над S (т. е. состоящий из одного нуля). Рассмотрим полигоны

X = \Theta \sqcup \Theta \sqcup U1 \sqcup U2 \sqcup . . . и Y = \Theta \sqcup U1 \sqcup U2 \sqcup U3 \sqcup . . . ,

где Ut = Ri при всех t. Они являются квазиунитарными. Сюръективный гомоморфизм X
на Y мы получим, отображая \Theta \sqcup \Theta на \Theta , а Ut на себя тождественно. Также несложно
построить сюръективный гомоморфизм Y на X: отобразить \Theta на \Theta , U1 на второе \Theta , U2

на U1 и т. д. Таким образом, существуют сюръективные гомоморфизмы X на Y и Y на
X. Вместе с тем X и Y не изоморфны, так как X имеет две одноэлементные компоненты
связности, а Y — только одну. Следовательно, X не является коканторовым.
(ii)\Rightarrow (i). Пусть S — полугруппа левых нулей и \alpha : X \rightarrow Y , \beta : Y \rightarrow X — сюръек-

тивные гомоморфизмы полигонов, причем X квазиунитарный. Нетрудно видеть, что над
полугруппой левых нулей любой квазиунитарный полигон состоит из нулей. Следователь-
но, все элементы полигона X — нули. Так как \alpha сюръективно, то Y тоже состоит из ну-
лей. Для полигонов из нулей любое отображение является гомоморфизмом. По теореме
Кантора–Шрёдера–Бернштейна существует взаимно однозначное отображение \gamma : X \rightarrow Y .
Следовательно, \gamma — изоморфизм. Итак, X \sim = Y . Таким образом, доказано, что полигон X
коканторов. \square 
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