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Введение

В этой статье рассматривается поведение коэффициентов Фурье по двойной системе Ви-
ленкина после исправления функции.
Напомним, что классическая теорема Лузина [1] об исправлении утверждает, что любая

измеримая (например, на [0, 1]) функция с помощью исправления ее значений на множестве
сколь угодно малой меры может быть сделана непрерывной.
Ряд работ [2]–[9] был посвящен вопросам исправления, в которых модули ненулевых

коэффициентов Фурье (по системам Хаара, Уолша, Фабера–Шаудера, Виленкина) коррек-
тирующей функции монотонно убывали.
Напомним определение класса мультипликативных систем функций (см. [10], гл. 1, § 1.5).

Пусть P = \{ pj\} \infty j=1 (pj \geq 2 \forall j \in \BbbN , \BbbN — множество натуральных чисел) — произвольная

последовательность натуральных чисел и пустьm0 = 1, mk =

k\prod 
j=1

pj , k \in \BbbN .Легко заметить,

что для каждой точки x \in [0, 1) и для каждого n \in [mk, mk+1) \cap \BbbN , k \in \BbbN , существуют

числа xj , \alpha j \in \{ 0, 1, . . . pj  - 1\} такие, что n =

k\sum 
j=1

\alpha jmj - 1 и x =

\infty \sum 
j=1

xj
mj

.
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Отметим, что точки вида
l

mk
, l \in \BbbN , 0 \leq l \leq mk  - 1, имеют два различных P -ичных

разложения: конечные и бесконечные, и чтобы иметь дело только с однозначными разло-
жениями, условимся для таких точек брать конечные разложения.
Для заданной последовательности P =\{ pj\} \infty j=1 мультипликативная система \BbbV =\{ Vj(x)\} \infty j=0

определяется следующим образом: V0(x) \equiv 1; Vn(x) = \mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p}

\Biggl( 
2\pi i

k\sum 
j=1

\alpha j
xj
pj

\Biggr) 
. Нетрудно ви-

деть, что

1\int 
0

Vn(t)Vk(t)dt =

\Biggl\{ 
1, если k = n,

0, если k \not = n
(a - комплексное сопряженное числа a).

Эти системы были введены Н.Я. Виленкиным в 1946 году (см. [11], [12]) и поэтому часто
называются также системами Виленкина. В случае \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\{ pk\} < \infty система \BbbV = \{ Vj(x)\} \infty j=0 на-

зывается мультипликативной системой ограниченного типа. В противном случае \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\{ pk\} =
\infty — системой неограниченного типа.
Пусть f — вещественная интегрируемая по Лебегу функция. Обозначим коэффициенты

Фурье функции f по системе Виленкина через cn(f), т. е. cn(f) =

\int 1

0
f(x)Vn(t)dx, n = 0, 1,

2, 3, . . . .
Обозначим через \mathrm{s}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{c}(f) спектр функции f

\bigl( 
т. е. \mathrm{s}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{c}(f) — множество номеров ненулевых

коэффициентов \{ ck(f)\} \infty k=0

\bigr) 
.

В работах ([13]–[19]) для мультипликативных систем получены результаты принципиаль-
ного хaрактера.
В 1957 году К. Ватари [13] доказал, что система Виленкина с \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\{ pk\} < \infty является

базисом в Lr[0, 1) при r > 1. Затем, в 1976 году, В. Янг [14] для произвольной последова-

тельности \{ pk\} установил базисность системы Виленкина в Lr[0, 1) при r > 1

\Biggl( 
Lr[a, b) —

класс измеримых функций, для которых

\int b

a
| f(x)| rdx < \infty 

\Biggr) 
.

Очевидно, что системы \bfV = \{ Vk(x)\} \infty k=1, соответствующие разным последовательно-
стям \{ pj\} \infty j=1, отличаются друг от друга. В случае, когда P = \{ 2, 2, . . .\} , система \BbbV =

\{ Vj(x)\} \infty j=0 совпадает с системой Уолша–Пэли (см. [15], [16]), а в случае P = \{ a, a, . . .\} ,
где a > 2 — простое число, система \BbbV совпадает с системой Крестенсона–Леви (см. [17]).
Большинство результатов по мультипликативным системам получены для систем огра-

ниченного типа. Многие результаты пока не имеют своих аналогов для систем неограничен-
ного типа, в частности, неизвестно верна ли теорема Карлесона

\bigl( 
ряд Фурье любой функции

f(x) \in L2[0, 2\pi ] по тригонометрической системе сходится почти всюду на [0, 2\pi ] (см. [20]
\bigr) 

для мультипликативных систем неограниченного типа, и изучение вопросов с точки зрения
поведения последовательности P = \{ pk\} \infty k=1 имеет самостоятельный интерес.
В работе [5] была доказана

Теорема А. Пусть \bfV = \{ Vk(x)\} \infty k=1 — система Виленкина неограниченного или ограни-

ченного типа. Тогда для любого положительного числа \delta существует измеримое множе-

ство E с мерой | E| \geq 1 - \delta такое, что для каждой интегрируемой функции f(x) найдется
функция g \in L1[0, 1) с g(x) = f(x), x \in E, такая, что \{ | ck(g)| , k \in \mathrm{s}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{c}(g)\} \downarrow .

Теорему А можно усилить.
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Теорема 1. Пусть \bfV = \{ Vk(x)\} \infty k=1 — система Виленкина неограниченного или ограни-

ченного типа. Тогда существуют убывающая последовательность положительных чисел

\lambda = \{ \lambda k\} \infty k=1, измеримое множество E с мерой | E| \geq 1 - \delta (\delta — наперед заданное положи-

тельное число) такие, что для каждой интегрируемой функции f(x) \in L1[0, 1) найдется
функция g \in L1[0, 1) с g(x) = f(x), x \in E, такая, что | ck(g)| = \lambda k \forall k \in \mathrm{s}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{c}(g).

В данной работе мы докажем, что имеет место двумерный аналог этой теоремы.
Отметим, что ряд классических результатов (К. Фефферман [21] доказал, что известные

теоремы для тригонометрической системы Л. Карлесона [20] и М. Рисса [22] в двумерном
случае не верны) невозможно перенести с одномерного случая на двумерный случай.

Определение 1. Будем говорить, что ненулевые члены в двойной последовательности
\{ ck,s\} \infty k,s=0

расположены в убывающем порядке по всем лучам (направлениям), если ck2,s2(f) <

ck1,s1(f) при k2 \geq k1, s2 \geq s1, k2 + s2 > k1 + s1 (ak2,s2ak1,s1 \not = 0).

Пусть f(x, y) \in L1[0, 1)2

\Biggl( 
L1[0, 1)2 — класс измеримых, вещественных функций двух пе-

ременных, для которых

\int \int 
[0,1)2

| f(x, y)| dxdy< \infty 

\Biggr) 
и пусть ck,s(f) =

\int \int 
[0,1)2

f(x, y)Vk(x)Vs(y)dxdy

— коэффициенты Фурье по двойной системе Виленкина функции f(x, y).

Определение 2. Будем говорить, что двойная последовательность неотрицательных чи-
сел \lambda = \{ \lambda k,s\} \infty k,s=0 и измеримое множество E \subset [0, 1)2 образуют универсальную пару (\lambda ,E)
в смысле модификации относительно двойной системы Виленкина, если для каждой инте-
грируемой функции f(x, y) найдется функция g \in L1[0, 1)2 с g(x, y) = f(x, y), (x, y) \in E,
такая, что | ck,s(g)| = \lambda k,s \forall (k, s) \in \mathrm{s}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{c}(g) = \{ (k, s), ck,s(g) \not = 0\} .

Теорема 2. Пусть \bfV = \{ Vk(x)\} \infty k=1 — система Виленкина неограниченного или ограни-

ченного типа. Тогда существуют измеримое множество E \subset [0, 1)2 с мерой | E| > 1 - \delta (\delta 
— наперед заданное положительное число) и двойная последовательность неотрицатель-
ных чисел \lambda = \{ \lambda k,s\} \infty k,s=0, ненулевые члены которой расположены в убывающем порядке

по всем лучам, которые образуют унивесальную пару (\lambda ,E) в смысле модификации отно-

сительно двойной системы Виленкина.

Замечание. В случае системы Уолша–Пэли, в теореме 2 в качестве последовательности
\lambda = \{ \lambda k,s\} \infty k,s=0можно взять любую последовательность вида \{ akbs\} \infty k,s=0 , где ak \downarrow 0, bs \downarrow 0 с
\{ ak\} \infty k=0 ,\{ bs\} \infty s=0 /\in l2.

Пусть M [a, b)2 (M [a, b)) — класс всех вещественных измеримых на [a, b)2 (соответственно
на [a, b)) функциий.

Прямоугольные и сферические частные суммы двойного ряда
\infty \sum 

k,s=0

fk,s(x, y) (fk,s(x, y) \in 

M [a, b)2) определяются соответственно следующим образом:

SN,M (x, y) =
N\sum 
k=0

M\sum 
s=0

fk,s(x, y), SR(x, y) =
\sum 

k2+s2\leq R2

fk,s(x, y).
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Определение 3. Будем говорить, что двойной ряд \bfOmega =

\infty \sum 
k=0

fk,s(x, y) является универсаль-

ным вM [a, b)2 по сферам (соответственно по прямоугольникам), если для каждой функции
f(x, y) \in M [a, b)2 существует подпоследовательность сферических (соответственно прямо-
угольных) частных сумм ряда \bfOmega , которая сходится к g(x, y) почти всюду на [a, b)2.

Имеет место

Теорема 3. Пусть \bfV = \{ Vk(x)\} \infty k=1 — система Виленкина неограниченного или ограничен-

ного типа. Тогда существует двойной ряд вида

\infty \sum 
k,s=0

ak,sVk(x)Vs(y) (где ненулевые члены

в последовательности \{ | ak,s| \} \infty k,s=0
расположены в убывающем порядке по всем лучам), ко-

торый универсален в M [0, 1)2 как по сферам, так и по прямоугольникам.

Отметим, что для двойной тригонометрической системы была доказана

Теорема B ([23]).Существует функция U(x, y) \in L1[0, 2\pi )2 такая, что после выбора под-

ходящих знаков \{ \delta k,s = \pm 1\} \infty k,s= - \infty ряд

\infty \sum 
k,s= - \infty 

\delta k,sck,s(U)eikxeisy является универсальным в

M [0, 2\pi )2 как по сферам, так и по прямоугольникам (здесь ck,s(U) — коэффициенты Фурье

по двойной тригонометрической системе функции U(x, y)).

Теорема C является в некотором смысле окончательной, поскольку в работе [24] (см.
также [25]) С.В. Конягиным доказана

Теорема C. Не существует функции U(x, y) \in L1[0, 2\pi )2, ряд Фурье которой по двойной

тригонометрической системе был бы универсальным в M [0, 2\pi )2 по прямоугольникам.

Необходимо отметить, что первой работой, где построены универсальные в обычном
смысле тригонометрические ряды в классе M [0, 2\pi ) является работa Д.Е. Меньшовa [26], в
которой им была доказана

Теорема D. Существует тригонометрический ряд вида

a0
2

+

\infty \sum 
k=1

ak \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} kx+ bk \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} kx, \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
k\rightarrow \infty 

(| ak| + | bk| ) = 0,

который универсален в M [0, 2\pi ).

Отметим также, что в работе [26] доказано, что существует ряд
\infty \sum 
k=1

bkWk(x) по системе

Уолша с коэффициентами, монотонно убывающими и стремящимися к нулю по абсолютной
величине (| bk| \downarrow 0), который универсален в M [0, 1).
Было бы интересно узнать ответы на следующие вопросы.

Вопрос 1. Можно ли в теореме выбрать функцию g(x) так, чтобы еще и ее ряд Фурье

сходился в L1[0, 1)?

Вопрос 2. Верны ли теоремы 1–3 для тригонометрической системы?

Вопрос 3. Верны ли теоремы B и C для системы Виленкина?
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1. Схемы доказательств теорем

Пусть V = \{ Vk(x)\} — система Виленкина ограниченного (\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\{ pk\} < \infty ) или неограни-
ченного (\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\{ pk\} = \infty ) типа и пусть \chi E(x, y) — характеристическая функция множества E.
Рассмотрим множество \{ \gamma ,\Delta \} , зависящее от двух параметров, где \gamma пробегает все рацио-

нальные числа, а \Delta пробегает все квадраты вида \Delta =

\biggl[ 
\nu  - 1

mk
,
\nu 

mk

\biggr) 
\times 
\biggl[ 
l  - 1

mk
,

l

mk

\biggr) 
, 1 \leq \nu , l \leq 

mk =
k\prod 

j=1

pj , k \in \BbbN , и множество функций

\Phi =

\Biggl\{ 
f(x, y) : f =

\nu 0\sum 
j=1

\gamma j\chi \Delta j (x, y); (\gamma j ,\Delta j) \in \{ \gamma ,\Delta \} , \Delta j

\bigcap 
\Delta j\prime = \emptyset , j \not = j\prime 

\Biggr\} 
.

Перенумеровав функции множества \Phi , представим его в виде последовательности

\{ fn(x, y)\} \infty n=1.

Основным средством для доказательства теорем 3 и 4 является

Лемма. Для любых чисел N0 \in \BbbN , \delta , \varepsilon \in (0, 1) и для любой функции f(x, y) из \Phi суще-

ствуют измеримое множество E \subset [0, 1)2 и полином по двойной системе Виленкина вида

Q(x, y) =

N\sum 
k,s=N0

ak,sVk(x)Vs(y), удолетворяющие условиям:

1) ненулевые члены в последовательности \{ | ak,s| \} Nk,s=N0
расположены в убывающем по-

рядке по всем лучам

2) | E| > (1 - \delta ),
3) | ak,s| \leq \varepsilon \forall \itk , \its \in [\itN 0 ,\itN ],
4) Q(x, y) = f(x, y), (x, y) \in \itE ,

5)

\int \int 
[0,1]2

| Q(x, y)| dxdy \leq 4

\int \int 
[0,1]2

| f(x, y)| dxdy.

Схема доказательства теоремы 2. Нетрудно видеть, что последовательно применив лем-
му 3, по индукции можем найти последовательности множеств \{ En\} \infty n=1 и полиномов по
двойной системе Виленкина вида

Qn(x, y) =

Mn - 1\sum 
k,s=Mn - 1

a
(n)
k,sVk(x)Vs(y) \in \Phi , n \in [1,\infty ),

которые для всех n \in \BbbN удовлетворяют условиям: нулевые коэффициенты в последователь-

ности
\Bigl\{ \bigm| \bigm| \bigm| a(n)k,s

\bigm| \bigm| \bigm| \Bigr\} Mn - 1

k,,s=Mn - 1

(для любого фиксированного n \in \BbbN ) расположены в убывающем

порядке по всем лучам (направлениям) и

\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}
(\itk ,\its )\in \mathrm{s}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{c}(\itQ n)

\Bigl\{ \bigm| \bigm| \bigm| a(n)k,s

\bigm| \bigm| \bigm| \Bigr\} \leq \mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}
(j,m)\in \mathrm{s}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{c}(\itQ n - 1)

\Bigl\{ \bigm| \bigm| \bigm| a(n - 1)
j,m

\bigm| \bigm| \bigm| \Bigr\} \leq 1

2n
, n \in \BbbN ,

Qn(x, y) = fn(x, y), (x, y) \in En; | En| \geq 1 - 2 - 2n, n \in \BbbN ,
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\int \int 
[0,1)2

| Qn(x, y)| dxdy < 4

\int \int 
[0,1)2

| fn(x, y)| dxdy, n \in \BbbN .

Пусть \delta — любое положительное число. Положим

E =
\infty \bigcap 

n=n0

En, n0 =
\Bigl[ 
\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g} 1

2
\delta 
\Bigr] 
+ 1, \lambda k,s =

\Biggl\{ \bigm| \bigm| \bigm| a(n)k,s

\bigm| \bigm| \bigm| , \itM n - 1\leq \itk , \its < \itM \itn , n \geq 1;

0 в остальных случаях.

Осталось проверить,что двойная последовательность \{ \lambda k,s\} \infty k,,s=0
и множество E образу-

ют унивесальную пару в смысле модификации относительно двойной системы Виленкина.

Схема доказательства теоремы 3. Применяя лемму (по индукции), мы можем опреде-
лить последовательности множеств \{ Gn\} \infty n=1

\bigl( 
Gn \subset [0, 1)2

\bigr) 
и полиномов по двойной системе

Виленкина вида

Pn(x, y) =

Mn - 1\sum 
k,s=Mn - 1

b
(n)
k,sVk(x)Vs(y) \in \Phi , n \in \BbbN , M0 = 1,

которые для всех n \in \BbbN удовлетворяют условиям: нулевые коэффициенты в последователь-

ности
\Bigl\{ \bigm| \bigm| \bigm| a(n)k,s

\bigm| \bigm| \bigm| \Bigr\} Mn - 1

k,,s=Mn - 1

(для любого фиксированного n \in \BbbN ) расположены в убывающем

порядке по всем лучам (направлениям) и

\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}
(\itk ,\its )\in \mathrm{s}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{c}(\itQ n)

\Bigl\{ \bigm| \bigm| \bigm| b(n)k,s

\bigm| \bigm| \bigm| \Bigr\} \leq \mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}
(j,m)\in \mathrm{s}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{c}(\itQ n - 1)

\Bigl\{ \bigm| \bigm| \bigm| b(n - 1)
j,m

\bigm| \bigm| \bigm| \Bigr\} \leq 1

2n
, n \in \BbbN ,

fn(x, ) =
n\sum 

k=1

Pk(x, y), (x, y) \in Gn; | Gn| \geq 1 - 2 - 2n, n \in \BbbN .

Пусть g(x, y) \in M [a, b)2. Нетрудно видеть, что можно выбрать подпоследовательность\bigl\{ 
fnk

(x, y)
\bigr\} \infty 
k=1

из последовательности \Phi такую, что \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}k\rightarrow \infty fnk
(x, y) = g(x, y) почти всюду

на [0, 1)2. Положим

G =

\infty \bigcup 
n=1

\Biggl( \infty \bigcap 
k=n

Gk

\Biggr) 
, Rk =

\surd 
2(Mnk+1  - 1); bk,s =

\Biggl\{ 
b
(n)
k,s , \itM n - 1\leq \itk , \its < \itM \itn , n \geq 1;

0 в остальных случаях.

Легко убедиться, что подпоследовательность
\sum 

k2+s2\leq R2
k

bk,sVk(x)Vs(y) сферических част-

ных сумм ряда
\infty \sum 

k,s=0

bk,sVk(x)Vs(y) сходится к функции g(x, y) на G и, следовательно, почти

всюду на [0, 1)2.

Авторы выражают благодарность профессору Н.Т. Темиргалиеву за внимание к работе
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On universal pairs relative to the Vilenkin system

Abstract. In this paper it is proved that there exist universal pairs
\bigl( 
\{ \lambda k,s\} \infty k,,s=0

,E
\bigr) 
in the sense of

modification with respect to double multiplicative systems. A universal series with respect to the
double Vilenkin system in the class of measurable functions of two variables is constructed.

Keywords: \mathrm{F}\mathrm{o}\mathrm{u}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{e}\mathrm{r} \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{e}ffi\mathrm{c}\mathrm{i}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{t}, \mathrm{u}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{v}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{s}\mathrm{a}\mathrm{l} \mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{e}\mathrm{s}, \mathrm{u}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{v}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{s}\mathrm{a}\mathrm{l} \mathrm{p}\mathrm{a}\mathrm{i}\mathrm{r}, \mathrm{V}\mathrm{i}\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{k}\mathrm{i}\mathrm{n} \mathrm{s}\mathrm{y}\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{m}, \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{v}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{g}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{c}\mathrm{e}.

Martin Gevorgovich Grigoryan

Yerevan State University,

1 A.Manukyan str., Yerevan, 0025 Republic of Armenian,

e-mail: gmarting@ysu.am

Levon Nikolaevich Galoyan

Yerevan State University,

1 A.Manukyan str., Yerevan, 0025 Republic of Armenian,

e-mail: levongaloyan@ysu.am

Tigran Martinovich Grigoryan

Yerevan State University,

1 A.Manukyan str., Yerevan, 0025 Republic of Armenian,

e-mail: t.grigoryan@ysu.am


