
Известия вузов. Математика https://kpfu.ru/science/nauchnye-izdaniya/ivrm
2025, №5, c. 26–43 e-mail: izvuz.matem@kpfu.ru

Р.К.БЕРА, Б.Л. ГОДАДРА

СКОРОСТЬ СХОДИМОСТИ ДВОЙНЫХ РАЦИОНАЛЬНЫХ РЯДОВ
ФУРЬЕ ДЛЯ ФУНКЦИЙ ОБОБЩЕННОЙ ОГРАНИЧЕННОЙ ВАРИАЦИИ

Аннотация. Дана оценка скорости сходимости двойных рациональных рядов Фурье и, в част-
ности, двойных тригонометрических рядов Фурье для функций обобщенной ограниченной
вариации.

Ключевые слова: двойной ряд Фурье, двойной рациональный ряд Фурье, поточечная сходи-
мость, скорость сходимости, (p, q)-(\Lambda ,\Lambda \prime )-ограниченная вариация.

УДК: 517

DOI: 10.26907/0021-3446-2025-5-26-43

Введение

Теорема Харди утверждает, что ряд Фурье функции f(x, y), являющейся 2\pi -периодичес-
кой по каждой переменной и имеющей ограниченную вариацию на \BbbT 2 в смысле Харди и
Краузе, сходится к s(f, x, y) в любой точке (x, y). Ф.Мориц количественно уточнил этот
результат, оценив скорость сходимости рядов Фурье для функций ограниченной вариации.
В данной статье этот результат обобщается для определенного класса функций обобщен-
ной ограниченной вариации, а также расширяется с тригонометрических рядов Фурье на
рациональные ряды Фурье.

1. Предварительные сведения

Напомним некоторые определения, связанные с простым и двойным рациональными ря-
дами Фурье. Рациональная ортогональная система определяется формулой

\phi 0(e
ix) = 1, \phi n(e

ix) =

\sqrt{} 
1 - | \alpha n| 2eix

1 - \=\alpha neix

n - 1\prod 
k=1

eix  - \alpha k

1 - \=\alpha keix
, (1)

при этом \phi  - n(e
ix) = \phi n(eix) \forall n \in \BbbN . Здесь \{ \alpha n\} n\in \BbbN — такая комплексная последователь-

ность, что все \alpha n принадлежат открытому единичному диску \BbbD . В дальнейшем предпола-
гается выполнение следующего условия, в котором значение r определяется ниже:

\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p} | \alpha n| = r < 1 \forall n \in \BbbN .

Поскольку
\infty \sum 
n=1

(1 - | \alpha n| ) = \infty , система (1) полна в L2[ - \pi , \pi ] ([1], [2]).
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Определение 1. Пусть f : \BbbR \rightarrow \BbbC — функция, 2\pi -периодическая и интегрируемая на
\BbbT := [ - \pi , \pi ). Рациональный ряд Фурье функции f определяется следующим образом:

\infty \sum 
n= - \infty 

cn\phi n(e
ix),

где

cn =
1

2\pi 

\int \pi 

 - \pi 
f (u)\phi n(eiu)du, n \in \BbbZ .

Через Sr
n(f, x) обозначим n-ю симметричную частичную сумму рационального ряда Фурье

функции f , она определяется следующим образом:

Sr
n(f, x) =

n\sum 
j= - n

cj\phi j(e
ix), n = 0, 1, 2, . . . .

Определение 2. Пусть f : \BbbR 2 \rightarrow \BbbC — функция, 2\pi -периодическая по каждой переменной
и интегрируемая на \BbbT 2. Двойной рациональный ряд Фурье функции f определяется так:

\infty \sum 
j= - \infty 

\infty \sum 
k= - \infty 

cjk\phi j(e
ix)\phi k(e

iy). (2)

Симметричная прямоугольная частичная сумма порядка (m,n) ряда (2) может быть за-
писана в интегральной форме

Sr
m,n(f, x, y) =

1

\pi 2

\int \int 
\=\BbbT 2

f(x - u, y  - v)Dm(x - u)Dn(y  - v)dudv, (3)

где

Dl(t) =
1

2

l\sum 
k= - l

\phi l(eit)\phi l(e
ix) =

\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}

\biggl[ 
x - t

2
+ \theta l(t, x)

\biggr] 
2 \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}

x - t

2

для 0 < x - t \leq \pi , l = m,n,

— ядро Дирихле,

\theta l(t, x) =

l\sum 
k=1

\int x

t

1 - | \alpha l| 2

1 - 2| \alpha l| \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}(x - al) + | \alpha l| 2
dx =

l\sum 
k=1

\phi l(e
ix)\phi l(eix) для l \in \BbbN .

Замечание. Если \alpha n = 0 для всех n \in \BbbN , то \{ \phi n(e
ix)\} сводится к тригонометрической

системе \{ einx\} , и обозначаем частичную сумму Sr просто как S.

Определение 3. Даны функция f : [a, b] \rightarrow \BbbR , последовательность \Lambda = \{ \lambda k\} k\in \BbbN неубыва-

ющих положительных чисел такая, что ряд
\sum 1

\lambda k
расходится, и действительное число p,

1 \leq p < \infty . Говорят, что f \in \Lambda \mathrm{B}\mathrm{V}p[a, b] (т. е. f имеет p-\Lambda -ограниченную вариацию на [a, b]),
если

Vp\Lambda (f, [a, b]) = \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}

\Biggl\{ 
n\sum 

k=1

| f(ak) - f(bk)| p

\lambda k

\Biggr\} 1/p

< \infty ,

где супремум берется по всем последовательностям \{ Ik\} непересекающихся интервалов

Ik = [ak, bk] \subset [a, b], k = 1, . . . , n.
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Когда \Lambda = \{ n\alpha \} , 0 \leq \alpha < 1, обозначаем этот класс как (n\alpha )\mathrm{B}\mathrm{V}p, а вариацию для любой
функции f из этого класса — как Vpn\alpha (f, [a, b]).
Отметим, что если f имеет p-\Lambda -ограниченную вариацию, то f(x+0) и f(x - 0) существуют

в каждой точке x отрезка [a, b] ([3], теорема 2). Определим для x \in \=\BbbT 

s(f, x) =
1

2
\{ f(x+ 0) + f(x - 0)\} ,

\phi x(t) =

\Biggl\{ 
f(x+ t) + f(x - t) - 2s(f, x), t \in (0, \pi ];

0, t = 0,

\phi \prime 
x(t) =

\Biggl\{ 
f(x - t) - s(f, x) при t \in \BbbT \setminus \{ 0\} ;
0 при t = 0.

Для a > 0, 1 \leq \alpha \leq 1, 1 \leq p < \infty обозначим вариации f на интервалах [ - a, 0] и [0, a] соот-
ветственно как Vpn\alpha (f, - a) и Vpn\alpha (f, a). Также будем использовать следующие обозначения:

V \prime 
pn\alpha (f, a) := Vpn\alpha (f, - a) + Vpn\alpha (f, a) и np :=

\Biggl( 
n\sum 

j=1

1

j1+1/p

\Biggr) 1 - 1/p

.

Теоремам о поточечной сходимости и скорости сходимости одиночных рядов Фурье по-
священо много работ [4]–[9]. В [10] авторы доказали следующие теоремы для тригономет-
рических и рациональных рядов Фурье, обобщая эти результаты.

Теорема 1. Если f — 2\pi -периодическая функция и принадлежит классу (n\alpha )\mathrm{B}\mathrm{V}p(\=\BbbT ), где
0 \leq \alpha < 1, 1 \leq p < \infty , 1 - \alpha p \geq 0, то для всех x и n выполняется неравенство

| Sn(f, x) - s(f, x)| p \leq Cp
1 + 1/p - \alpha 

(n+ 1)1/p - \alpha 

n\sum 
j=1

1

j1 - 1/p+\alpha 
V p
pn\alpha 

\biggl( 
\phi x,

\pi 

j

\biggr) 
, (4)

где

Cp =

\Biggl( 
21/p + 1 + \pi 

\pi 

\Biggr) p\Biggl( n\sum 
j=1

1

j1+1/p

\Biggr) p - 1

.

Теорема 2. Если f — 2\pi -периодическая функция и принадлежит классу (n\alpha )\mathrm{B}\mathrm{V}p(\=\BbbT ), где
0 \leq \alpha < 1, 1 \leq p < \infty , 1 - \alpha p \geq 0, то для всех x и n выполняется неравенство

| Sr
n(f, x) - s(f, x)| \leq Cp,r

\biggl( 
1 + 1/p - \alpha 

(n+ 1)1/p - \alpha 

\biggr) 1/p
\left\{   
\Biggl( 

n\sum 
j=1

1

j1 - 1/p+\alpha 
V p
pn\alpha 

\biggl( 
\phi \prime 
x, - 

\pi 

j

\biggr) \Biggr) 1/p

+

+

\Biggl( 
n\sum 

j=1

1

j1 - 1/p+\alpha 
V p
pn\alpha 

\biggl( 
\phi \prime 
x,

\pi 

j

\biggr) \Biggr) 1/p
\right\}   , (5)

где

Cp,r =

\Biggl( 
21/p

\pi 
+

2(1 + r)

1 - r

\Biggr) \Biggl( 
n\sum 

j=1

1

j1+1/p

\Biggr) 1 - 1/p

.

Поскольку \phi x непрерывна в нуле, обобщенная вариация Vpn\alpha (\phi x, [0, a]) стремится к нулю
при a \rightarrow 0+. Правая часть (4) стремится к нулю при n \rightarrow \infty . Аналогично, если \phi \prime 

x непре-
рывна в нуле, то Vpn\alpha (\phi x, [a, 0]) и Vpn\alpha (\phi x, [0, b]) стремятся к нулю при a \rightarrow 0 - , b \rightarrow 0+, а
правая часть (5) стремится к нулю при n \rightarrow \infty .
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Определение 4. Пусть f — вещественнозначная измеримая функция, определенная на
прямоугольнике R := [a, b] \times [c, d], а \Lambda = \{ \lambda n\} \infty n=1 и \Lambda \prime = \{ \lambda \prime 

n\} \infty n=1 — неубывающие после-

довательности положительных чисел такие, что ряды
\sum 1

\lambda n
и
\sum 1

\lambda \prime 
n

расходятся. Пусть

также p и q — действительные числа, 1 \leq p, q < \infty . Говорят, что f \in (\Lambda ,\Lambda \prime )\mathrm{B}\mathrm{V}
(p,q)
H (R) (т. е.

f имеет (p, q)-(\Lambda ,\Lambda \prime )-ограниченную вариацию на R), если

1) f(\cdot , c) \in \Lambda \mathrm{B}\mathrm{V}p[a, b] и f(a, \cdot ) \in \Lambda \prime \mathrm{B}\mathrm{V}q[c, d];
2) \scrI 1 и \scrI 2 — множества конечных наборов непересекающихся интервалов Ij = [aj , bj ], j =

1, 2, . . . ,m, и Jk = [ck, dk], k = 1, 2, . . . , n, в [a, b] и [c, d] соответственно, и f(Ij\times Jk) =
f(aj , ck) - f(aj , dk) - f(bj , ck) + f(bj , dk), тогда

Vp\Lambda ,q\Lambda \prime (f, [a, b], [c, d]) := \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
\scrI 1,\scrI 2

\left(  m\sum 
j=1

1

\lambda j

\Biggl( 
n\sum 

k=1

(| f(Ij \times Jk)| )q

\lambda \prime 
k

\Biggr) p/q
\right)  1/p

< \infty .

В случае, когда \Lambda = \{ m\alpha \} и \Lambda \prime = \{ n\beta \} при \alpha , \beta \geq 0 и \alpha +\beta \leq 1, обозначим этот класс как

(m\alpha , n\beta )\mathrm{B}\mathrm{V}
(p,q)
H . В частности, если p = q, то обозначим этот класс как (m\alpha , n\beta )\mathrm{B}\mathrm{V}p

H . Здесь
параметры \alpha , \beta , p и q удовлетворяют условиям 0 \leq \alpha q + \beta p \leq q, 1  - \alpha p \geq 0 и 1  - \beta q \geq 0.
Вариацию любой функции f из этого класса обозначим через Vpm\alpha ,qn\beta (f, [a, b], [c, d]). Когда
\Lambda = \Lambda \prime = \{ 1\} и p = q = 1, этот класс называется классом функций ограниченной вариации
в смысле Харди–Крауза (f \in \mathrm{B}\mathrm{V}H(R)), а вариацию любой функции f \in \mathrm{B}\mathrm{V}H обозначают
как V (f, [a, b], [c, d]). Когда \Lambda = \{ m\alpha \} и \Lambda \prime = \{ n\beta \} при \alpha , \beta \geq 0 и \alpha + \beta \leq 1, а p = q = 1,
обозначим этот класс как (m\alpha , n\beta )\mathrm{B}\mathrm{V}H и вариацию любой функции f из этого класса —
через Vm\alpha ,n\beta (f, [a, b], [c, d]). Когда \Lambda = \Lambda \prime = \{ 1\} и p = q, этот класс называется классом

функций p-ограниченной вариации в смысле Харди–Крауза (f \in \mathrm{B}\mathrm{V}p
H(R)), а вариацию

любой функции f \in \mathrm{B}\mathrm{V}p
H обозначают как Vp(f, [a, b], [c, d]). Когда \Lambda = \Lambda \prime = \{ 1\} , этот

класс называется классом функций (p, q)-ограниченной вариации в смысле Харди–Крауза

(f \in \mathrm{B}\mathrm{V}
(p,q)
H (R)), а вариацию любой функции f \in \mathrm{B}\mathrm{V}

(p,q)
H обозначают как Vp,q(f, [a, b], [c, d]).

Определение 5. Прямоугольная осцилляция функции f : [a, b] \times [c, d] \rightarrow \BbbC на подпрямо-
угольнике J \times K прямоугольника [a, b]\times [c, d] определяется как

\mathrm{o}\mathrm{s}\mathrm{c}2 (f, J \times K) = \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\{ | f (u, v) - f
\bigl( 
u\prime , v

\bigr) 
 - f

\bigl( 
u, v\prime 

\bigr) 
+ f

\bigl( 
u\prime , v\prime 

\bigr) 
| : u, u\prime \in J, v, v\prime \in K\} ,

обычная осцилляция на отрезке J — как

\mathrm{o}\mathrm{s}\mathrm{c}1 (f(\cdot , c), J) = \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\{ | f (u, c) - f
\bigl( 
u\prime , c

\bigr) 
| : u, u\prime \in J\} ,

обычная осцилляция на отрезке K — как

\mathrm{o}\mathrm{s}\mathrm{c}1 (f(a, \cdot ),K) = \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\{ | f (a, v) - f
\bigl( 
a, v\prime 

\bigr) 
| : v, v\prime \in K\} .

В дальнейшем будем различать подынтервалы неотрицательной половины замыкания

одномерного тора \=\BbbT = [ - \pi , \pi ] : Ij,n = [\eta j,n, \eta j+1,n], \eta j,n =
j\pi 

n+ 1
, j = 0, 1, 2, . . . , n, n \in \BbbN \cup \{ 0\} .

Если f (x, y) \in 
\bigl( 
m\alpha , n\beta 

\bigr) 
\mathrm{B}\mathrm{V}(p,q)(R) при \alpha , \beta \geq 0, \alpha q + \beta p \leq q, то все четыре предела

f (x\pm 0, y \pm 0) существуют в любой точке (x, y) (см. лемму 1). Введем следующие обозна-
чения:

s(f, x, y) =
1

4
[f (x+ 0, y + 0) + f (x - 0, y + 0) + f (x+ 0, y  - 0) + f (x - 0, y  - 0)],
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\phi xy(u, v) =

\left\{               

f(x+ u, y + v) + f(x - u, y + v) + f(x+ u, y  - v)

+f(x - u, y  - v) - 4s(f, x, y) при u, v > 0,

2s(f(\cdot , y + v), x) + 2s(f(\cdot , y  - v), x) - 4s(f, x, y) при u = 0 и v > 0,

2s(f(x+ u, \cdot ), y) + 2s(f(x - u, \cdot ), y) - 4s(f, x, y) при u > 0 и v = 0,

0 при u = v = 0,

g(u, v) := \phi xy(u, v) - \phi xy(u, 0) - \phi xy(0, v),

\phi \prime 
xy(u, v) =

\left\{         
f(x - u, y  - v) - s(f, x, y) при u, v \in \=\BbbT 2 \setminus (0, 0),
s(f(\cdot , y  - v), x) - s(f, x, y) при v \in [ - \pi , 0) \cup (0, \pi ],

s(f(x - u, \cdot ), y) - s(f, x, y) при u \in [ - \pi , 0) \cup (0, \pi ],

0 при u = v = 0,

g\prime (u, v) := \phi \prime 
xy(u, v) - \phi \prime 

xy(u, 0) - \phi \prime 
xy(0, v), (6)

кроме того, для 1 \leq p, q < \infty и 0 \leq \alpha , \beta \leq 1

Vpm\alpha ,qn\beta (f, u, v) := Vpm\alpha ,qn\beta (f, [0, u], [0, v]),

Vpm\alpha ,qn\beta (f, - u, v) := Vpm\alpha ,qn\beta (f, [ - u, 0], [0, v]),

аналогично задаются

Vpm\alpha ,qn\beta (f, u, - v) и Vpm\alpha ,qn\beta (f, - u, - v).

Также

V \prime 
pm\alpha ,qn\beta (f, u, v) := Vpm\alpha ,qn\beta (f, u, v) + Vpm\alpha ,qn\beta (f, u, - v) + Vpm\alpha ,qn\beta (f, - u, - v) + V\gamma \delta (f, - u, v).

Г.Х. Харди [11] доказал следующий двумерный аналог теоремы Дирихле–Жордана (см.
[6] или [16], c. 57).

Теорема 3. Если функция f(x, y) является 2\pi -периодической по каждой переменной и

имеет ограниченную вариацию на \BbbT 2 в смысле Харди–Крауза, то существуют предельные

значения по квадрантам f(x\pm 0, y\pm 0), и ряд Фурье (2) функции f(x, y) сходится к s(f, x, y)
в каждой точке (x, y).

В [12] Ф. Мориц привел количественную версию теоремы 3, оценив скорость сходимости
ряда Фурье в точке (x, y).

Теорема 4 ([12], теорема 3). Если функция f(x, y) является 2\pi -периодической по каждой

переменной и имеет ограниченную вариацию на \=\BbbT 2 в смысле Харди–Крауза, то для всех

m,n \geq 0 выполняется неравенство

| Sm,n(f, x, y) - s(f, x, y)| \leq 
\biggl( 
1 +

1

\pi 

\biggr) 2 4

(m+ 1)(n+ 1)

m\sum 
j=1

n\sum 
k=1

V

\biggl( 
\phi xy,

\pi 

j
,
\pi 

k

\biggr) 
+

+

\biggl( 
1 +

1

\pi 

\biggr) 
2

m+ 1

m\sum 
j=1

V

\biggl( 
\phi xy(\cdot , 0),

\pi 

j

\biggr) 
+

\biggl( 
1 +

1

\pi 

\biggr) 
2

n+ 1

n\sum 
k=1

V

\biggl( 
\phi xy(0, \cdot ),

\pi 

k

\biggr) 
.

Следующая теорема доказана авторами в работе [13] и является обобщением приведенной
выше теоремы.
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Теорема 5. Пусть f \in (m\alpha , n\beta )BVH(\=\BbbT 2), \alpha , \beta \geq 0, \alpha + \beta \leq 1. Тогда

| Sm,n (f, x, y) - s(f, x, y)| \leq 
\biggl( 
1 +

1

\pi 

\biggr) 2 (2 - \alpha ) (2 - \beta )

(m+ 1)1 - \alpha (n+ 1)1 - \beta 

m\sum 
j=1

n\sum 
k=1

1

j\alpha k\beta 
Vm\alpha ,n\beta 

\biggl( 
\phi xy,

\pi 

j
,
\pi 

k

\biggr) 
+

+

\biggl( 
1 +

1

\pi 

\biggr) 
(2 - \alpha )

(m+ 1)1 - \alpha 

m\sum 
j=1

1

j\alpha 
Vm\alpha 

\biggl( 
\phi xy(\cdot , 0),

\pi 

j

\biggr) 
+

\biggl( 
1 +

1

\pi 

\biggr) 
(2 - \beta )

(n+ 1)1 - \beta 

n\sum 
k=1

1

k\beta 
Vn\beta 

\biggl( 
\phi xy(0, \cdot ),

\pi 

k

\biggr) 
.

2. Основные результаты

Основное утверждение формулируется следующим образом.

Теорема 6. Пусть f \in 
\bigl( 
m\alpha , n\beta 

\bigr) 
\mathrm{B}\mathrm{V}

(p,q)
H (\BbbT 2), 0 \leq \alpha q+\beta p \leq q, 1 - \alpha p \geq 0 и 1 - \beta q \geq 0. Тогда

для (x, y) \in \BbbT 2 имеем \bigm| \bigm| Sr
m,n(f, x, y) - s(f, x, y)

\bigm| \bigm| \leq 
\leq 4Cr

p,q

\Biggl( 
1 + 1/p - \alpha 

(m+ 1)1/p - \alpha 

\biggl( 
1 + 1/q  - \beta 

1/q  - \beta 

\biggr) p/q m\sum 
j=1

1

jp\prime +\alpha 
\mathrm{V}\prime p

pm\alpha ,qn\beta 

\biggl( 
\phi \prime 
xy,

\pi 

j
, \pi 

\biggr) \Biggr) 1/p

+

+2Cr
p

\Biggl( 
1 + 1/p - \alpha 

(m+ 1)1/p - \alpha 

m\sum 
j=1

1

jp\prime +\alpha 
V \prime p

pm\alpha 

\biggl( 
\phi \prime 
xy(\cdot , 0),

\pi 

j

\biggr) \Biggr) 1/p

+

+2Cr
q

\Biggl( 
1 + 1/q  - \beta 

(n+ 1)1/q - \beta 

n\sum 
k=1

1

kq\prime +\beta 
V \prime q

qn\beta 

\Bigl( 
\phi \prime 
xy(0, \cdot ),

\pi 

k

\Bigr) \Biggr) 1/q

,

(7)

где Cr
p,q, C

r
p , и Cr

q — константы, зависящие от p, q и r, p\prime = (p - 1)/p и q\prime = (q  - 1)/q.

Более точный результат можно получить для конкретного класса
\bigl( 
m\alpha , n\beta 

\bigr) 
\mathrm{B}\mathrm{V}p

H рацио-
нальных рядов Фурье. Для этого мы приводим следующий факт.

Следствие 1. Пусть f \in 
\bigl( 
m\alpha , n\beta 

\bigr) 
\mathrm{B}\mathrm{V}p

H(\BbbT 2), 0 \leq \alpha + \beta \leq 1, 1 - \alpha p \geq 0 и 1 - \beta p \geq 0. Тогда

для (x, y) \in \BbbT 2 имеем \bigm| \bigm| Sm,n(f, x, y) - s(f, x, y)
\bigm| \bigm| \leq 

\leq 4Cr
p,q

\left(  1 + 1/p - \alpha 

(m+ 1)1/p - \beta 

1 + 1/p - \beta 

(n+ 1)1/p - \alpha 

m\sum 
j=1

n\sum 
k=1

1

jp\prime +\alpha kp\prime +\beta 
\mathrm{V}\prime p

pm\alpha ,pn\beta 

\biggl( 
\phi \prime 
xy,

\pi 

j
,
\pi 

k

\biggr) \right)  1/p

+

+2Cr
p

\left(  1 + 1/p - \alpha 

(m+ 1)1/p - \alpha 

m\sum 
j=1

1

jp\prime +\alpha 
V \prime p

pm\alpha 

\biggl( 
\phi \prime 
xy(\cdot , 0),

\pi 

j

\biggr) \right)  1/p

+

+2Cr
p

\Biggl( 
1 + 1/p - \beta 

(n+ 1)1/p - \beta 

n\sum 
k=1

1

kp\prime +\beta 
V \prime p

pn\beta 

\Bigl( 
\phi \prime 
xy(0, \cdot ),

\pi 

k

\Bigr) \Biggr) 1/p

,

(8)

где Cr
p,p и Cr

p — константы, зависящие от p и r.

В частности, в случае тригонометрического ряда Фурье, поскольку имеются хорошие
оценки ядра Дирихле, можно получить следующие утверждения.
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Следствие 2. Пусть f \in 
\bigl( 
m\alpha , n\beta 

\bigr) 
\mathrm{B}\mathrm{V}

(p,q)
H (\BbbT 2), 0 \leq \alpha q + \beta p \leq q, 1  - \alpha p \geq 0 и 1  - \beta q \geq 0.

Тогда для (x, y) \in \BbbT 2 имеем \bigm| \bigm| Sm,n(f, x, y) - s(f, x, y)
\bigm| \bigm| \leq 

\leq Cp,q

\Biggl( 
1 + 1/p - \alpha 

(m+ 1)1/p - \alpha 

\biggl( 
1 + 1/q  - \beta 

1/q  - \beta 

\biggr) p/q m\sum 
j=1

1

jp\prime +\alpha 
\mathrm{V}p

pm\alpha ,qn\beta 

\biggl( 
\phi xy,

\pi 

j
, \pi 

\biggr) \Biggr) 1/p

+

+Cp

\Biggl( 
1 + 1/p - \alpha 

(m+ 1)1/p - \alpha 

m\sum 
j=1

1

jp\prime +\alpha 
V p
pm\alpha 

\biggl( 
\phi xy(\cdot , 0),

\pi 

j

\biggr) \Biggr) 1/p

+

+Cq

\Biggl( 
1 + 1/q  - \beta 

(n+ 1)1/q - \beta 

n\sum 
k=1

1

kq\prime +\beta 
V q
qn\beta 

\Bigl( 
\phi xy(0, \cdot ),

\pi 

k

\Bigr) \Biggr) 1/q

,

где Cp,q, Cp, и Cq — константы, зависящие от p и q.

Следствие 3. Пусть f \in 
\bigl( 
m\alpha , n\beta 

\bigr) 
\mathrm{B}\mathrm{V}p

H(\BbbT 2), 0 \leq \alpha + \beta \leq 1, 1 - \alpha p \geq 0 и 1 - \beta p \geq 0. Тогда

для (x, y) \in \BbbT 2 имеем \bigm| \bigm| Sm,n(f, x, y) - s(f, x, y)
\bigm| \bigm| \leq 

\leq Cp,p

\Biggl( 
1 + 1/p - \alpha 

(m+ 1)1/p - \beta 

1 + 1/p - \beta 

(n+ 1)1/p - \alpha 

m\sum 
j=1

n\sum 
k=1

1

jp\prime +\alpha kp\prime +\beta 
\mathrm{V}p

pm\alpha ,pn\beta 

\biggl( 
\phi xy,

\pi 

j
,
\pi 

k

\biggr) \Biggr) 1/p

+

+Cp

\Biggl( 
1 + 1/p - \alpha 

(m+ 1)1/p - \alpha 

m\sum 
j=1

1

jp\prime +\alpha 
V p
pm\alpha 

\biggl( 
\phi xy(\cdot , 0),

\pi 

j

\biggr) \Biggr) 1/p

+

+Cp

\Biggl( 
1 + 1/p - \beta 

(n+ 1)1/p - \beta 

n\sum 
k=1

1

kp\prime +\beta 
V p
pn\beta 

\Bigl( 
\phi xy(0, \cdot ),

\pi 

k

\Bigr) \Biggr) 1/p

,

где Cp,p и Cp — константы, зависящие от p.

Следствие 4. Пусть f \in 
\bigl( 
m\alpha , n\beta 

\bigr) 
\mathrm{B}\mathrm{V}

(p,q)
H (\BbbT 2), 0 \leq \alpha q + \beta p \leq q, 1  - \alpha p \geq 0 и 1  - \beta q \geq 0.

Если f \in C(\BbbT 2), то для (x, y) \in \BbbT 2 имеем Sr
m,n(f, x, y) \rightarrow s(f, x, y) при m,n \rightarrow \infty . В триго-

нометрическом случае Sm,n(f, x, y) \rightarrow s(f, x, y) при m,n \rightarrow \infty .

3. Вспомогательные утверждения

Для доказательства результатов нам потребуются следующие важные леммы о существо-
вании предела и сходимости, а также формулы частичного суммирования для одиночных
и двойных последовательностей.

Лемма 1 ([14], раздел 3, лемма 2). Если f \in (m\alpha , n\beta )\mathrm{B}\mathrm{V}
(p,q)
H (R) при \alpha , \beta \geq 0, \alpha q + \beta p \leq q,

то для любой точки (x0, y0) \in R существуют четыре предела f (x0 \pm 0, y0 \pm 0) функции
f(x, y) при (x, y) \rightarrow (x0, y0), когда (x, y) принадлежит соответствующему открытому

координатному квадранту.

Лемма 2 ([14], раздел 3, лемма 3). Если f \in (\Lambda ,\Lambda \prime )\mathrm{B}\mathrm{V}
(p,q)
H (R), то

a) \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
\delta \rightarrow 0+

Vp\Lambda ,q\Lambda \prime (f, (a, a+ \delta ], [c, d]) = 0;

b) \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
\delta \rightarrow 0+

Vp\Lambda ,q\Lambda \prime (f, [a, a+ \delta ], [c, d]) = 0, если f(x, \cdot ) непрерывна в точке a;
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c) \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
\delta \rightarrow 0+

Vp\Lambda ,q\Lambda \prime (f, [a, b], (c, c+ \delta ]) = 0;

d) \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
\delta \rightarrow 0+

Vp\Lambda ,q\Lambda \prime (f, [a, b], [c, c+ \delta ]) = 0, если f(\cdot , y) непрерывна в точке c;

e) \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
\delta \rightarrow 0+

Vp\Lambda ,q\Lambda \prime (f, (a, a+ \delta ], (c, c+ \delta ]) = 0;

f) \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
\delta \rightarrow 0+

Vp\Lambda ,q\Lambda \prime (f, [a, a+ \delta ], [c, c+ \delta ]) = 0, если f(x, y) непрерывна в точке (a, c).

Лемма 3 (формула одиночного частичного суммирования). Пусть

n \in \BbbN , aj и bj , j = 0, 1, . . . , n,

— вещественные числа. Путь также Bj =
n\sum 

k=j

bk при j = 0, 1, 2, . . . , n, и Bn+1 = 0. Тогда

n\sum 
j=1

ajbj =

n\sum 
j=1

(aj  - aj - 1)Bj + a0B1. (9)

Также для Bj =

j\sum 
k=0

bk имеем

n\sum 
j=0

ajbj =

n - 1\sum 
j=0

(aj  - aj+1)Bj + anBn. (10)

Лемма 4. Пусть (m,n) \in \BbbN 2, aj,k и bj,k — вещественные числа. Пусть также Bj,k =
m\sum 

j\prime =j

n\sum 
k\prime =k

bj\prime ,k\prime и Bm+1,n+1 = Bj,n+1 = Bm+1,k = 0 при j = 0, 1, . . . ,m, k = 0, 1, . . . , n, тогда

m\sum 
j=1

n\sum 
k=1

aj,kbj,k =

m\sum 
j=1

n\sum 
k=1

(aj,k  - aj,k - 1  - aj - 1,k + aj - 1,k - 1)Bj,k+

+

m\sum 
j=1

(aj,0  - aj - 1,0)Bj,1 +

n\sum 
k=1

(a0,k  - a0,k - 1)B1,k + a0,0B1,1.

4. Доказательства

Доказательство теоремы 6. Пусть m,n \in \BbbN фиксированы. Начнем с представления (3) и
разности между Sr

m,n(f, x, y) и s(f, x, y). Обозначая \phi \prime := \phi \prime 
xy, непосредственно получаем

\pi 2(Sr
m,n(f, x, y) - s(f, x, y)) =

\int \int 
\=\BbbT 2

\{ f(x - u, y  - v) - s(f, x, y)\} Dm(x - u)Dn(y  - v)dudv =

=

\int \int 
\=\BbbT 2

\{ \phi \prime (u, v) - \phi \prime (u, 0) - \phi \prime (0, v)\} Dm(x - u)Dn(y  - v)dudv+

+\pi 

\int 
\=\BbbT 
\phi \prime (u, 0)Dm(x - u)du+ \pi 

\int 
\=\BbbT 
\phi \prime (0, v)Dn(y  - v)dv =

=

\int \int 
I0,m\times I0,n

\{ \phi \prime (u, v) - \phi \prime (u, 0) - \phi \prime (0, v)\} Dm(x - u)Dn(y  - v)dudv+

+

m\sum 
j=1

\int \int 
Ij,m\times I0,n

\{ g\prime (u, v) - g\prime (\eta j,m, v)\} Dm(x - u)Dn(y  - v)dudv+
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+

m\sum 
j=1

\int \int 
Ij,m\times I0,n

g\prime (\eta j,m, v)Dm(x - u)Dn(y  - v)dudv+

+
n\sum 

k=1

\int \int 
I0,m\times Ik,n

g\prime (u, v)Dm(x - u)Dn(y  - v)dudv+

+

m\sum 
j=1

n\sum 
k=1

\int \int 
Ij,m\times Ik,n

\{ g\prime (u, v) - g\prime (u, \eta k,n) - g\prime (\eta j,m, v)+g\prime (\eta j,m, \eta k,n)\} Dm(x - u)Dn(y - v)dudv+

+
m\sum 
j=1

n\sum 
k=1

\int \int 
Ij,m\times Ik,n

\{ g\prime (\eta j,m, v) - g\prime (\eta j,m, \eta k,n)\} Dm(x - u)Dn(y  - v)dudv+

+
m\sum 
j=1

n\sum 
k=1

\int \int 
Ij,m\times Ik,n

\{ g\prime (u, \eta k,n) - g\prime (\eta j,m, \eta k,n)\} Dm(x - u)Dn(y  - v)dudv+

+

m\sum 
j=1

n\sum 
k=1

\int \int 
Ij,m\times Ik,n

g\prime (\eta j,m, \eta k,n)Dm(x - u)Dn(y  - v)dudv+

+

\int \int 
\=\BbbT 2\setminus [0,\pi ]2

g\prime (u, v)Dm(x - u)Dn(y - v)dudv+\pi 

\int 
\=\BbbT 
\phi \prime (u, 0)Dm(x - u)du+\pi 

\int 
\=\BbbT 
\phi \prime (0, v)Dn(y - v)dv =

= (\mathrm{A}1 +\mathrm{A}2 + \cdot \cdot \cdot +\mathrm{A}8) + \mathrm{A}9 + \pi (\mathrm{A}10 +\mathrm{A}11) (новые обозначения). (11)

Поскольку \phi \prime (0, 0) = 0, учитывая известное неравенство

| Dm(x - t)| \leq 1

2

m\sum 
j= - m

| \phi j(ei(x - t))| | \phi j(e
ix)| \leq 1 + r

1 - r
(m+ 1) при t \in \BbbT , (12)

сразу получаем

| \mathrm{A}1| \leq 
\int \int 

I0,m\times I0,n

| \phi \prime (u, v) - \phi \prime (u, 0) - \phi \prime (0, v) + \phi \prime (0, 0)| | Dm(x - u)Dn(y  - v)| dudv \leq 

\leq \pi 2

\biggl( 
1 + r

1 - r

\biggr) 2

\mathrm{o}\mathrm{s}\mathrm{c}2(\phi 
\prime , I0,m, I0,n).

(13)

Теперь для \alpha j = | \alpha j | eiaj , j \in \BbbN и | \alpha j | < 1 существует монотонная возрастающая и
дифференцируемая функция ([15], раздел 3)

\theta j(t) =

\int t

0

1 - | \alpha j | 2

1 - 2| \alpha j | \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}(x - aj) + | \alpha j | 2
dx

такая, что

eit  - \alpha j

1 - \=\alpha jeit
= ei\theta j(t).

Введя обозначение

\theta n(t, x) =

n\sum 
j=1

(\theta j(x) - \theta j(t)),

можно записать

Dl(x - t) =
1

2

l\sum 
k= - l

\phi l(ei(x - t))\phi l(e
ix) =

\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} [t/2 + \theta l(x - t, x)]

2 \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} t/2
для 0 < t \leq \pi и l \in \BbbN . (14)
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Далее, из (6) получаем

| g\prime (u, v) - g\prime (\eta j,m, v)| \leq \mathrm{o}\mathrm{s}\mathrm{c}2(\phi 
\prime , Ij,m, I0,n) для j = 1, 2, . . . ,m.

Учитывая вышеприведенные факты, имеем\biggl( 
1 - r

1 + r

\biggr) 
| \mathrm{A}2| =

\biggl( 
1 - r

1 + r

\biggr) \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
m\sum 
j=1

\int \int 
Ij,m\times I0,n

\{ g\prime (u, v) - g\prime (\eta j,m, v)\} Dm(x - u)Dn(y  - v)dudv

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \leq 
\leq 

m\sum 
j=1

\mathrm{o}\mathrm{s}\mathrm{c}2(\phi 
\prime , Ij,m, I0,n)

\int \int 
Ij,m\times I0,n

(n+ 1)

u
dudv \leq \pi 

m\sum 
j=1

1

j1 - 1/p2+1/p2
\mathrm{o}\mathrm{s}\mathrm{c}2(\phi 

\prime , Ij,m, I0,n) \leq 

\leq \pi 

\Biggl( 
m\sum 
j=1

1

j1/p
(\mathrm{o}\mathrm{s}\mathrm{c}2(\phi 

\prime , Ij,m, I0,n))
p

\Biggr) 1/p\Biggl( m\sum 
j=1

\biggl( 
1

j1 - 1/p2

\biggr) 1 - 1/p
\Biggr) 1

1 - 1/p

\leq 

\leq \pi 21/pmp

\Biggl( 
m\sum 
j=1

1

(j + 1)1/p
(\mathrm{o}\mathrm{s}\mathrm{c}2(\phi 

\prime , Ij,m, I0,n))
p

\Biggr) 1/p

. (15)

Теперь оценим \mathrm{A}3. Положим

Rj,l =

\int \pi 

\eta j,l

Dl(x - u)du, j = 0, 1, . . . , l + 1, l \in \BbbN . (16)

Тогда

R0,l =
\pi 

2
, Rl+1,l = 0, (17)

и для 0 < y < \pi по второй теореме о среднем получаем\int \pi 

y
Dl(x - t)dt =

\int \pi 

y

\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} ((t/2) + \theta l(x - t, x))

2 \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}(t/2)
dt =

=
1

2

\int \pi 

y
\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}(\theta l(x - t, x))dt+

\int \pi 

y

\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}(\theta l(x - t, x))

2 \mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{n}(t/2)
dt =

=
1

2

\int \pi 

y
\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}(\theta l(x - t, x))dt+

1

2 \mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{n}(y/2)

\int \xi 

y
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}(\theta l(x - t, x))dt (y \leq \xi \leq \pi ).

Поскольку \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \int \pi 

y
e\pm i\theta l(x - t,x)dt

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \leq (1 + r)\pi 

(1 - r)l
,

для 0 < y < \pi ([8], лемма 2.2) имеем\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \int \pi 

y
Dl(x - t)dt

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \leq (1 + r)\pi 

(1 - r)l

\biggl( 
1

2
+

1

y

\biggr) 
,

следовательно,

| Rj,l| \leq 
1 + r

1 - r

(\pi + 4)

2j
для j = 1, 2, . . . , l. (18)

Теперь по определению \mathrm{A}3, используя формулу частичной суммы (9) из леммы 3 с aj =
g(\eta j,m, v) и bj = Rj,m  - Rj+1,m для j = 0, 1, . . . ,m, получаем

\mathrm{A}3 =

m\sum 
j=1

\int \int 
Ij,m\times I0,n

g\prime (\eta j,m, v)Dm(x - u)Dn(y  - v)dudv =



36 Р.К.БЕРА, Б.Л. ГОДАДРА

=

\int 
I0,n

m\sum 
j=1

g\prime (\eta j,m, v) (Rj,m  - Rj+1,m)Dn(y  - v)dv =

=

\int 
I0,n

\Biggl\{ 
m\sum 
j=1

\bigl( 
g\prime (\eta j,m, v) - g\prime (\eta j - 1,m, v)

\bigr) 
(Rj,m  - Rm+1,m)+

+g\prime (\eta 0,m, v) (R1,m  - Rm+1,m)

\Biggr\} 
Dn(y  - v)dv =

=

\int 
I0,n

\Biggl\{ 
m\sum 
j=1

\bigl( 
\phi \prime (\eta j,m, v) - \phi \prime (\eta j,m, 0) - \phi \prime (\eta j - 1,m, v) + \phi \prime (\eta j - 1,m, 0)

\bigr) 
Rj,m

\Biggr\} 
Dn(y  - v)dv,

так как g\prime (\eta j,m, v) - g\prime (\eta j - 1,m, v) = \phi \prime (\eta j,m, v) - \phi \prime (\eta j,m, 0) - \phi \prime (\eta j - 1,m, v)+\phi \prime (\eta j - 1,m, 0), g\prime (\eta 0,m, v)
= g\prime (0, v) = 0 по поредлению g\prime (u, v), а Rm+1,m = 0 в силу (17).
Из (12) и (18) можно заключить, что\biggl( 

1 - r

1 + r

\biggr) 2

| \mathrm{A}3| \leq 
(\pi + 4)

2

\int 
I0,n

m\sum 
j=1

1

j
\mathrm{o}\mathrm{s}\mathrm{c}2(\phi 

\prime , Ij - 1,m, I0,n)(n+ 1)dv \leq 

\leq \pi (\pi + 4)

2

m\sum 
j=1

1

j1 - 1/p2+1/p2
\mathrm{o}\mathrm{s}\mathrm{c}2(\phi 

\prime , Ij - 1,m, I0,n) \leq 

\leq \pi (\pi + 4)

2

\Biggl( 
m\sum 
j=1

1

j1/p
(\mathrm{o}\mathrm{s}\mathrm{c}2(\phi 

\prime , Ij - 1,m, I0,n))
p

\Biggr) 1/p
\left(  m\sum 

j=1

\Biggl( 
1

j1 - 1/p2

\Biggr) 1 - 1/p
\right)  1

1 - 1/p

=

=
\pi (\pi + 4)

2
mp

\Biggl( 
m - 1\sum 
j=0

1

(j + 1)1/p
(\mathrm{o}\mathrm{s}\mathrm{c}2(\phi 

\prime , Ij,m, I0,n))
p

\Biggr) 1/p

. (19)

Поскольку \mathrm{A}4 — симметричный аналог \mathrm{A}2 +\mathrm{A}3, имеем

| \mathrm{A}4| \leq \pi 

\biggl( 
1 + r

1 - r

\biggr) \biggl( 
21/q +

(\pi + 4)

2

\biggl( 
1 + r

1 - r

\biggr) \biggr) 
nq

\Biggl( 
n\sum 

k=0

1

(k + 1)1/q
(\mathrm{o}\mathrm{s}\mathrm{c}2(\phi 

\prime , I0,m, Ik,n))
q

\Biggr) 1/q

.

(20)

По определению g\prime (u, v)

g\prime (u, v) - g\prime (u, \eta k,n) - g\prime (\eta j,m, v) + g\prime (\eta j,m, \eta k,n) =

= \phi \prime (u, v) - \phi \prime (u, \eta k,n) - \phi \prime (\eta j,m, v) + \phi \prime (\eta j,m, \eta k,n),
(21)

а по определению \mathrm{A}5 и в силу (14) получаем

| \mathrm{A}5| \leq 
m\sum 
j=1

n\sum 
k=1

\mathrm{o}\mathrm{s}\mathrm{c}2(\phi 
\prime , Ij,m, Ik,n)

\int \int 
Ij,m\times Ik,n

| Dm(x - u)| | Dn(y  - v)| dudv \leq 

\leq 
m\sum 
j=1

n\sum 
k=1

1

j1 - 1/p2+1/p2k1 - 1/q2+1/q2
\mathrm{o}\mathrm{s}\mathrm{c}2(\phi 

\prime , Ij,m, Ik,n) \leq 

\leq 21/p+1/qmpnq

\left(  m\sum 
j=0

1

(j + 1)1/p

\Biggl( 
n\sum 

k=0

1

(k + 1)1/q
(\mathrm{o}\mathrm{s}\mathrm{c}2(\phi 

\prime , Ij,m, Ik,n))
q

\Biggr) p/q
\right)  1/p

.

(22)
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Для оценки \mathrm{A}6 используем обозначение (16) и формулу частичного суммирования (9) из
леммы 3 с aj = g\prime (\eta j,m, v) - g\prime (\eta j,m, \eta k,n) и bj = Rj,m  - Rj+1,m при j = 0, 1, . . . ,m, тогда

\mathrm{A}6 =

m\sum 
j=1

n\sum 
k=1

\int \int 
Ij,m\times Ik,n

\{ g\prime (\eta j,m, v) - g\prime (\eta j,m, \eta k,n)\} Dm(x - u)Dn(y  - v)dudv =

=
n\sum 

k=1

\int 
Ik,n

\left\{   
m\sum 
j=1

(g\prime (\eta j,m, v) - g\prime (\eta j,m, \eta k,n))(Rj,m  - Rj+1,m)

\right\}   Dn(y  - v)dv =

=
n\sum 

k=1

\int 
Ik,n

m\sum 
j=1

(\phi \prime (\eta j,m, v) - \phi \prime (\eta j,m, \eta k,n) - \phi \prime (\eta j - 1,m, v) + \phi \prime (\eta j - 1,m, \eta k,n))Rj,mDn(y  - v)dv,

так как g\prime (\eta 0,m, v) = g\prime (\eta 0,m, \eta k,n) = 0 по определению g\prime (u, v), Rm+1,m = 0 в силу (17), а
также (21), где u = \eta j - 1,m. Теперь с учетом (14) и (18) получаем\biggl( 

1 - r

1 + r

\biggr) 
| \mathrm{A}6| \leq 

(\pi + 4)

2

m\sum 
j=1

n\sum 
k=1

1

j1 - 1/p2+1/p2k1 - 1/q2+1/q2
\mathrm{o}\mathrm{s}\mathrm{c}2(\phi 

\prime , Ij - 1,m, Ik,n) \leq 

\leq (\pi + 4)mpnq

21/p

\left(  m - 1\sum 
j=0

1

(j + 1)1/p

\Biggl( 
n\sum 

k=1

1

(k + 1)1/q
(\mathrm{o}\mathrm{s}\mathrm{c}2(\phi 

\prime , Ij,m, Ik,n))
q

\Biggr) p/q
\right)  1/p

.

(23)

Аналогично можно оценить

\biggl( 
1 - r

1 + r

\biggr) 
| \mathrm{A}7| \leq 

(\pi + 4)mpnq

21/q

\left(  m\sum 
j=1

1

(j + 1)1/p

\Biggl( 
n - 1\sum 
k=0

1

(k + 1)1/q
(\mathrm{o}\mathrm{s}\mathrm{c}2(\phi 

\prime , Ij,m, Ik,n))
q

\Biggr) p/q
\right)  1/p

.

(24)

Учитывая обозначение (16), запишем

\mathrm{A}8 =

m\sum 
j=1

n\sum 
k=1

g\prime (\eta j,m, \eta k,n)(Rj,m  - Rj+1,m)(Rk,n  - Rk+1,n),

откуда, учитывая формулу двойного суммирования из леммы 4 с aj,k = g\prime (\eta j,m, \eta k,n) и
bj,k = (Rj,m  - Rj+1,m)(Rk,n  - Rk+1,n) при j = 0, 1, . . . ,m и k = 0, 1, . . . , n, получаем

\mathrm{A}8 =

m\sum 
j=1

n\sum 
k=1

\biggl\{ 
g\prime (\eta j,m, \eta k,n) - g\prime (\eta j,m, \eta k - 1,n) - g\prime (\eta j - 1,m, \eta k,n) + g\prime (\eta j - 1,m, \eta k - 1,n)

\biggr\} 
\times 

\times (Rj,m  - Rm+1,m)(Rk,n  - Rn+1,n) =

=
m\sum 
j=1

n\sum 
k=1

\{ \phi \prime (\eta j,m, \eta k,n) - \phi \prime (\eta j,m, \eta k - 1,n) - \phi \prime (\eta j - 1,m, \eta k,n) + \phi \prime (\eta j - 1,m, \eta k - 1,n)\} Rj,mRk,n,

так как aj,0 = a0,k = 0 по определению g\prime (u, v) для всех j = 0, 1, . . . ,m и k = 0, 1, . . . , n, в
силу (17), а также (21), где u = \eta j - 1,m и v = \eta k - 1,n.
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Таким образом, из (18) следует\biggl( 
1 - r

1 + r

\biggr) 2

| \mathrm{A}8| \leq 
\biggl( 
\pi + 4

2

\biggr) 2 m\sum 
j=1

n\sum 
k=1

1

j1 - 1/p2+1/p2k1 - 1/q2+1/q2
\mathrm{o}\mathrm{s}\mathrm{c}2(\phi 

\prime , Ij - 1,m, Ik - 1,n) \leq 

\leq 
\biggl( 
\pi + 4

2

\biggr) 2

mpnq

\left(  m - 1\sum 
j=0

1

(j + 1)1/p

\Biggl( 
n - 1\sum 
k=0

1

(k + 1)1/q
(\mathrm{o}\mathrm{s}\mathrm{c}2(\phi 

\prime , Ij,m, Ik,n))
q

\Biggr) p/q
\right)  1/p

.

(25)

Объединяя условия (13), (15), (19), (20), (22), (23)–(25), находим

8\sum 
i=1

| \mathrm{A}i| \leq Cp,q

\left(  m - 1\sum 
j=0

1

(j + 1)1/p

\Biggl( 
n - 1\sum 
k=0

1

(k + 1)1/q
(\mathrm{o}\mathrm{s}\mathrm{c}2(\phi 

\prime , Ij,m, Ik,n))
q

\Biggr) p/q
\right)  1/p

, (26)

где

Cp,q =

\Biggl( 
(\pi + 4)(21/p + 21/q + 1)

2\pi 2
+

21/p + 21/q + 4

\pi 
+ 2

\Biggr) 
mpnq.

Зафиксируем j и определим

aj,0 = 0 для t \in [0, 1) и aj,t =

[t] - 1\sum 
k=0

1

(k + 1)\beta 
(\mathrm{o}\mathrm{s}\mathrm{c}2(\phi 

\prime , Ij,m, Ik,n))
q для t \in [1, n+ 1].

Учитывая, что 1 - \beta q \geq 0 =\Rightarrow 1

q
\geq \beta , и используя формулу частичного суммирования (10),

получаем
n\sum 

k=0

1

(k + 1)1/q - \beta 

1

(k + 1)\beta 
(\mathrm{o}\mathrm{s}\mathrm{c}2(\phi 

\prime , Ij,m, Ik,n))
q =

n\sum 
k=0

1

(k + 1)1/q - \beta 
(aj,k+1  - aj,k) =

=

n - 1\sum 
k=0

\biggl( 
1

(k + 1)1/q - \beta 
 - 1

(k + 2)1/q - \beta 

\biggr) 
aj,k+1 +

1

(n+ 1)1/q - \beta 
aj,n+1.

(27)

Поскольку aj,t не убывает на t \in [k + 1, k + 2] при фиксированном j и k \in [0, n - 1], имеем

1

(1/q  - \beta )

n - 1\sum 
k=0

\biggl( 
1

(k + 1)1/q - \beta 
 - 1

(k + 2)1/q - \beta 

\biggr) 
aj,k+1 =

=

n - 1\sum 
k=0

aj,k+1

\int k+2

k+1

1

t1+1/q - \beta 
dt \leq 

n - 1\sum 
k=0

\int k+2

k+1

aj,t

t1+1/q - \beta 
dt =

\int n+1

1

aj,t

t1+1/q - \beta 
dt.

(28)

Заменяя теперь переменную t на
n+ 1

s
, получаем t \rightarrow 1 \Leftarrow \Rightarrow s \rightarrow n+1, t \rightarrow n+1 \Leftarrow \Rightarrow s \rightarrow 1

и
dt

ds
= ( - 1)

n+ 1

s2
. Следовательно,

(n+ 1)1/q - \beta 

\int n+1

1

aj,t

t1+1/q - \beta 
dt = (n+ 1)1/q - \beta 

\int 1

n+1
aj,n+1

s

\biggl( 
s

n+ 1

\biggr) 1+1/q - \beta 

( - 1)

\biggl( 
n+ 1

s2

\biggr) 
ds =

=

\int n+1

1
aj,n+1

s

\biggl( 
1

s1 - 1/q+\beta 

\biggr) 
ds =

n\sum 
k=1

\int k+1

k
aj,n+1

s

\biggl( 
1

sq\prime +\beta 

\biggr) 
ds \leq 

n\sum 
k=1

1

kq\prime +\beta 
aj,[n+1

k ].

(29)
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Также имеем

1

(n+ 1)1/q - \beta 
aj,n+1 \leq 

1

(n+ 1)1/q - \beta 

n\sum 
k=1

1

kq\prime +\beta 
aj,[n+1

k ]. (30)

Теперь из (27)–(30) вытекает\Biggl( 
n\sum 

k=0

1

(k + 1)1/q
(\mathrm{o}\mathrm{s}\mathrm{c}2(\phi 

\prime , Ij,m, Ik,n))
q

\Biggr) p/q

\leq 

\Biggl( 
1 + 1/q  - \beta 

(n+ 1)1/q - \beta 

n\sum 
k=1

aj,[n+1
k ]

kq\prime +\beta 

\Biggr) p/q

.

Аналогично, для фиксированного n определим

b0,n = 0 для t \in [0, 1) и bt,n =

[t] - 1\sum 
j=0

1

(j + 1)\alpha 

\Biggl( 
1 + 1/q  - \beta 

(n+ 1)1/q - \beta 

n\sum 
k=1

aj,[n+1
k ]

kq\prime +\beta 

\Biggr) p/q

, t \in [1,m+ 1],

тогда можно доказать неравенство

m\sum 
j=0

1

(j + 1)1/p

\Biggl( 
n\sum 

k=0

1

(k + 1)1/q
(\mathrm{o}\mathrm{s}\mathrm{c}2(\phi 

\prime , Ij,m, Ik,n))
q

\Biggr) p/q

\leq 

\leq 
m\sum 
j=0

1

(j + 1)1/p

\Biggl( 
1 + 1/q  - \beta 

(n+ 1)1/q - \beta 

n\sum 
k=1

aj,[n+1
k ]

kq\prime +\beta 

\Biggr) p/q

\leq 1 + 1/p - \alpha 

(m+ 1)1/p - \alpha 

m\sum 
j=1

1

jp\prime +\alpha 
b\Bigl[ m+1

j

\Bigr] 
,n

\leq 

\leq 1 + 1/p - \alpha 

(m+ 1)1/p - \alpha 

m\sum 
j=1

1

jp\prime +\alpha 

\Bigl[ 
m+1

j

\Bigr] 
 - 1\sum 

j\prime =1

1

(j\prime + 1)\alpha 

\Biggl( 
1 + 1/q  - \beta 

(n+ 1)1/q - \beta 

n\sum 
k=1

aj\prime ,[n+1
k ]

(k + 1)q\prime +\beta 

\Biggr) p/q

\leq 

\leq 1 + 1/p - \alpha 

(m+ 1)1/p - \alpha 

\biggl( 
1 + 1/q  - \beta 

1/q  - \beta 

\biggr) p/q m\sum 
j=1

1

jp\prime +\alpha 

\Bigl[ 
m+1

j

\Bigr] 
 - 1\sum 

j\prime =1

1

(j\prime + 1)\alpha 
\bigl( 
aj\prime ,n+1

\bigr) p/q
.

(31)

Теперь по определению aj,t имеем\Bigl[ 
m+1

j

\Bigr] 
 - 1\sum 

j\prime =1

1

(j\prime + 1)\alpha 
\bigl( 
aj\prime ,n+1

\bigr) p/q
=

\Bigl[ 
m+1

j

\Bigr] 
 - 1\sum 

j\prime =1

1

(j\prime + 1)\alpha 

\Biggl( 
n\sum 

k=0

1

(k + 1)\beta 
(\mathrm{o}\mathrm{s}\mathrm{c}2(\phi 

\prime , Ij\prime ,m, Ik,n))
q

\Biggr) p/q

\leq 

\leq \mathrm{V}p
pm\alpha ,qn\beta 

\biggl( 
\phi \prime 
xy,

\biggl[ 
0,

\pi 

j

\biggr] 
, [0, \pi ]

\biggr) 
.

Следовательно,

m\sum 
j=0

1

(j + 1)1/p

\Biggl( 
n\sum 

k=0

1

(k + 1)1/q
(\mathrm{o}\mathrm{s}\mathrm{c}2(\phi 

\prime , Ij,m, Ik,n))
q

\Biggr) p/q

\leq 

\leq 1 + 1/p - \alpha 

(m+ 1)1/p - \alpha 

\biggl( 
1 + 1/q  - \beta 

1/q  - \beta 

\biggr) p/q m\sum 
j=1

1

jp\prime +\alpha 
\mathrm{V}p

pm\alpha ,qn\beta 

\biggl( 
\phi \prime 
xy,

\biggl[ 
0,

\pi 

j

\biggr] 
, [0, \pi ]

\biggr) 
.

(32)

Теперь из (26) и (32) получаем

8\sum 
i=1

| \mathrm{A}i| \leq Cp,q

\left(  1 + 1/p - \alpha 

(m+ 1)1/p - \alpha 

\biggl( 
1 + 1/q  - \beta 

1/q  - \beta 

\biggr) p/q m\sum 
j=1

1

jp\prime +\alpha 
\mathrm{V}p

pm\alpha ,qn\beta 

\biggl( 
\phi \prime 
xy,

\pi 

j
, \pi 

\biggr) \right)  1/p

.
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Аналогично можно доказать, что

9\sum 
i=1

| \mathrm{A}i| \leq 4Cp,q

\left(  1 + 1/p - \alpha 

(m+ 1)1/p - \alpha 

\biggl( 
1 + 1/q  - \beta 

1/q  - \beta 

\biggr) p/q m\sum 
j=1

1

jp\prime +\alpha 
\mathrm{V}\prime p

pm\alpha ,qn\beta 

\biggl( 
\phi \prime 
xy,

\pi 

j
, \pi 

\biggr) \right)  1/p

. (33)

Из теоремы 2 вытекает\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 1\pi 
\int \pi 

 - \pi 
\phi \prime (u, 0)Dm(x - u)du

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \leq | Sm(f(x, \cdot )) - s(f(x, \cdot ))| \leq 

\leq 2Cp,r

\left(  1 + 1/p - \alpha 

(m+ 1)1/p - \alpha 

m\sum 
j=1

1

jp\prime +\alpha 
\mathrm{V}\prime p

pm\alpha 

\biggl( 
\phi \prime 
xy(\cdot , 0),

\pi 

j

\biggr) \right)  1/p

,

(34)

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 1\pi 
\int \pi 

 - \pi 
\phi \prime (0, v)Dn(y  - v)dv

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \leq | Sn(f(\cdot , y)) - s(f(\cdot , y))| \leq 

\leq 2Cq,r

\Biggl( 
1 + 1/q  - \alpha 

(n+ 1)1/q - \beta 

n\sum 
k=1

1

kq\prime +\beta 
V q
qn\beta 

\Bigl( 
\phi \prime 
xy(0, \cdot ),

\pi 

k

\Bigr) \Biggr) 1/q

.

(35)

Таким образом, из (33)–(35) получаем (7). \square 

Доказательство следствия 1. Для f \in (m\alpha , n\beta )BV p
H(\BbbT 2) из (31) имеем

m\sum 
j=0

1

(j + 1)1/p

\Biggl( 
n\sum 

k=0

1

(k + 1)1/p
(\mathrm{o}\mathrm{s}\mathrm{c}2(\phi 

\prime , Ij,m, Ik,n))
p

\Biggr) 
\leq 

\leq 
m\sum 
j=0

1

(j + 1)1/p

\Biggl( 
1 + 1/p - \beta 

(n+ 1)1/p - \beta 

n\sum 
k=1

1

kp\prime +\beta 
aj,[n+1

k ]

\Biggr) 
\leq 

\leq 1 + 1/p - \alpha 

(m+ 1)1/p - \alpha 

1 + 1/p - \beta 

(n+ 1)1/p - \beta 

m\sum 
j=1

n\sum 
k=1

1

jp\prime +\alpha kp\prime +\beta 

\Bigl[ 
m+1

j

\Bigr] 
 - 1\sum 

j\prime =1

1

(j\prime + 1)\alpha 
aj\prime ,[n+1

k ].

Теперь по определению aj,t\Bigl[ 
m+1

j

\Bigr] 
 - 1\sum 

j\prime =1

1

(j\prime + 1)\alpha 
aj\prime ,[n+1

k ] =

\Bigl[ 
m+1

j

\Bigr] 
 - 1\sum 

j\prime =1

1

(j\prime + 1)\alpha 

\left(   [n+1
k ] - 1\sum 
k\prime =0

1

(k + 1)\beta 
(\mathrm{o}\mathrm{s}\mathrm{c}2(\phi 

\prime , Ij\prime ,m, Ik\prime ,n))
p

\right)   \leq 

\leq \mathrm{V}p
pm\alpha ,pn\beta 

\biggl( 
\phi \prime 
xy,

\biggl[ 
0,

\pi 

j

\biggr] 
,
\Bigl[ 
0,

\pi 

k

\Bigr] \biggr) 
.

Следовательно,
m\sum 
j=0

1

(j + 1)1/p

n\sum 
k=0

1

(k + 1)1/p
(\mathrm{o}\mathrm{s}\mathrm{c}2(\phi 

\prime , Ij,m, Ik,n))
p \leq 

\leq 1 + 1/p - \alpha 

(m+ 1)1/p - \beta 

1 + 1/p - \beta 

(n+ 1)1/p - \alpha 

m\sum 
j=1

n\sum 
k=1

1

jp\prime +\alpha kp\prime +\beta 
\mathrm{V}p

pm\alpha ,pn\beta 

\biggl( 
\phi \prime 
xy,

\pi 

j
,
\pi 

k

\biggr) 
.

Используя вышеуказанное неравенство вместо (32) и действуя аналогично доказатель-
ству теоремы 6, получаем (8). \square 
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Доказательство следствия 2. Для фиксированных m,n и (x, y) \in \BbbT 2 можем записать пред-
ставление (11) в тригонометрическом случае в виде

\pi 2(Sm,n(f, x, y) - s(f, x, y)) =

\int \int 
\=\BbbT 2

\{ f(x - u, y  - v) - s(f, x, y)\} Dm(x - u)Dn(y  - v)dudv =

=

\int \pi 

0

\int \pi 

0
\{ \phi xy(u, v) - \phi xy(u, 0) - \phi xy(0, v)\} Dm(x - u)Dn(y  - v)dudv+

+\pi 

\int \pi 

0
\phi xy(u, 0)Dm(x - u)du+ \pi 

\int \pi 

0
\phi xy(0, v)Dn(y  - v)dv =

=

\int \int 
I0,m\times I0,n

\{ \phi xy(u, v) - \phi xy(u, 0) - \phi xy(0, v)\} Dm(x - u)Dn(y  - v)dudv+

+
m\sum 
j=1

\int \int 
Ij,m\times I0,n

\{ g(u, v) - g(\eta j,m, v)\} Dm(x - u)Dn(y  - v)dudv+

+
m\sum 
j=1

\int \int 
Ij,m\times I0,n

g(\eta j,m, v)Dm(x - u)Dn(y  - v)dudv+

+
n\sum 

k=1

\int \int 
I0,m\times Ik,n

g(u, v)Dm(x - u)Dn(y  - v)dudv+

+

m\sum 
j=1

n\sum 
k=1

\int \int 
Ij,m\times Ik,n

\{ g(u, v) - g(u, \eta k,n) - g(\eta j,m, v)+g(\eta j,m, \eta k,n)\} \times Dm(x - u)Dn(y - v)dudv+

+
m\sum 
j=1

n\sum 
k=1

\int \int 
Ij,m\times Ik,n

\{ g(\eta j,m, v) - g(\eta j,m, \eta k,n)\} Dm(x - u)Dn(y  - v)dudv+

+
m\sum 
j=1

n\sum 
k=1

\int \int 
Ij,m\times Ik,n

\{ g(u, \eta k,n) - g(\eta j,m, \eta k,n)\} Dm(x - u)Dn(y  - v)dudv+

+

m\sum 
j=1

n\sum 
k=1

\int \int 
Ij,m\times Ik,n

g(\eta j,m, \eta k,n)Dm(x - u)Dn(y  - v)dudv+

+\pi 

\int \pi 

0
\phi (u, 0)Dm(x - u)du+ \pi 

\int \pi 

0
\phi (0, v)Dn(y  - v)dv =

= (\mathrm{A}1 +\mathrm{A}2 + \cdot \cdot \cdot +\mathrm{A}8) + \pi (\mathrm{A}10 +\mathrm{A}11) (новые обозначения).

Используя вместо (12), (14) и (18) неравенства

| Dn(t)| =

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 12
n\sum 

j= - n

eint

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \leq n+
1

2
,

| Dn(t)| =
\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}(n+ 1/2)t

2 \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}(t/2)

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \leq 1

t
для 0 < t < \pi ,

применяя затем при j = 1, 2, . . . , n вторую теорему о среднем

\int \pi 

\eta j,n

Dn(t)dt =

\int \pi 

\eta j,n

\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}

\biggl( 
n+

1

2

\biggr) 
t

2 \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}

\biggl( 
t

2

\biggr) dt =
1

2 \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}
\Bigl( \eta j,n

2

\Bigr) \int \xi 

\eta j,n

\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}

\biggl( 
n+

1

2

\biggr) 
t dt (\eta j,n \leq \xi \leq \pi ) =



42 Р.К.БЕРА, Б.Л. ГОДАДРА

=
1

2 \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}
\Bigl( \eta j,n

2

\Bigr) 
\left[     - \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}

\biggl( 
n+

1

2

\biggr) 
t\biggl( 

n+
1

2

\biggr) 
\right]    
\xi 

\eta j,n

\leq 2\biggl( 
n+

1

2

\biggr) 
\eta j,n

\leq \pi 

(n+ 1)\eta j,n
=

1

j
,

и рассуждая аналогично доказательству теоремы 6, можно получить следующее выраже-
ние:

8\sum 
i=1

| \mathrm{A}i| \leq Cp,q

\left(  1 + 1/p - \alpha 

(m+ 1)1/p - \alpha 

\biggl( 
1 + 1/q  - \beta 

1/q  - \beta 

\biggr) p/q m\sum 
j=1

1

(j + 1)p\prime +\alpha 
\mathrm{V}p

pm\alpha ,qn\beta 

\biggl( 
\phi xy,

\pi 

j
.\pi 

\biggr) \right)  1/p

.

Из теоремы 1 вытекает\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 1\pi 
\int \pi 

0
\phi xy(u, 0)Dm(x - u)du

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \leq | Sm(f(x, \cdot )) - s(f(x, \cdot ))| \leq 

\leq Cp

\left(  1 + 1/p - \alpha 

(m+ 1)1/p - \alpha 

m\sum 
j=1

1

jp\prime +\alpha 
V p
pm\alpha 

\biggl( 
\phi xy(\cdot , 0),

\pi 

j

\biggr) \right)  1/p

,

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 1\pi 
\int \pi 

0
\phi xy(0, v)Dn(y  - v)dv

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \leq | Sn(f(\cdot , y)) - s(f(\cdot , y))| \leq 

\leq Cq

\Biggl( 
1 + 1/q  - \alpha 

(n+ 1)1/q - \beta 

n\sum 
k=1

1

kq\prime +\beta 
V q
qn\beta 

\Bigl( 
\phi xy(0, \cdot ),

\pi 

k

\Bigr) \Biggr) 1/q

.

Доказательство следствия 3 получаем из доказательства теоремы 6 с небольшими моди-
фикациями, аналогичными доказательствам следствий 1 и 2.

Доказательство следствия 4 легко выводится из теоремы 6 и леммы 2, поскольку f непре-
рывна в (0, 0).

Литература
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Abstract. The rate of convergence of double rational Fourier series and, in particular, double
trigonometric Fourier series of functions of generalized bounded variation is estimated.
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