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НЕКОТОРЫЕ АППРОКСИМАЦИОННЫЕ СВОЙСТВА ОГРАНИЧЕННЫХ
НИЛЬПОТЕНТНЫХ ГРУПП И ИХ ДРЕВЕСНЫХ ПРОИЗВЕДЕНИЙ

Аннотация. Пусть \frakP — непустое множество простых чисел. Доказано, что любая \frakP -ограни-
ченная нильпотентная группа является \frakP -мощной и древесное произведение конечного числа
\frakP -ограниченных нильпотентных групп с собственными локально циклическими реберными
подгруппами аппроксимируется конечными \frakP -группами тогда и только тогда, когда каждая
его вершинная группа не имеет \frakP \prime -кручения и каждая реберная подгруппа \frakP \prime -изолирована
в содержащей ее вершинной группе. Также доказано, что древесное произведение конечного
числа групп с локально циклическими реберными подгруппами аппроксимируется конечными
p-группами, если этим свойством обладают все его вершинные группы и любая реберная
подгруппа отделима в соответствующей вершинной группе классом конечных p-групп.
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1. Введение. Формулировка результатов

Пусть \frakP — произвольное множество простых чисел. Напомним, что целое число называ-
ется \frakP -числом, если все его простые делители принадлежат множеству \frakP . Периодическая
группа называется \frakP -группой, если порядки всех ее элементов — \frakP -числа. Через \scrF \frakP бу-
дем обозначать класс конечных \frakP -групп. При этом, если множество \frakP состоит из одного
простого числа p, будем писать p- и \scrF p вместо \{ p\} - и \scrF \{ p\} соответственно.
Следуя [1], будем говорить, что элемент x группы X является \frakP -мощным, если для лю-

бого положительного \frakP -числа n, делящего порядок элемента x, существует гомоморфизм
группы X на конечную группу, переводящий x в элемент порядка n (здесь предполагается,
что \infty делится на любое ненулевое целое число). Группу X назовем \frakP -мощной, если все ее
элементы являются \frakP -мощными. Отметим, что в случае, когда множество \frakP включает все
простые числа, приведенные определения дают классические понятия мощного элемента

и мощной группы, предложенные Д.Солитэром (см. [2]).
Очевидно, что если Q \subseteq \frakP , то из \frakP -мощности (элемента или группы) следует Q-мощ-

ность. Примером группы,\frakP -мощной для некоторого собственного подмножества множества
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всех простых чисел, но не являющейся мощной, может служить разрешимая группа Баум-
слага — Солитэра, т. е. группа с представлением вида \langle a, b; a - 1ba = bk\rangle , где k \not = 0. Такая
группа оказывается \frakP -мощной тогда и только тогда, когда множество \frakP не содержит про-
стых делителей числа k ([3], теорема 1).
Хотя свойство мощности изучается уже давно, результатов в этом направлении получено

довольно мало. Известно ([4], лемма 1), что данным свойством обладают свободные груп-
пы и конечно порожденные нильпотентные группы без кручения. Этот результат вытекает
из более общего утверждения о том, что группа является мощной, если она \scrF p-аппрокси-
мируема для каждого простого числа p ([5], лемма 2.2) (напомним, что группа X называ-
ется аппроксимируемой классом групп \scrC , если каждый ее неединичный элемент переходит
в неединичный под действием некоторого гомоморфизма группы X на группу из клас-
са \scrC ). В [6]–[8] свойство мощности изучалось применительно к конечным и разрешимым
группам. Установлено, в частности, что мощными являются полициклическая группа, об-
ладающая конечным субнормальным рядом с бесконечными циклическими факторами ([8],
предложение 2), и сверхразрешимая группа, представляющая собой расширение абелевой
группы при помощи нильпотентной ([8], теорема E). Вместе с тем указанное свойство, вооб-
ще говоря, не имеет места ни для конечных сверхразрешимых групп ([6], пример на с. 116),
ни для полициклических групп без кручения ([8], пример 2). Известен также ряд утвержде-
ний о замкнутости класса (\frakP -) мощных групп относительно различных теоретико-группо-
вых конструкций (см. [8]–[10]). Значительно больше результатов получено при изучении
свойств слабой и почти (\frakP -) мощности, однако их описание выходит за рамки данного об-
зора. За подробностями отошлем читателя к работам [1], [3], [10], [11].
В настоящей статье доказана \frakP -мощность \frakP -ограниченных нильпотентных групп; фор-

мулировке соответствующей теоремы предпошлем ряд определений и замечаний. Будем
говорить, что абелева группа \frakP -ограничена, если в каждой ее фактор-группе все примар-
ные компоненты периодической части, соответствующие числам из множества \frakP , конечны.
Нильпотентную группу назовем\frakP -ограниченной, если она обладает конечным центральным
рядом с \frakP -ограниченными абелевыми факторами. Легко видеть, что конечно порожденная
нильпотентная группа является \frakP -ограниченной при любом выборе множества \frakP . Отме-
тим также, что если указанное множество содержит все простые числа, то \frakP -ограниченные
абелевы и нильпотентные группы оказываются соответственно ограниченными абелевыми
и нильпотентными ограниченными разрешимыми группами в смысле А.И.Мальцева [12]
(см. [13], предложение 5).
Понятия \frakP -ограниченных абелевой и нильпотентной групп введены в [13], где установ-

лено, что \frakP -ограниченность нильпотентной группы достаточна (а в случае группы без кру-
чения и необходима) для отделимости классом конечных \frakP -групп всех \frakP \prime -изолированных
подгрупп (определения понятий отделимости и изолированности приводятся ниже в этом
разделе). Оказывается, что \frakP -ограниченные нильпотентные группы ведут себя хорошо
и при изучении свойства \frakP -мощности. Имеет место

Теорема 1. Для любого непустого множества простых чисел \frakP произвольная \frakP -ограни-
ченная нильпотентная группа является \frakP -мощной.

Отметим, что данная теорема не накладывает никаких ограничений на периодическую
часть группы (и потому последняя не обязана аппроксимироваться каким-либо классом,
состоящим из конечных групп). В действительности, она является частным случаем приво-
димой ниже теоремы 2, формулировка которой также требует некоторых предварительных
определений и пояснений.
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Если \scrC — произвольный класс групп и X — некоторая группа, то через \scrC \ast (X) будем
обозначать семейство всех нормальных подгрупп группы X, фактор-группы по которым
принадлежат классу \scrC . Будем говорить, что группа X \scrC -регулярна по своей подгруппе Y ,
если для любой подгруппы M \in \scrC \ast (Y ) найдется подгруппа N \in \scrC \ast (X), удовлетворяющая
соотношению N \cap Y = M .
Понятно, что если Y — циклическая подгруппа, порождаемая некоторым элементом y,

и \scrC — класс всех конечных групп, то \scrC -регулярность X по Y равносильна мощности эле-
мента y. Если же \scrC совпадает с классом \scrF \frakP конечных \frakP -групп, где множество \frakP содержит
не все простые числа, то условие \scrC -регулярности X по Y оказывается сильнее \frakP -мощности
элемента y, поскольку требует от фактор-группы X/N не просто конечности, а принадлеж-
ности классу \scrF \frakP . Ввиду данного замечания следующее утверждение служит обобщением
теоремы 1.

Теорема 2. Пусть \frakP — непустое множество простых чисел и X — \frakP -ограниченная
нильпотентная группа. Тогда для каждого непустого подмножества Q \subseteq \frakP группа X
\scrF Q-регулярна по любой своей локально циклической подгруппе.

Приводимая далее теорема 3, в свою очередь, обобщает теорему 2 в случае, когда мно-
жество \frakP состоит из одного простого числа p. Из нее вытекает также хорошо известное
утверждение о том, что любая \scrF p-аппроксимируемая группа является p-мощной ([5], след-
ствие 2.3).

Теорема 3. Пусть p — некоторое простое число и X — \scrF p-аппроксимируемая группа.

Тогда группа X \scrF p-регулярна по любой своей локально циклической подгруппе.

Первоначально понятие мощного элемента было введено во многом ради изучения финит-
ной аппроксимируемости (т. е. аппроксимируемости классом всех конечных групп) обобщен-
ного свободного произведения с циклической объединенной подгруппой (см., например, [2]).
\scrC -регулярность позволяет распространить эту идею на случай произвольных объединенных
подгрупп и аппроксимирующих классов групп. Достаточные условия выполнения различ-
ных аппроксимационных свойств свободных конструкций групп, содержащие требования
регулярности, а также примеры их использования могут быть найдены, в частности, в [14]–
[21]. К числу последних относятся и доказательства приводимых далее теорем 4, 5, форму-
лировки которых вновь нуждаются в ряде предварительных определений и обозначений.
Пусть \scrT — непустое дерево с множеством вершин \scrV и множеством ребер \scrE . Каждой

вершине v \in \scrV сопоставляя некоторую группу Gv, а каждому ребру e \in \scrE — группу He

и инъективные гомоморфизмы \varphi +e : He \rightarrow Ge(1), \varphi  - e : He \rightarrow Ge( - 1) (где e(1) и e( - 1) —
вершины, являющиеся концами ребра e), получим граф групп

\scrG =
\bigl( 
\scrT , Gv (v \in \scrV ), He (e \in \scrE ), \varphi \varepsilon e (e \in \scrE , \varepsilon = \pm 1)

\bigr) 
.

Древесным произведением, соответствующим этому графу, называется группа \pi 1(\scrG ), обра-
зующими которой служат образующие групп Gv (v \in \scrV ), а определяющими соотношения-
ми — соотношения тех же групп и всевозможные соотношения вида he\varphi +e = he\varphi  - e (e \in \scrE ,
he \in He), где he\varphi \varepsilon e (\varepsilon = \pm 1) — слово в образующих группы Ge(\varepsilon ), задающее образ элемен-
та he относительно гомоморфизма \varphi \varepsilon e ([22], § 5.1). Далее для краткости подгруппу He\varphi \varepsilon e

(e \in \scrE , \varepsilon = \pm 1) будем обозначать через H\varepsilon e. Граф групп \scrG назовем редуцированным, если
H\varepsilon e \not = Ge(\varepsilon ) для всех e \in \scrE , \varepsilon = \pm 1.
Предположим, что ребро e и число \varepsilon = \pm 1 удовлетворяют условию H\varepsilon e = Ge(\varepsilon ). То-

гда в группе \pi 1(\scrG ) для каждого образующего g группы Ge(\varepsilon ) справедливы соотношения

g = g\varphi  - 1
\varepsilon e \varphi  - \varepsilon e \in Ge( - \varepsilon ), означающие, что указанный образующий может быть исключен
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из представления группы \pi 1(\scrG ). Совокупность всех таких преобразований Тице
\bigl( 
в сочета-

нии с удалением соотношений группы Ge(\varepsilon )

\bigr) 
дает тот же эффект, что и стягивание реб-

ра e в вершину e( - \varepsilon ) с одновременной корректировкой реберных гомоморфизмов по сле-
дующему правилу: если e(\varepsilon ) = f(\delta ) для некоторых f \in \scrE \setminus \{ e\} , \delta = \pm 1, то гомомор-
физм \varphi \delta f : Hf \rightarrow Gf(\delta ) заменяется гомоморфизмом \varphi \prime 

\delta f = \varphi \delta f\varphi 
 - 1
\varepsilon e \varphi  - \varepsilon e, вкладывающим Hf

в Ge( - \varepsilon ). Понятно, что если дерево \scrT конечно, то конечное число описанных операций при-
водит граф групп \scrG к редуцированному виду и не изменяет группу \pi 1(\scrG ). Поэтому далее
при рассмотрении древесного произведения конечного числа групп без потери общности
можно считать, что оно определяется редуцированным графом групп.
Пусть \frakP — произвольное множество простых чисел. Напомним, что подгруппа Y груп-

пы X называется \frakP \prime -изолированной в этой группе, если для любых элемента x \in X и про-
стого числа q /\in \frakP из включения xq \in Y вытекает соотношение x \in Y . Будем говорить, что
группа X не имеет \frakP \prime -кручения, если ее единичная подгруппа \frakP \prime -изолирована в X.

Теорема 4. Пусть \frakP — непустое множество простых чисел, \scrT = (\scrV , \scrE ) — конечное

дерево и \scrG =
\bigl( 
\scrT , Gv (v \in \scrV ), He (e \in \scrE ), \varphi \varepsilon e (e \in \scrE , \varepsilon = \pm 1)

\bigr) 
— редуцированный граф

групп. Если все группы Gv (v \in \scrV ) являются \frakP -ограниченными нильпотентными, а все

группы He (e \in \scrE ) локально циклические, то следующие утверждения равносильны.

1. Древесное произведение \pi 1(\scrG ) аппроксимируется классом \scrF \frakP .

2. Древесное произведение \pi 1(\scrG ) аппроксимируется классом \scrF \scrS \frakP конечных разрешимых

\frakP -групп.
3. Все группы Gv (v \in \scrV ) не имеют \frakP \prime -кручения и каждая подгруппа H\varepsilon e (e \in \scrE , \varepsilon = \pm 1)

\frakP \prime -изолирована в группе Ge(\varepsilon ).

Как уже отмечалось выше, если множество\frakP содержит все простые числа, то класс\frakP -ог-
раниченных нильпотентных групп совпадает с классом нильпотентных групп, являющихся
ограниченными разрешимыми в смысле А.И.Мальцева. Поэтому из теоремы 4 вытекает

Следствие. Пусть \scrT и \scrG — конечное дерево и редуцированный граф групп, определен-
ные так же, как и в теореме 4. Если все группы Gv (v \in \scrV ) нильпотентны и являются
ограниченными разрешимыми в смысле А.И.Мальцева, а все группы He (e \in \scrE ) локально
циклические, то древесное произведение \pi 1(\scrG ) финитно аппроксимируемо.

Пусть \scrC — произвольный класс групп. Следуя [12], будем говорить, что подгруппа Y
группыX \scrC -отделима в этой группе, если для любого элемента x \in X\setminus Y найдется гомомор-
физм \sigma группыX на группу из класса \scrC , удовлетворяющий условию x\sigma /\in Y \sigma . Очевидно, что
\scrC -аппроксимируемость группы X равносильна отделимости классом \scrC ее единичной под-
группы. Как уже упоминалось выше, для подгрупп \frakP -ограниченных нильпотентных групп
свойства \frakP \prime -изолированности и \scrF \frakP -отделимости выполняются одновременно. Поэтому сле-
дующее утверждение представляет собой обобщение достаточного условия \scrF \frakP -аппроксими-
руемости из теоремы 4 в случае, когда множество \frakP содержит лишь один элемент.

Теорема 5. Пусть p — некоторое простое число, \scrT = (\scrV , \scrE ) — конечное дерево, \scrG =\bigl( 
\scrT , Gv (v \in \scrV ), He (e \in \scrE ), \varphi \varepsilon e (e \in \scrE , \varepsilon = \pm 1)

\bigr) 
— (не обязательно редуцированный) граф

групп и все группы He (e \in \scrE ) являются локально циклическими. Если каждая группа Gv

(v \in \scrV ) \scrF p-аппроксимируема и для любых e \in \scrE , \varepsilon = \pm 1 подгруппа H\varepsilon e \scrF p-отделима

в группе Ge(\varepsilon ), то древесное произведение \pi 1(\scrG ) аппроксимируется классом \scrF p.

Отметим, что \scrF p-отделимость подгрупп H\varepsilon e, вообще говоря, не является необходимым
условием \scrF p-аппроксимируемости группы \pi 1(\scrG ) из теоремы 5; об этом свидетельствует,
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например, теорема 1 из [23]. Вместе с тем конечность дерева \scrT в условиях теорем 4, 5
и следствия из теоремы 4 существенна, как показывает приводимый

Пример. Пусть \scrT — граф-звезда с центральной вершиной v1 и множеством листьев \{ vi | 
i = 2, 3, . . .\} . Пусть также p — некоторое простое число и Zi (i \geqslant 0) — циклическая груп-
па порядка pi+1 с порождающим zi. Сопоставим вершине vi (i \geqslant 1) группу Zi, а ребру,
соединяющему вершины v1 и vi (i \geqslant 2) — группу Z0 и гомоморфизмы, переводящие по-

рождающий z0 в zp1 и zp
i

i . Тогда, за исключением конечности дерева \scrT , выполняются все
условия теоремы 5, а также (при выборе множества \frakP содержащим число p) условия тео-
ремы 4 и утверждение 3 последней. Вместе с тем при любом гомоморфизме \sigma древесного
произведения \pi 1(\scrG ) на конечную группу найдется такое i \geqslant 1, что порядок элемента zi\sigma 

меньше pi+1 и, следовательно, (zi\sigma )
pi = 1. Стало быть, z0\sigma = 1 и группа \pi 1(\scrG ) не является

финитно аппроксимируемой.

В заключение данного раздела отметим, что теоремы 4 и 5 обобщают следствие 5.5 из [24]
и теорему 3 из [25], в которых идет речь об \scrF p-аппроксимируемости древесного произведе-
ния с циклическими реберными подгруппами, соответственно, конечно порожденных ниль-
потентных и произвольных \scrF p-аппроксимируемых групп.

2. Доказательство теорем 2 и 3

Доказательство теоремы 3. Пусть Y — локально циклическая подгруппа группы X. За-
метим прежде всего, что если N \in \scrF \ast 

p (Y ) и k = [Y : N ], то N = Y k. В самом деле, очевидно,

Y k \leqslant N . В то же время, поскольку период локально циклической группы Y/Y k делит k, ука-
занная группа является циклической и имеет порядок не выше k. Следовательно, Y k = N .
Пусть теперьM — произвольная подгруппа из семейства \scrF \ast 

p (Y ), yM — некоторый порож-

дающий конечной циклической группы Y/M , q — порядок последней и S = \{ y, y2, . . . , yq - 1\} .
Тогда 1 /\in S и, пользуясь \scrF p-аппроксимируемостью группы X, можно найти подгруппу
Z \in \scrF \ast 

p (X), удовлетворяющую соотношению S \cap Z = \varnothing . Так как любые два неравных эле-
мента множества S лежат в разных смежных классах по модулю подгруппы Z, то q \leqslant r,
где r = | Y Z/Z| = [Y : Z \cap Y ]. Поскольку q и r являются p-числами, M = Y q и Z \cap Y = Y r,
отсюда следует, что q делит r, Z \cap Y \leqslant M , (Y Z/Z)/(MZ/Z) \sim = Y/M(Y \cap Z) = Y/M
и [Y Z/Z : MZ/Z] = q.
Хорошо известно, что каждая \scrF p-группа обладает нормальным рядом с факторами по-

рядка p. Пусть

1 = Z0/Z \leqslant Z1/Z \leqslant . . . \leqslant Zn/Z = X/Z

— такой ряд группы X/Z. Тогда факторы ряда

1 = Y Z/Z \cap Z0/Z \leqslant Y Z/Z \cap Z1/Z \leqslant . . . \leqslant Y Z/Z \cap Zn/Z = Y Z/Z

имеют порядки 1 или p и поэтому\bigl\{ 
[Y Z/Z : Y Z/Z \cap Zi/Z] | 0 \leqslant i \leqslant n

\bigr\} 
=

\bigl\{ 
1, p, p2, . . . , r

\bigr\} 
.

Так как конечная циклическая группа Y Z/Z содержит лишь одну подгруппу индекса q,
то Zi/Z\cap Y Z/Z = MZ/Z для некоторого i \in \{ 0, 1, . . . , n\} . Из последнего равенства и вклю-
чения Z \cap Y \leqslant M легко следует Zi \cap Y = M . Поскольку Zi/Z \in \scrF \ast 

p (X/Z), справедливо
соотношение Zi \in \scrF \ast 

p (X). Ввиду произвольности выбора подгруппы M отсюда вытекает,
что группа X \scrF p-регулярна по подгруппе Y . \square 
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Предложение 1 ([13], предложение 2). Для любого непустого множества простых чи-

сел \frakP класс \frakP -ограниченных нильпотентных групп замкнут относительно взятия фак-

тор-групп.

Предложение 2 ([13], теорема 3). Пусть \frakP — непустое множество простых чисел, X —

\frakP -ограниченная нильпотентная группа, Y — подгруппа группы X. Тогда \scrF \frakP -отделимость

подгруппы Y в группе X равносильна ее \frakP \prime -изолированности в этой группе. В частности,
группа X \scrF \frakP -аппроксимируема тогда и только тогда, когда она не имеет \frakP \prime -кручения.

Предложение 3. Пусть \frakP — непустое множество простых чисел, X — \frakP -ограниченная
нильпотентная группа и p \in \frakP . Тогда группа X \scrF p-регулярна по любой своей локально

циклической подгруппе.

Доказательство. Пусть Y — локально циклическая подгруппа группы X и M \in \scrF \ast 
p (Y ).

Для завершения доказательства достаточно указать подгруппу N \in \scrF \ast 
p (X), удовлетворяю-

щую соотношению N \cap Y = M .
Пусть T — множество всех элементов группы X, порядки которых конечны и являются

p\prime -числами. Известно (см., например, [26], следствие из теоремы 4.5), что это множество
представляет собой нормальную подгруппу группы X. Из соотношения Y/M \in \scrF p легко
следует T \cap Y \leqslant M . В силу предложения 1 фактор-группа X/T является \frakP -ограничен-
ной нильпотентной. Поскольку p \in \frakP , указанная группа оказывается и p-ограниченной.
Очевидно также, что она не имеет p\prime -кручения. Значит, группа X/T \scrF p-аппроксимируема
в силу предложения 2 и \scrF p-регулярна по локально циклической подгруппе Y T/T согласно
теореме 3. Из регулярности и легко проверяемого включения MT/T \in \scrF \ast 

p (Y T/T ) вытекает
существование подгруппы N/T \in \scrF \ast 

p (X/T ), удовлетворяющей соотношению N/T \cap Y T/T =
MT/T . Тогда N \in \scrF \ast 

p (X) и, так как T \cap Y \leqslant M , то N\cap Y = M . Следовательно, подгруппа N
является искомой. \square 

Всюду далее, если \frakP — некоторое множество простых чисел, то через \scrF \scrN \frakP будем обо-
значать класс конечных нильпотентных \frakP -групп.

Предложение 4. Пусть \frakP — непустое множество простых чисел, X — некоторая груп-

па и Y — подгруппа группы X. Если группа X \scrF p-регулярна по подгруппе Y для каждого

простого числа p \in \frakP , то она \scrF \scrN \frakP -регулярна по этой подгруппе.

Доказательство. Как и выше, зафиксируем подгруппу M \in \scrF \scrN \ast 
\frakP (Y ) и укажем подгруппу

N \in \scrF \scrN \ast 
\frakP (X), удовлетворяющую соотношению N \cap Y = M .

По теореме Бернсайда–Виландта (см., например [26], теорема 2.7) фактор-группа Y/M
раскладывается в прямое произведение своих силовских подгрупп L1/M , . . . , Ln/M . Пусть
pi (1 \leqslant i \leqslant n) — простое число, которому соответствует подгруппа Li/M , и Mi/M =\prod 

j \not =i Lj/M . Тогда [Y/M : Mi/M ] — pi-число (1 \leqslant i \leqslant n) и
\bigcap n

i=1Mi/M = 1, отсюда

M =
\bigcap n

i=1Mi. Так как Y/M \in \scrF \scrN \frakP , то p1, . . . , pn \in \frakP . Поэтому для каждого i \in \{ 1, . . . , n\} 
ввиду равенства [Y : Mi] = [Y/M : Mi/M ] и \scrF pi-регулярности группы X по подгруппе Y
найдется подгруппа Ni \in \scrF \ast 

pi(X), удовлетворяющая соотношению Ni \cap Y = Mi. Положим

N =
\bigcap n

i=1Ni. По теореме Ремака (см., например, [27], теорема 4.3.9) фактор-группа X/N
вкладывается в прямое произведение фактор-групп X/Ni (1 \leqslant i \leqslant n), каждая из кото-
рых принадлежит классу \scrF \scrN \frakP в силу соотношений pi \in \frakP , \scrF pi \subseteq \scrF \scrN \frakP . Следовательно,
X/N \in \scrF \scrN \frakP и, поскольку N \cap Y =

\bigcap n
i=1Ni \cap Y =

\bigcap n
i=1Mi = M , подгруппа N оказывается

искомой. \square 
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Доказательство теоремы 2. Пусть Q — непустое подмножество множества \frakP и Y — ло-
кально циклическая подгруппа группы X. Тогда X — Q-ограниченная нильпотентная груп-
па. Согласно предложениям 3 и 4 она \scrF p-регулярна по подгруппе Y для каждого простого
числа p \in Q и \scrF \scrN Q-регулярна по этой подгруппе. Поскольку группа X нильпотентна, свой-
ства \scrF \scrN Q-регулярности и \scrF Q-регулярности для нее совпадают. Значит, указанная группа
\scrF Q-регулярна по подгруппе Y , что и требовалось. \square 

3. Доказательство теорем 4 и 5

Всюду в этом разделе будем предполагать заданными дерево \scrT = (\scrV , \scrE ) и граф групп
\scrG =

\bigl( 
\scrT , Gv (v \in \scrV ), He (e \in \scrE ), \varphi \varepsilon e (e \in \scrE , \varepsilon = \pm 1)

\bigr) 
. Напомним (см. [28]), что соглас-

но одному из равносильных определений содержащий неединичные группы класс групп \scrC 
называется корневым, если он замкнут относительно взятия подгрупп, расширений и де-
картовых произведений вида

\prod 
y\in Y Xy, где X,Y \in \scrC и Xy — изоморфная копия группы X

для каждого элемента y \in Y .

Предложение 5 ([29], теорема 1). Пусть \scrC — корневой класс групп.

1. Группа \pi 1(\scrG ) \scrC -аппроксимируема, если выполняются следующие условия,

(i) \forall v \in \scrV 
\bigcap 

N\in \scrC \ast (\pi 1(\scrG ))(N \cap Gv) = 1,

(ii) \forall e \in \scrE , \varepsilon = \pm 1
\bigcap 

N\in \scrC \ast (\pi 1(\scrG ))H\varepsilon e(N \cap Ge(\varepsilon )) = H\varepsilon e.

2. Если группа \pi 1(\scrG ) \scrC -аппроксимируема, то выполняется условие (i).

Будем говорить, что слово в алфавите \{ x, y, x - 1, y - 1\} имеет специальный вид, если оно
не содержит подслов вида x\alpha x\beta и y\alpha y\beta , где \alpha , \beta = \pm 1. Следующее утверждение является
частным случаем теоремы 2 из [29].

Предложение 6. Пусть граф \scrG редуцирован и для любых e \in \scrE , \varepsilon = \pm 1 существует

слово \omega (x, y) специального вида такое, что \omega (h, g) = 1 для всех h \in H\varepsilon e, g \in Ge(\varepsilon ). Тогда

из аппроксимируемости группы \pi 1(\scrG ) некоторым классом групп \scrC следует выполнение

условия (ii) предложения 5.

Приведем ряд понятий и обозначений из [29]. Пусть для каждой вершины v \in \scrV в груп-
пе Gv выбрана некоторая нормальная подгруппа Rv. Семейство \scrR = \{ Rv | v \in \scrV \} будем
называть системой совместимых нормальных подгрупп группы \pi 1(\scrG ), если для любого

ребра e \in \scrE справедливо равенство
\Bigl( 
Re(1) \cap H+e

\Bigr) 
\varphi  - 1
+e =

\Bigl( 
Re( - 1) \cap H - e

\Bigr) 
\varphi  - 1
 - e.

Пусть

Gv = Gv/Rv (v \in \scrV ), Re =
\Bigl( 
Re(\pm 1) \cap H\pm e

\Bigr) 
\varphi  - 1
\pm e (e \in \scrE ),

He = He/Re (e \in \scrE ), H\varepsilon e = H\varepsilon eRe(\varepsilon )/Re(\varepsilon ) (e \in \scrE , \varepsilon = \pm 1).

Легко видеть, что отображение \varphi \varepsilon e : He \rightarrow Ge(\varepsilon ) (e \in \scrE , \varepsilon = \pm 1), переводящее смежный
класс hRe (h \in He) в элемент (h\varphi \varepsilon e)Re(\varepsilon ), корректно определено и является изоморфизмом

группы He на подгруппу H\varepsilon e. Поэтому можно рассмотреть граф групп

\scrG \scrR =
\bigl( 
\scrT , Gv (v \in \scrV ), He (e \in \scrE ), \varphi \varepsilon e (e \in \scrE , \varepsilon = \pm 1)

\bigr) 
и сюръективный гомоморфизм \rho \scrR : \pi 1(\scrG ) \rightarrow \pi 1(\scrG \scrR ), действующий тождественно на обра-
зующих группы \pi 1(\scrG ). Нетрудно показать, что \mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r} \rho \scrR \cap Gv = Rv для всех v \in \scrV .
Пусть \scrC — произвольный класс групп. Назовем систему\scrR \scrC -допустимой, если существует

гомоморфизм древесного произведения \pi 1(\scrG \scrR ) на группу из класса \scrC , инъективный на всех
группах Gv (v \in \scrV ). Далее через R(\scrC ) будем обозначать совокупность всех \scrC -допустимых
систем совместимых нормальных подгрупп группы \pi 1(\scrG ).
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Предложение 7 ([29], теорема 3). Если \scrC — класс групп, замкнутый относительно взя-

тия подгрупп, и для любых u \in \scrV , M \in \scrC \ast (Gu) существует система \scrR = \{ Rv | v \in \scrV \} \in 
R(\scrC ) такая, что Ru \leqslant M , то условия (i) и (ii) из формулировки предложения 5 равно-

сильны следующим условиям:
(i)\prime все группы Gv (v \in \scrV ) \scrC -аппроксимируемы,
(ii)\prime для любых e \in \scrE , \varepsilon = \pm 1 подгруппа H\varepsilon e \scrC -отделима в группе Ge(\varepsilon ).

Предложение 8. Пусть \scrC — корневой класс групп и для любой вершины v \in \scrV груп-

па \pi 1(\scrG ) \scrC -регулярна по подгруппе Gv. Тогда справедливы следующие утверждения.

1. Если выполняются условия (i)\prime и (ii)\prime из формулировки предложения 7, то груп-

па \pi 1(\scrG ) \scrC -аппроксимируема.
2. Если граф \scrG редуцирован и все группы Gv (v \in \scrV ) нильпотентны, то верно и обрат-

ное: из \scrC -аппроксимируемости группы \pi 1(\scrG ) вытекают условия (i)\prime и (ii)\prime .

Доказательство. Зафиксируем произвольные вершину u \in \scrV и подгруппуM \in \scrC \ast (Gu). По-
скольку группа \pi 1(\scrG ) \scrC -регулярна по подгруппе Gu, существует подгруппа N \in \scrC \ast (\pi 1(\scrG )),
удовлетворяющая соотношениюN\cap Gu = M . В силу предложения 2 из [29] система подгрупп
\scrR = \{ N \cap Gv | v \in \scrV \} принадлежит совокупности R(\scrC ). Значит, выполнены все условия
предложения 7, согласно которому требования (i) и (ii) из формулировки предложения 5
равносильны требованиям (i)\prime и (ii)\prime . Отсюда и из предложения 5 вытекает справедливость
утверждения 1.
Предположим теперь, что граф \scrG редуцирован и все группы Gv (v \in \scrV ) являются ниль-

потентными. Определим последовательность слов \omega k(x, y) в алфавите \{ x, y, x - 1, y - 1\} сле-
дующим образом:

\omega 1(x, y) = [x, y] = x - 1y - 1xy, \omega k+1(x, y) = [x, \omega k(x, y)], k \geqslant 1.

Используя индукцию по k, нетрудно проверить, что для каждого k \geqslant 1 слово \omega k(x, y) имеет
длину 2k+1, начинается на x - 1y - 1, заканчивается на xy и не содержит подслов вида x\alpha x\beta 

и y\alpha y\beta , где \alpha , \beta = \pm 1. Если e \in \scrE , \varepsilon = \pm 1 и c — ступень нильпотентности группы Ge(\varepsilon ),
то для любых h \in H\varepsilon e, g \in Ge(\varepsilon ) справедливо равенство \omega c(h, g) = 1. Значит, к графу \scrG 
применимо предложение 6, согласно которому условие (ii) является необходимым для \scrC -ап-
проксимируемости группы \pi 1(\scrG ). Необходимость условия (i) обеспечивается предложени-
ем 5. Ввиду доказанной выше равносильности требований (i), (ii) и (i)\prime , (ii)\prime отсюда следует,
что утверждение 2 доказываемого предложения также имеет место. \square 

Предложение 9. Если p — некоторое простое число, дерево \scrT конечно, все группы Gv

(v \in \scrV ) \scrF p-аппроксимируемы и все группы He (e \in \scrE ) являются конечными циклическими,
то группа \pi 1(\scrG ) \scrF p-аппроксимируема.

Доказательство. Очевидные индуктивные соображения позволяют ограничиться рассмот-
рением случая, когда дерево \scrT содержит лишь одно ребро. При таком предположении до-
казываемое утверждение оказывается частным случаем теоремы 4.3 из [5]. \square 

Предложение 10. Пусть дерево \scrT конечно и все группы He (e \in \scrE ) являются локально

циклическими. Если p — некоторое простое число и для любых e \in \scrE , \varepsilon = \pm 1 группа Ge(\varepsilon )

\scrF p-регулярна по подгруппе H\varepsilon e, то для каждой вершины u \in \scrV группа \pi 1(\scrG ) \scrF p-регулярна

по подгруппе Gu.

Доказательство. Пусть u \in \scrV и M \in \scrF \ast 
p (Gu). Покажем, что существует подгруппа N \in 

\scrF \ast 
p (\pi 1(\scrG )), удовлетворяющая соотношению N \cap Gu = M .
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Воспользуясь индукцией по длине (единственного) пути, соединяющего в дереве \scrT за-
данную вершину с вершиной u, построим в группе \pi 1(\scrG ) такую систему \scrR = \{ Rv | v \in \scrV \} 
совместимых нормальных подгрупп, что Rv \in \scrF \ast 

p (Gv) для всех v \in \scrV . Положим Ru = M .
Далее будем считать, что для всех вершин, находящихся от u на расстоянии менее \ell \geqslant 1,
соответствующие им подгруппы системы \scrR уже построены, и выберем произвольную вер-
шину w на расстоянии \ell от u. Очевидно, что существует в точности одно ребро e, связыва-
ющее w с некоторой из уже рассмотренных вершин, и что второй конец ребра e находится
от u на расстоянии \ell  - 1. Пусть число \varepsilon = \pm 1 таково, что e(\varepsilon ) = w. Согласно индуктивному
предположению подгруппа Re( - \varepsilon ) \in \scrF \ast 

p (Ge( - \varepsilon )) уже определена. Так как

H - \varepsilon e/Re( - \varepsilon ) \cap H - \varepsilon e
\sim = H - \varepsilon eRe( - \varepsilon )/Re( - \varepsilon ) \leqslant Ge( - \varepsilon )/Re( - \varepsilon )

и Ge( - \varepsilon )/Re( - \varepsilon ) \in \scrF p, то Re( - \varepsilon )\cap H - \varepsilon e \in \scrF \ast 
p (H - \varepsilon e) и

\Bigl( 
Re( - \varepsilon )\cap H - \varepsilon e

\Bigr) 
\varphi  - 1
 - \varepsilon e\varphi \varepsilon e \in \scrF \ast 

p (H\varepsilon e). Ввиду

\scrF p-регулярности группыGe(\varepsilon ) по подгруппеH\varepsilon e отсюда вытекает, что существует подгруппа

Rw \in \scrF \ast 
p (Gw), удовлетворяющая соотношению Rw \cap H\varepsilon e =

\Bigl( 
Re( - \varepsilon ) \cap H - \varepsilon e

\Bigr) 
\varphi  - 1
 - \varepsilon e\varphi \varepsilon e. Тогда\Bigl( 

Rw \cap H\varepsilon e

\Bigr) 
\varphi  - 1
\varepsilon e =

\Bigl( 
Re( - \varepsilon ) \cap H - \varepsilon e

\Bigr) 
\varphi  - 1
 - \varepsilon e и, стало быть, определяемая описанным образом

система \scrR является искомой.
Очевидно, что дерево \scrT и граф групп \scrG \scrR =

\bigl( 
\scrT , Gv (v \in \scrV ), He (e \in \scrE ), \varphi \varepsilon e (e \in \scrE ,

\varepsilon = \pm 1)
\bigr) 
удовлетворяют всем условиям предложения 9, согласно которому группа \pi 1(\scrG \scrR )

\scrF p-аппроксимируема. Отсюда имеем существование подгруппы N \in \scrF \ast 
p (\pi 1(\scrG \scrR )), триви-

ально пересекающейся с конечной подгруппой Gu = Gu/Ru. Обозначим через N полный
прообраз подгруппы N относительно гомоморфизма \rho \scrR . Тогда N \in \scrF \ast 

p (\pi 1(\scrG )) и, поскольку
\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r} \rho \scrR \cap Gu = Ru = M , справедливо равенство N \cap Gu = M . Значит, подгруппа N является
искомой. \square 

Доказательство теоремы 4. В силу предложения 3 для любых p \in \frakP , e \in \scrE , \varepsilon = \pm 1 груп-
па Ge(\varepsilon ) \scrF p-регулярна по подгруппе H\varepsilon e. Поэтому согласно предложений 10 и 4 для каждой
вершины v \in \scrV группа \pi 1(\scrG ) \scrF \scrN \frakP -регулярна по подгруппе Gv. Ввиду нильпотентности
последней справедливы равенства \scrF \ast 

\frakP (Gv) = \scrF \scrN \ast 
\frakP (Gv) = \scrF \scrS \ast 

\frakP (Gv). Значит, группа \pi 1(\scrG )
\scrF \frakP - и \scrF \scrS \frakP -регулярна по подгруппе Gv. Нетрудно проверить, что классы \scrF \frakP и \scrF \scrS \frakP являют-
ся корневыми. Поэтому согласно предложению 8 группа \pi 1(\scrG ) аппроксимируется классом \scrC ,
где \scrC = \scrF \frakP или \scrC = \scrF \scrS \frakP , тогда и только тогда, когда

(i)\prime все группы Gv (v \in \scrV ) \scrC -аппроксимируемы,
(ii)\prime для любых e \in \scrE , \varepsilon = \pm 1 подгруппа H\varepsilon e \scrC -отделима в группе Ge(\varepsilon ).
В силу предложения 2 \scrF \frakP -отделимость подгруппы H\varepsilon e в группе Ge(\varepsilon ) равносильна ее

\frakP \prime -изолированности в этой группе, а \scrF \frakP -аппроксимируемость группы Gv — отсутствию
в ней \frakP \prime -кручения. Поскольку для любых e \in \scrE , \varepsilon = \pm 1 группа Ge(\varepsilon ) нильпотентна, \scrF \frakP -ап-
проксимируемость данной группы и \scrF \frakP -отделимость в ней подгруппы H\varepsilon e имеют место
одновременно с аппроксимируемостью и отделимостью классом \scrF \scrN \frakP , а значит, и клас-
сом \scrF \scrS \frakP . Таким образом, каждое из утверждений 1, 2 теоремы 4 равносильно утвержде-
нию 3. \square 

Доказательство теоремы 5. В силу теоремы 3 для любых e \in \scrE , \varepsilon = \pm 1 группа Ge(\varepsilon )

\scrF p-регулярна по подгруппе H\varepsilon e. Согласно предложению 10 отсюда следует, что для каж-
дой вершины v \in \scrV группа \pi 1(\scrG ) \scrF p-регулярна по подгруппе Gv. Легко видеть, что класс \scrF p

является корневым. Стало быть, доказываемая теорема вытекает из утверждения 1 пред-
ложения 8. \square 
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Certain residual properties of bounded nilpotent groups and their tree products

Abstract. Let \frakP be a non-empty set of primes. We prove that any \frakP -bounded nilpotent group
is \frakP -potent, and the tree product T of a finite number of \frakP -bounded nilpotent groups with proper
locally cyclic edge subgroups is residually a finite \frakP -group if and only if any vertex group of T
has no \frakP \prime -torsion and any edge subgroup of T is \frakP \prime -isolated in the vertex group containing it. We
prove also that the tree product of a finite number of groups with locally cyclic edge subgroups
is residually a finite p-group if all its vertex groups have this property and any edge subgroup
is separable in the corresponding vertex group by the class of finite p-groups.
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