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Введение

Антисимметрические функции возникают в поле изучения в квантовой физике как вол-
новые функции систем фермионов (протоны, нейтроны и т. д.), о чем говорит принцип
Паули. Поэтому имеется большое количество работ, в которых классические неравенства
рассматриваются исключительно на антисимметрических функциях (например, [1], [2]).
В первую очередь дадим несколько определений. Пусть N и d — натуральные числа. Мы

будем рассматривать в качестве аргументов функций элементы вида x = (x1, . . . , xN ) \in 
\BbbR dN , где xi = (xi1, . . . , xid) \in \BbbR d для всех 1 \leqslant i \leqslant N. Функция u, заданная на \BbbR dN , называ-
ется антисимметрической, если для всех 1 \leqslant i, j \leqslant N и x1, . . . , xN \in \BbbR d

u(x1, . . . , xi, . . . , xj , . . . , xN ) =  - u(x1, . . . , xj , . . . , xi, . . . , xN ), (1)

и симметрической, если

u(x1, . . . , xi, . . . , xj , . . . , xN ) = u(x1, . . . , xj , . . . , xi, . . . , xN ).

Для обозначения некоторых подклассов антисимметрических функций мы будем использо-
вать те же обозначения, что и в классическом случае, но с индексом A: L2

A

\bigl( 
\BbbR dN

\bigr) 
, H1

A

\bigl( 
\BbbR dN

\bigr) 
и H2

A

\bigl( 
\BbbR dN

\bigr) 
суть подклассы соответствующих пространств L2

\bigl( 
\BbbR dN

\bigr) 
, H1

\bigl( 
\BbbR dN

\bigr) 
и H2

\bigl( 
\BbbR dN

\bigr) 
,

состоящих из антисимметрических функций.
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Обозначим через  - \Delta as оператор Лапласа на L
2
\bigl( 
\BbbR dN

\bigr) 
, суженный на антисимметрические

функции,

\scrH as =  - \Delta as  - V

— соответствующий оператор Шрёдингера. Здесь V — симметрическая функция, физиче-
ский смысл которой есть потенциальная энергия.
В данной работе мы приведем результаты, связанные с улучшением констант в клас-

сических функциональных и спектральных неравенствах для класса антисимметрических
функций.

1. Функциональные неравенства

Мы начнем с классических функциональных неравенств Харди и Соболева, уточненных
на антисимметрических функциях в [3]–[5].

1.1. Определители типа Вандермонда. Рассмотрим

\psi 
(d)
N (x1, . . . , xN ) =

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
\varphi 
(d)
1 (x1) \cdot \cdot \cdot \varphi 

(d)
1 (xN )

...
. . .

...

\varphi 
(d)
N (x1) \cdot \cdot \cdot \varphi 

(d)
N (xN )

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| , (2)

где \varphi 
(d)
1 (t), \varphi 

(d)
2 (t) = t1, . . . суть приведенные одночлены d переменных, упорядоченные лек-

сикографически.

Если \scrV d(N) есть степень \psi 
(d)
N , то можно утверждать, что это минимальная степень анти-

симметрического многочлена. При этом функция \psi 
(d)
N (x1, . . . , xN ) есть однородный гармони-

ческий многочлен. Подобные многочлены степениm при сужении на сферу \BbbS dN - 1 являются
собственными функциями оператора Лапласа–Бельтрами в L2

\bigl( 
\BbbS dN - 1

\bigr) 
с соответствующим

собственным значением

\mu = m(m+ dN  - 2).

Очевидно, степень \psi 
(d)
N равна сумме степеней каждой строки определителя (2). Тогда

минимальное собственное число оператора Лапласа–Бельтрами на сфере

\mu d(N) = \scrV d(N)(\scrV d(N) + dN  - 2). (3)

Отметим, что нахождение кратности даже минимального собственного числа не является
простой задачей при d > 1. Исследование спектра оператора Лапласа–Бельтрами на сфере
с помощью определителей (2) подробно изложено в [5].
Возвращаясь к минимальному собственному числу, можно утверждать согласно [4], что

\scrV d(N) =
d

d+ 1
d
\surd 
d!N1+ 1

d  - d

2
N +O(N1 - 1

d ) при N \rightarrow \infty ,

откуда

\mu d(N) =
d2

(d+ 1)2
d
\surd 
d!2N2+ 2

d +O
\bigl( 
N2
\bigr) 
.

Случай d = 1 представлен в [3]. Тогда нетрудно получить явные значения степени мно-

гочлена \psi 
(1)
N , которая равна \scrV 1(N) =

N(N  - 1)

2
, и собственного числа

\mu 1(N) =
N(N  - 1)(N2 +N  - 4)

4
,

чья кратность равна единице.
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1.2. Неравенство Харди. Рассмотренные определители (2) согласно [4] позволяют улуч-
шить неравенство Харди для функций из класса H1

A

\bigl( 
\BbbR dN

\bigr) 
.

Теорема 1. Пусть u \in H1
A

\bigl( 
\BbbR dN

\bigr) 
. Тогда\int 

\BbbR dN

| \nabla u(x)| 2dx \geqslant HA(dN)

\int 
\BbbR dN

| u(x)| 2

| x| 2
dx,

где константа HA(dN) точна и равна

HA(dN) =
(dN  - 2)2

4
+ \scrV d(N)(\scrV d(N) + dN  - 2). (4)

Здесь

HA(dN) =
(dN  - 2)2

4
+ \mu d(N),

где \mu d(N) задана в (3) и появляется из так называемой ангулярной части оценки,
(dN - 2)2/4 — классическая константа Харди, которая обосновывается радиальной оценкой.
В случае, когда d = 1 и N \geqslant 2, формула (4) становится явной (см. [3]):\int 

\BbbR N

| \nabla u| 2 dx \geqslant 
(N2  - 2)2

4

\int 
\BbbR N

| u| 2

| x| 2
dx, u \in H1

A(\BbbR N ).

Замечание. Отметим, что классическая константа в неравенстве Харди для функций из
H1
\bigl( 
\BbbR dN

\bigr) 
равна (dN  - 2)2/4 \sim (dN)2/4 при N \rightarrow \infty , в то время как

HA(dN) \sim 

\Biggl( 
d d
\surd 
d!

d+ 1

\Biggr) 2

N2+ 2
d /4.

1.3. Носитель антисимметрической функции. Из определения (1) нетрудно заклю-
чить, что при xi = xj любая антисимметрическая функция принимает нулевое значение.
Тогда можно утверждать, что на множестве EN = \{ x \in \BbbR N : x1 < x2 < . . . < xN\} она
удовлетворяет условию Дирихле. Это свойство является ключевым при доказательстве
неравенства Соболева, поэтому его обобщение для d > 1 играет важную роль.
Рассмотрим действие симметрической группы \scrS N на \BbbR dN . Для произвольного

x = (x1, . . . , xN ) \in \BbbR dN (xj \in \BbbR d) и \sigma \in \scrS N

обозначим через \sigma x =
\bigl( 
x\sigma (1), . . . , x\sigma (N)

\bigr) 
перестановку элементов x.

Теорема 2 ([4]). Пусть u — симметрическая функция \BbbR dN . Для произвольного x \in \BbbR dN и

\sigma \in \scrS N , \sigma \not = id, не существует непрерывного пути \Gamma : [0, 1] \rightarrow \BbbR dN такого, что \Gamma (0) = x,
\Gamma (1) = \sigma x и u(\Gamma (t)) \not = 0 при всех t \in [0, 1].

Отсюда вытекает

Следствие 1. Носитель произвольной функции u \in H1
A

\bigl( 
\BbbR dN

\bigr) 
разбивается на N ! частей,

каждая из которых может быть получена из любой другой действием \scrS N , причем u удо-
влетворяет условию Дирихле на каждой из них.
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1.4. Неравенство Соболева. Подобно неравенству Харди, уточняется и неравенство Со-
болева (см. [4]):

Теорема 3. Для всех u \in H1
A

\bigl( 
\BbbR dN

\bigr) 
, dN \geqslant 3, имеет место неравенство\int 

\BbbR dN

| \nabla u| 2 dx \geqslant SA(dN)

\biggl( \int 
\BbbR dN

| u| 
2dN
dN - 2 dx

\biggr) dN - 2
dN

,

где

SA(dN) = (N !)
2

dN S(dN).

Здесь S(n) — классическая константа Соболева,

S(n) = \pi n (n - 2)

\left(  \Gamma 
\Bigl( n
2

\Bigr) 
\Gamma (n)

\right)  
2
n

.

Доказательство теоремы 3 опирается на возможность разбить носитель антисимметри-
ческой функции как в следствии 1.

2. Спектральные неравенства

Основными результатами данной работы являются спектральные неравенства для опера-
торов Шрёдингера на антисимметрических функциях. Неравенcтва Либа–Тирринга (ЛТ) и
Цвикеля–Либа–Розенблюма (ЦЛР) играют важную роль в математической физике, анали-
зе и теории динамических систем. Оригинальные результаты были получены в знаменитой
статье Либа и Тирринга [6] и статьях Цвикеля, Либа и Розенблюма [7]–[9]. На сегодняш-
ний день результаты, связанные с оценкой спектра оператора Шрёдингера, можно найти в
книге [10].
Пусть \{  - \lambda k\} суть отрицательные собственные числа оператора \scrH . Если потенциал V

принадлежит классу \in L\gamma +n/2(\BbbR n), \gamma \geqslant 0, то согласно ЛТ можно утверждать, что

\mathrm{T}\mathrm{r}\scrH \gamma 
 - = \mathrm{T}\mathrm{r} ( - \Delta  - V )\gamma  - =

\sum 
k

\lambda \gamma k \leqslant L\gamma ,n

\int 
\BbbR n

V \gamma +n/2 dx, (5)

где s - =  - s, если s < 0, и s - = 0 иначе, причем собственные числа  - \lambda k повторяются с
учетом кратности.
В случае \gamma = 0, неравенство (5) и есть неравенство ЦЛР, а для \gamma > 0 оно носит имена

Либа и Тиринга. Известно, что константа L\gamma ,n в (5) конечна для

\gamma \geqslant 1/2, если n = 1,

\gamma > 0, если n = 2,

\gamma \geqslant 0, если n \geqslant 3.

(6)

Очевидно, что неравенство (5) влечет оценку минимального отрицательного собственного
числа, т. е. существует такая константа L1

\gamma ,n, что

(\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{f} \mathrm{s}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{c} ( - \Delta  - V ))\gamma  - \leqslant L1
\gamma ,n

\int 
\BbbR n

V \gamma +n/2 dx.

Отметим, что L1
\gamma ,n \leqslant L\gamma ,n. В [6] авторы выдвигают гипотезу о том, что точное значение

L\gamma ,n совпадает с L1
\gamma ,n. Эта гипотеза по-прежнему не доказана в наиболее важных случаях,

однако в тех случаях, когда значение L\gamma ,n известно, гипотеза верна.
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Теорема 4. Пусть d = 1 и V \geqslant 0 — симметрическая функция из L\gamma +N/2(\BbbR N ). Тогда для

любого \gamma , удовлетворяющего условию (6), выполнено неравенство

\mathrm{T}\mathrm{r} ( - \Delta  - V )\gamma  - \leqslant 
L\gamma ,N

N !

\int 
\BbbR N

V \gamma +N/2 dx.

Ключевым фактом в доказательстве этой теоремы также является следствие 1. Для \gamma = 0
есть неравенство ЦЛР для антисимметрических функций.
Обозначим через \frakH as оператор Лапласа  - \Delta as с добавленным слагаемым типа Харди:

\frakH as =  - \Delta as  - HA(dN)
1

| x| 2
.

Тогда имеет место

Теорема 5. Пусть V \geqslant 0 — симметрический потенциал такой, что V \in L\gamma +n+\alpha 
2 (\BbbR n),

где n = dN, n \geqslant 3, \gamma > 0, \alpha \geqslant 0. Тогда существует константа C\gamma ,n,\alpha , независящая от V ,
для которой

\mathrm{T}\mathrm{r} (\frakH as  - V )\gamma  - \leqslant C\gamma ,n,\alpha 

\int 
\BbbR n

V (x)\gamma +
n+\alpha 
2 | x| \alpha dx.

В случае \alpha = 0 мы имеем

Следствие 2. Пусть n \geqslant 3, где n = dN, и \gamma > 0. Тогда

\mathrm{T}\mathrm{r} (\frakH as  - V )\gamma  - \leqslant C\gamma ,n,0

\int 
\BbbR n

V (x)\gamma +
n
2 dx.

Отметим, что точное значение константы C\gamma ,n,\alpha неизвестно даже в общем случае, однако
помимо улучшения константы в правой части множитель перед слагаемым типа Харди так-
же значительно больше для антисимметрических функций. Другими словами, неравенcтво
Харди–Либа–Тирринга претерпевает уточнение сразу в обеих его частях.
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