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О ЛОКАЛЬНЫХ БИФУРКАЦИЯХ В НЕЛИНЕЙНЫХ
НЕПРЕРЫВНО-ДИСКРЕТНЫХ ДИНАМИЧЕСКИХ СИСТЕМАХ

Аннотация. Изучается динамика нелинейных непрерывно-дискретных (гибридных) систем и
ее зависимость от шага h дискретизации. Такие системы содержат фазовые переменные и
уравнения как с непрерывным, так и с дискретным временем. Основным в работе является
вопрос о локальных бифуркациях при потере устойчивости точек равновесия гибридных си-
стем. Приводятся достаточные признаки бифуркаций, изучаются свойства бифуркаций, опре-
деляются возможные сценарии бифуркаций. Введено понятие трансверсальной бифуркации,
означающее, что соответствующее собственное значение матрицы линеаризованной задачи
переходит через единичную окружность при переходе параметра h через точку бифуркации
h0. Показано, что в однопараметрической постановке типичными являются два основных
сценария: трансверсальная бифуркация удвоения периода и трансверсальная бифуркация
Андронова–Хопфа, при этом сценарий трансверсальной бифуркации кратного равновесия,
как правило, не реализуется. Приводятся примеры, иллюстрирующие эффективность пред-
ложенных подходов в задаче исследования бифуркаций в гибридных системах.
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1. Введение и постановка задачи

Решение многих теоретических и практических вопросов связано с необходимостью изу-
чения непрерывно-дискретных (гибридных) динамических систем. Процессы в таких си-
стемах имеют несколько уровней разнородного описания, при этом каждое из них может
содержать как непрерывные, так и дискретные компоненты. Различным аспектам исследо-
вания гибридных систем посвящена обширная литература (см., например, [1]–[3] и имеющу-
юся там библиографию). Одними из наиболее интересных и важных задач здесь являются
задачи об устойчивости основных режимов гибридных систем и связанные с ними зада-
чи о бифуркациях; интерес к изучению указанных задач у специалистов разного профиля
является стабильно высоким (см., например, [4]–[6]).
Большинство исследований задач о бифуркациях связано с рассмотрением ситуаций, ко-

гда в качестве бифуркационных параметров рассматривают те или иные коэффициенты
уравнений системы. В этой связи следует отметить, что важными параметрами гибридной
системы являются и величины h, характеризующие длительности промежутков времени, в
течение которых система функционирует в непрерывном варианте. Хорошо известно, что
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своевременными переключениями неустойчивого режима непрерывной системы можно до-
биться ее устойчивости. И наоборот, даже когда режим непрерывной системы устойчив,
при правильных переключениях он может стать неустойчивым [7]–[9]. Поэтому величины
h также могут оказаться бифуркационными: их изменение может приводить к различным
сценариям качественной перестройки поведения системы.
В настоящей статье приводятся новые достаточные признаки бифуркаций в окрестностях

положений равновесия нелинейных гибридных систем, при этом в качестве бифуркацион-
ного параметра рассматриваются указанные величины h. Полученные в настоящей работе
результаты являются развитием результатов авторов, анонсированных в работах [10], [11].
Основным объектом, рассматриваемым в работе, является нелинейная гибридная систе-

ма, динамика которой описывается уравнениями

x\prime (t) = f(x(t), y(tk)) , tk \leqslant t < tk+1 ,
y(tk+1) = g(x(tk+1), y(tk)) , k = 0, 1, 2, . . . ;

(1)

здесь x \in Rn, y \in Rm — переменные, характеризующие поведение соответственно непре-
рывной и дискретной частей системы (1), моменты времени tk задают на R равномерную
сетку c шагом h > 0:

0 = t0 < t1 = t0 + h < t2 = t1 + h < . . . < tk+1 = tk + h < . . . , (2)

функции f(x, y) и g(x, y) являются непрерывно дифференцируемыми и порождают опера-
торы f : Rn \times Rm \rightarrow Rn, g : Rn \times Rm \rightarrow Rm .
Функционирование системы (1) осуществляется по стандартной схеме:

1) задаются начальные условия u0 = (x0, y0);
2) по решению x = \varphi 0(t) задачи Коши x\prime = f(x, y0) , x(t0) = x0 , находятся векторы

x1 = \varphi 0(t1) и y1 = g(x1, y0) ;
3) по решению x = \varphi 1(t) задачи Коши x\prime = f(x, y1) , x(t1) = x1 , находятся векторы

x2 = \varphi 1(t2) и y2 = g(x2, y1) ;

и т. д.
Таким образом, решением u(t) = (x(t), y(t)) гибридной системы (1), стартующим из точки

u0 = (x0, y0), является функция

u(t) = (x(t), y(t)) =

\left\{         
(\varphi 0(t), y0) , t0 \leqslant t < t1 ;
(\varphi 1(t), y1) , t1 \leqslant t < t2 ;
(\varphi 2(t), y2) , t2 \leqslant t < t3 ;

...

(3)

Первая компонента x(t) решения u(t) = (x(t), y(t)) вида (3) является непрерывной при всех
t \geqslant 0, непрерывно дифференцируемой на каждом интервале tj < t < tj+1, но не обязательно
дифференцируемой в моменты переключений t = tj . Что касается второй компоненты, т. е.
функции y(t), то она является кусочно-постоянной, меняя свои значения в моменты t = tj .
Постоянные решения u(t) \equiv (x\ast , y\ast ), как обычно, будем называть точками равновесия

гибридной системы (1). Точки равновесия являются решениями системы

f(x, y) = 0 ,
g(x, y) = y .

Для гибридной системы (1) естественным образом определяются также периодические ре-
шения с периодом T = kh; здесь k — натуральное число.
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Будем полагать, что система (1) имеет нулевую точку равновесия x = 0, y = 0; другими
словами, будем предполагать выполненными равенства

f(0, 0) = 0 , g(0, 0) = 0 . (4)

В статье изучаются вопросы, связанные с бифуркациями в окрестности нулевого по-
ложения равновесия x = 0, y = 0 системы (1). В качестве бифуркационного параметра
рассматривается шаг h > 0 сетки (2).

2. Вспомогательные построения

2.1. Переход к дискретной системе. В силу равенств (4) функции f(x, y) и g(x, y) пред-
ставимы в виде

f(x, y) = A1x+B1y + a(x, y) , g(x, y) = A2x+B2y + b(x, y) (x \in Rn , y \in Rm) , (5)

где A1 = f \prime 
x(0, 0), B1 = f \prime 

y(0, 0), A2 = g\prime x(0, 0), B2 = g\prime y(0, 0) , а гладкие нелинейности a(x, y)
и b(x, y) удовлетворяют соотношениям:

a(x, y) = o(\| x\| + \| y\| ) , b(x, y) = o(\| x\| + \| y\| ) при \| x\| + \| y\| \rightarrow 0 . (6)

Матрицы A1 , B1 , A2 , B2 порождают линейные операторы A1 : Rn \rightarrow Rn, B1 : R
m \rightarrow Rn,

A2 : R
n \rightarrow Rm, B2 : R

m \rightarrow Rm .
В работе [12] показано, что если \mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{t}A1 \not = 0, то гибридная система (1) эквивалентна (в

приводимом ниже смысле) следующей дискретной динамической системе (ДДС):

xk+1 = eA1hxk +A - 1
1

\bigl( 
eA1h  - I

\bigr) 
B1yk + \varepsilon (xk, yk;h) ,

yk+1 = A2e
A1hxk +

\bigl( 
A2A

 - 1
1

\bigl( 
eA1h  - I

\bigr) 
B1 +B2

\bigr) 
yk + c(xk, yk;h) ;

(7)

здесь h > 0 — шаг сетки (2),

\varepsilon (xk, yk;h) = e(tk+h)A1

tk+h\int 
tk

e - sA1a(p(s, xk, yk), yk) ds ;

x = p(t, xk, yk) — решение задачи Коши

x\prime = A1x+B1yk + a(x, yk) , x(tk) = xk ,

нелинейность c(xk, yk;h) определяется равенством:

c(xk, yk;h) = A2\varepsilon (xk, yk;h) + b(\chi (xk, yk;h), yk) ;

здесь \chi (xk, yk;h) — функция, определяемая правой частью первого из уравнений систе-
мы (7).
Системы (1) и (7) равносильны в следующем смысле (см. [13]):
– если (x(t), yk) — решение системы (1), то (xk, yk) — решение системы (7), где xk = x(tk);
– если (xk, yk) — решение системы (7), то (x(t), yk) — решение системы (1), где x(t) —

решение задачи Коши x\prime = f(x, yk), x(tk) = xk.
Дискретная система (7) также имеет нулевую точку равновесия, при этом (см. [12]) свой-

ства устойчивости решений систем (1) и (7) одинаковы.
Систему (7) будем записывать также в компактном виде

uk+1 = A(h)uk + \xi (uk, h) , k = 0, 1, 2, . . . , (8)

в котором

uk =

\biggl[ 
xk
yk

\biggr] 
, \xi (uk, h) =

\biggl[ 
\varepsilon (xk, yk;h)
c(xk, yk;h)

\biggr] 
,
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A(h) — матрица порядка n+m,

A(h) =

\biggl[ 
eA1h A - 1

1 (eA1h  - I)B1

A2e
A1h A2A

 - 1
1 (eA1h  - I)B1 +B2

\biggr] 
. (9)

Здесь и ниже I — единичная матрица.
Функция \xi (uk, h) с учетом условий (6) удовлетворяет соотношению

\xi (u, h) = o(\| u\| ) при \| u\| \rightarrow 0 .

Имеет место следующее утверждение (см. [12], [14]).

Теорема 1. Пусть матрица A1 обратима и все собственные значения матрицы A(h0) по
модулю меньше единицы, тогда точка равновесия x = 0, y = 0 гибридной системы (1) при
h = h0 асимптотически устойчива. Если хотя бы одно собственное значение матрицы

A(h0) по модулю больше единицы, то точка равновесия x = 0, y = 0 гибридной системы (1)
при h = h0 неустойчива.

2.2. О бифуркациях в дискретной системе. Динамика системы (1) зависит от вели-
чины h, которую можно рассматривать как параметр системы. Изменение параметра h
может изменить характер устойчивости нулевой точки равновесия системы (1), что, в свою
очередь, может приводить к различным сценариям бифуркаций. А именно, как следует из
теоремы 1, характер устойчивости нулевого решения системы (1) может измениться при
переходе параметра h через значение h0, если хотя бы одно собственное значение матрицы
A(h0) будет равно по модулю единице.
В соответствии с теоремой 1 и классической теорией бифуркаций (см., например, [15],

с. 81; [16], с. 244) значение h = h0 > 0 будем называтьточкой бифуркации системы (1), если
матрица A(h0) имеет хотя бы одно собственное значение, модуль которого равен единице.

Замечание 1. Так как в настоящей работе задача о бифуркациях обсуждается в предполо-
жении, что система (1) имеет единственный бифуркационный параметр (а именно, параметр
h), то естественно рассматривать только бифуркации коразмерности один.

В сответствии с этим замечанием задачу о точках бифуркации системы (1) будем рас-
сматривать в следующих случаях, когда матрица A(h0) имеет:
S1) простое собственное значение \lambda = 1;
S2) простое собственное значение \lambda =  - 1;

S3) пару простых собственных значений \lambda = e\pm 2\pi \theta 0i, 0 < \theta 0 <
1

2
, \theta 0 \not =

1

3
,
1

4
.

Каждому из указанных случаев (в соответствии с общей теорией бифуркаций: см., на-
пример, [16], с. 218–224) отвечает свой сценарий бифуркации.
Случаю S1) отвечает бифуркация кратного равновесия системы (8). Такой сценарий ре-

ализуется, если существует последовательность hl \rightarrow h0 такая, что система (8) при h = hl
имеет ненулевую точку равновесия u(l) =

\bigl( 
x(l), y(l)

\bigr) 
такую, что u(l) \rightarrow (0, 0) при l \rightarrow \infty .

Случаю S2) отвечает бифуркация удвоения периода. Такой сценарий реализуется, если
существует последовательность hl \rightarrow h0 такая, что система (8) при h = hl имеет ненулевой
цикл периода 2: \Bigl( 

x
(l)
0 , y

(l)
0

\Bigr) 
,
\Bigl( 
x
(l)
1 , y

(l)
1

\Bigr) 
,
\Bigl( 
x
(l)
0 , y

(l)
0

\Bigr) 
,
\Bigl( 
x
(l)
1 , y

(l)
1

\Bigr) 
, . . . ,

такой, что
\bigm\| \bigm\| \bigm\| \Bigl( x(l)0 , y

(l)
0

\Bigr) \bigm\| \bigm\| \bigm\| +
\bigm\| \bigm\| \bigm\| \Bigl( x(l)1 , y

(l)
1

\Bigr) \bigm\| \bigm\| \bigm\| \rightarrow 0 при l \rightarrow \infty .

Наконец, случаю S3) отвечает бифуркация Андронова–Хопфа. Такой сценарий реализу-
ется, если существует последовательность hl \rightarrow h0 такая, что система (8) при h = hl имеет
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замкнутую инвариантную кривую \Gamma l, ограничивающую (на центральном многообразии си-
стемы) область притяжения или отталкивания точки u0 = (0, 0) так, что \Gamma l стягивается к
точке u0 при l \rightarrow \infty .

Замечание 2. Необходимыми условиями для реализации указанных сценариев бифурка-
ции являются следующие требования:
— для бифуркации кратного равновесия матрица A(h0) должна иметь собственное зна-

чение \lambda = 1;
— для бифуркации удвоения периода матрица A(h0) должна иметь собственное значение

\lambda =  - 1;
— для бифуркации Андронова–Хопфа матрица A(h0) должна иметь собственные значе-

ния \lambda = e\pm 2\pi \theta 0i, 0 < \theta 0 <
1

2
.

Однако указанные условия еще не являются достаточными. Достаточные условия обычно
формулируются в виде соотношений, обеспечивающих трансверсальный переход соответ-
ствующих собственных значений матрицы A(h) через единичную окружность при переходе
параметра h через значение h0. Обсудим это более детально. Для простоты ограничимся
рассмотрением случая S1). Случаи S2) и S3) рассматриваются аналогично.
В случае S1) матрица A(h0) имеет простое собственное значение \lambda = 1. В силу теории

возмущений линейных операторов (см., например, [17]) при малых | h  - h0| матрица A(h)
имеет единственное простое собственное значение \lambda (h) такое, что \lambda (h) является гладкой
функцией и \lambda (h0) = 1. Пусть \lambda \prime (h0) \not = 0; тогда собственное значение \lambda (h) матрицы A(h)
трансверсально переходит через единичную окружность при переходе параметра h через
значение h0. При этом (согласно общей теории бифуркаций: см., например, [18]) условие
\lambda \prime (h0) \not = 0 является достаточным для реализации бифуркации кратного равновесия систе-
мы (8).
В этой связи значение h = h0 > 0 будем называть трансверсальной точкой бифурка-

ции кратного равновесия системы (8), если имеет место случай S1) и выполнено условие
\lambda \prime (h0) \not = 0. Аналогично определяются понятия трансверсальной точки бифуркации удвое-

ния периода и трансверсальной точки бифуркации Андронова–Хопфа системы (8).

2.3. О бифуркациях в гибридной системе. Приведенные сценарии бифуркаций отно-
сились к дискретной системе (8). Для того, чтобы описать соответствующие сценарии для
исходной гибридной системы (1), воспользуемся следующими утверждениями (см. [12], [19]).

Лемма 1. Каждая точка равновесия (x\ast , y\ast ) системы (1) является и точкой равновесия

системы (8). Каждой точке равновесия (x\ast , y\ast ) системы (8) соответствует h-периоди-
ческое решение (\varphi 0(t), y

\ast ) системы (1) так, что \varphi 0(0) = \varphi 0(h) = x\ast . При этом характер

устойчивости указанных решений систем (1) и (8) одинаков.

Лемма 2. Каждое qh-периодическое решение (\varphi (t), y\ast k) системы (1) образует q-цикл

(x\ast 0, y
\ast 
0) , (x\ast 1, y

\ast 
1) , . . . , (x

\ast 
q - 1, y

\ast 
q - 1), (x\ast 0, y

\ast 
0), (x\ast 1, y

\ast 
1) , . . . , (x

\ast 
q - 1, y

\ast 
q - 1) , . . . . (10)

системы (8) так, что

\varphi (0) = x\ast 0 , \varphi (h) = x\ast 1 , . . . , \varphi ((q  - 1)h) = x\ast q - 1 , \varphi (qh) = x\ast 0 . (11)

Каждому q-циклу (10) системы (8) соответствует qh-периодическое решение (\varphi (t), y\ast k)
системы (1) так, что выполняются равенства (11).

Лемма 3. Пусть n = 1. Тогда каждая точка равновесия (x\ast , y\ast ) системы (8) является и

точкой равновесия системы (1), и наоборот.
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Из этих лемм следует, что в случаях S1)–S3) имеют место следующие сценарии бифур-
каций для исходной гибридной системы (1).
Случаю S1) отвечает бифуркация h-периодических решений системы (1). При n = 1 имеет

место бифуркации кратного равновесия.
Случаю S2) отвечает бифуркация 2h-периодических решений системы (1).
Наконец, случаю S3) отвечает бифуркация Андронова–Хопфа: существует последователь-

ность hl \rightarrow h0 такая, что система (1) при h = hl имеет решение
\Bigl( 
\varphi (l)(t), y

(l)
k

\Bigr) 
так, что\Bigl( 

\varphi (l)(tk), y
(l)
k

\Bigr) 
\in \Gamma l при всех k = 0, 1, 2, . . . .

3. Случай S1): бифуркации кратного равновесия

Напомним, что этот случай требует, чтобы определенная равенством (9) матрица A(h)
при некотором h = h0 > 0 имела простое собственное значение \lambda = 1. Обсудим соответству-
ющие условия.
Здесь следует различать ситуации J1 и J2, когда участвующая в (9) матрица A1 не имеет

или, соответственно, имеет чисто мнимые собственные значения.

3.1. Ситуация J1. Пусть сначала матрица A1 не имеет чисто мнимых собственных значе-
ний. Напомним то, что эта матрица не имеет нулевого собственного значения, предполага-
лось изначально.
Положим

\Delta 1 = \mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{t}
\bigl( 
A2A

 - 1
1 B1  - B2 + I

\bigr) 
. (12)

Теорема 2. Пусть \Delta 1 \not = 0. Тогда при любом h > 0 матрица A(h) не имеет собственного

значения \lambda = 1.

Теорема 3. Пусть \Delta 1 = 0. Тогда при любом h > 0 матрица A(h) имеет собственное

значение \lambda = 1.

Доказательства этих и других основных утверждений работы приводятся в разделе 6.

3.2. Ситуация J2. Пусть матрица A1 имеет собственное значение \lambda = \omega i, где \omega > 0.
Отметим, что если в системе (8) имеем n = 1, то в ней матрица A1 является вещественным
ненулевым числом a1 и, следовательно, ситуация J2 в этом случае не выполняется.

Теорема 4. Пусть в системе (8) имеем n \geqslant 2. Тогда матрица A(h) при каждом h =
2\pi l

\omega 
(l = 1, 2, 3, . . .) имеет собственное значение \lambda = 1 кратности \nu \geqslant 2.

Теорема 5. Пусть в системе (8) имеем n \geqslant 2. Пусть h \not = 2\pi l

\omega 
(l = 1, 2, 3, . . .). Тогда

— если \Delta 1 \not = 0, то при любом таком h матрица A(h) не имеет собственного значения

\lambda = 1;
— если \Delta 1 = 0, то при любом таком h матрица A(h) имеет собственное значение

\lambda = 1.

Следствие 1. Из приведенных утверждений следует, что система (1) не имеет трансвер-
сальных точек бифуркации кратного равновесия. При этом (в силу теоремы 2) матрица
A(h), как правило, при всех значениях h > 0 не имеет собственного значения \lambda = 1 и, сле-
довательно, как правило, необходимые условия бифуркации не будут выполняться. Однако,
если даже при некотором h = h0 матрица A(h) имеет собственное значение \lambda = 1, то оно
либо кратное (см. теорему 4), либо (даже если оно простое, то см. теоремы 3 и 5) не будет
трасверсальности.
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Следствие 2. Пусть A1, B1, A2, B2 — это матрицы из равенств (5). Пусть матрица B2

не имеет собственного значения \lambda = 1. Тогда если \| A2\| << 1 и \| B1\| << 1, то (в силу
теоремы 2) матрица A(h) при всех значениях h > 0 не имеет собственного значения \lambda = 1
и, следовательно, необходимые условия бифуркации кратного равновесия для системы (1)
не будут выполняться.

Следствие 3. В условиях теоремы 4 сценарий бифуркации кратного равновесия для си-
стемы (1) может реализоваться. Однако в этом случае бифуркация имеет коразмерность
два или выше и, соответственно, она может быть эффективно изучена только в рамках
многопараметрической постановки.

4. Случай S2): бифуркации удвоения периода

Напомним, что этот случай требует, чтобы определенная равенством (9) матрица A(h)
при некотором h = h0 > 0 имела простое собственное значение \lambda =  - 1.
Простые примеры показывают, что указанный случай вполне типичен и, более того, со-

ответствующая бифуркация будет транскритической.
Рассмотрим для иллюстрации важный частный случай системы (1), когда n = m = 1. В

этом случае равенства (5) принимают вид

f(x, y) = a1x+ b1y + a(x, y) , g(x, y) = a2x+ b2y + b(x, y) (x \in R1 , y \in R1) , (13)

где числа a1, b1, a2, b2 определяются равенствами: a1 = f \prime 
x(0, 0), b1 = f \prime 

y(0, 0), a2 = g\prime x(0, 0),
b2 = g\prime y(0, 0) , а нелинейности a(x, y) и b(x, y) удовлетворяют соотношениям:

a(x, y) = o(| x| + | y| ) , b(x, y) = o(| x| + | y| ) при | x| + | y| \rightarrow 0 . (14)

С учетом (13) система (1) принимает вид

x\prime (t) = a1x(t) + b1y(tk) + a(x(t), y(tk)) , tk \leqslant t < tk+1 ,
y(tk+1) = a2x(tk+1) + b2y(tk) + b(x(tk+1), y(tk)) , k = 0, 1, 2, . . . ,

(15)

в котором нелинейные слагаемые удовлетворяют условиям (14).
Пусть a2b1 + a1(1 + b2) \not = 0. Положим

\gamma 1 =
a2b1  - a1(1 + b2)

a2b1 + a1(1 + b2)
. (16)

Теорема 6. Пусть \gamma 1 > 0, a1 \mathrm{l}\mathrm{n} \gamma 1 > 0 и b2\gamma 1 \not = 1. Тогда значение

h = h0 =
\mathrm{l}\mathrm{n} \gamma 1
a1

> 0 (17)

является точкой трансверсальной бифуркации удвоения периода системы (15).

Пример 1. Рассмотрим гибридную систему вида (15)

x\prime (t) =  - x(t) + y(tk) + a(x(t), y(tk)) , tk \leqslant t < tk+1 ,
y(tk+1) = 2x(tk+1) - 2y(tk) + b(x(tk+1), y(tk)), k = 0, 1, 2, . . . ,

(18)

в которой моменты переключения tk задают на R равномерную сетку (2) c шагом h > 0.
Здесь число (17) равно h = h0 = \mathrm{l}\mathrm{n} 3. Все условия теоремы 8 для системы (18) выпол-

нены и, следовательно, при переходе параметра h через значение h0 = \mathrm{l}\mathrm{n} 3 в окрестности
точки равновесия x = 0, y = 0 этой системы возникают ненулевые периодические решения
с периодом T так, что T \approx 2 \mathrm{l}\mathrm{n} 3.
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Вернемся к исходной системе (1). Пусть матрица A(h) при некотором h = h0 > 0 име-
ет простое собственное значение \lambda =  - 1. Пусть e, g — собственные векторы матрицы
A0 = A(h0) и сопряженной матрицы A\ast 

0 = A\ast (h0), соответствующие простому собственному
значению -1.

Теорема 7. Пусть матрица A0 = A(h0) имеет простое собственное значение  - 1, а
остальные ее собственные значения имеют модуль, не равный 1. Пусть (A\prime (h0)e, g) \not = 0.
Тогда значение h0 является точкой трансверсальной бифуркации удвоения периода систе-
мы (1).

Пример 2. Рассмотрим модель динамической системы, управляемой быстрыми переклю-
чениями режимов ее функционирования в моменты времени t = tk, k = 0, 1, 2, . . . :

x\prime 1(t) =  - x1(t) - y(tk) , tk \leqslant t < tk+1 ,
x\prime 2(t) =  - 2x2(t) - 2y(tk) ,
y(tk+1) = 4x1(tk+1) +

1
3y(tk) - y2(tk) , k = 0, 1, 2, . . . .

(19)

Данная гибридная система имеет вид (1), в котором x \in R2, y \in R1, при этом соответству-
ющая ей ДДС (8) имеет следующие матричные компоненты:

A1 =

\biggl[ 
 - 1 0
0  - 2

\biggr] 
, A - 1

1 =

\biggl[ 
 - 1 0
0  - 1

2

\biggr] 
, B1 =

\biggl[ 
 - 1
 - 2

\biggr] 
, A2 =

\bigl[ 
4 0

\bigr] 
, B2 =

1

3
,

eA1h =

\biggl[ 
e - h 0
0 e - 2h

\biggr] 
.

В таком случае имеем A(h) =

\left[    
e - h 0 e - h  - 1

0 e - 2h e - 2h  - 1

4e - h 0 4e - h  - 11

3

\right]    .

При h0 = \mathrm{l}\mathrm{n} 2 матрица A(h0) имеет собственные значения \lambda 1 =  - 1, \lambda 2 =  - 1

6
, \lambda 3 =

1

4
, что

соответствует условиям теоремы 7. Векторы e и g, удовлетворяющие требованиям теоре-
мы 7, можно выбрать в виде

e =

\left[  5
9
15

\right]  , g =

\left[   - 4
0
3

\right]  .

Тогда (A\prime (h0)e, g) =  - 80 \not = 0 и, следовательно, значение h0 является точкой трансверсаль-
ной бифуркации удвоения периода системы (19).

5. Случай S3): бифуркации Андронова–Хопфа

Напомним, что этот случай требует, чтобы определенная равенством (9) матрица A(h)
при некотором h = h0 > 0 имела пару простых собственных значений: \lambda = e\pm 2\pi \theta 0i, 0 < \theta 0 <
1

2
, \theta 0 \not =

1

3
,
1

4
.

Также, как и в случае S2), простые примеры показывают, что случай S3) вполне типичен
и, более того, соответствующая бифуркация будет транскритической.
Снова для иллюстрации рассмотрим простейшую гибридную систему (15). Положим

a =
a2b1(b2  - 1)

a1b2
 - b2  - 

1

b2
. (20)
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Теорема 8. Пусть выполнены условия

| a| < 2 , a \not = 0 , a \not = 1 , b2 > 0 , a1 \mathrm{l}\mathrm{n} b2 < 0 .

Тогда значение

h = h0 =  - \mathrm{l}\mathrm{n} b2
a1

> 0 (21)

является точкой трансверсальной бифуркации Андронова–Хопфа системы (15).

Пример 3. Рассмотрим гибридную систему

x\prime (t) = x(t) + (
\surd 
2 + 1)y(tk) , tk \leqslant t < tk+1 ,

y(tk+1) =  - 5
\surd 
2

2
x(tk+1) +

\surd 
2

2
y(tk) + y3(tk) , k = 0, 1, 2, . . . ,

т. е. систему вида (15), в которой a1 = 1, b1 =
\surd 
2 + 1, a2 =  - 5

\surd 
2

2
, b2 =

\surd 
2

2
.

Число (21) здесь равно h0 = \mathrm{l}\mathrm{n}
\surd 
2. Далее, матрица (9) и отвечающая ей матрица A(h0)

здесь имеют, соответственно, вид

A(h) =

\left[   eh (
\surd 
2 + 1)(eh  - 1)

 - 5
\surd 
2

2
eh  - 5(2 +

\surd 
2)

2
(eh  - 1) +

\surd 
2

2

\right]   , A0 = A(h0) =

\biggl[ \surd 
2 1

 - 5  - 2
\surd 
2

\biggr] 
.

Так как число (20) здесь a =
\surd 
2, то все условия теоремы 8 выполнены, при этом матрица

A0 имеет простые собственные значения \lambda = e\pm 2\pi \theta 0i, где \theta 0 =
3

8
. Таким образом, число

h0 = \mathrm{l}\mathrm{n}
\surd 
2 яляется точкой трансверсальной бифуркации Андронова–Хопфа рассматривае-

мой системы.

Вернемся к исходной системе (8). Пусть матрица A0 = A(h0) имеет пару простых соб-

ственных значений \lambda = e\pm 2\pi \theta 0i, 0 < \theta 0 <
1

2
, \theta 0 \not = 1

3
,
1

4
. Тогда найдутся ненулевые векторы

e, g, e\ast , g\ast \in Rn+m такие, что выполняются равенства

A0(e+ ig) = (\alpha 0 + i\beta 0)(e+ ig), A\ast 
0(e

\ast + ig\ast ) = (\alpha 0  - i\beta 0)(e
\ast + ig\ast ) ; (22)

здесь \alpha 0 = \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} 2\pi \theta 0 , \beta 0 = \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} 2\pi \theta 0 , A\ast 
0 — транспонированная матрица. Векторы e, g, e\ast , g\ast 

в (22) можно нормировать в соответствии с равенствами (e, e\ast ) = 1, (e, g\ast ) = 0 .
Положим

\alpha 1 =
1

2

\bigl[ 
(A\prime (h0)e, e

\ast ) + (A\prime (h0)g, g
\ast )
\bigr] 
, \beta 1 =

1

2

\bigl[ 
 - (A\prime (h0)e, g

\ast ) + (A\prime (h0)g, e
\ast )
\bigr] 
.

Теорема 9. Пусть
\alpha 1\alpha 0 + \beta 1\beta 0 \not = 0 .

Тогда h0 — точка трансверсальной бифуркации Андронова–Хопфа системы (1).

6. Доказательства основных утверждений

6.1. Доказательство теоремы 2. Допустим противное, т. е. пусть \Delta 1 \not = 0 и тем не менее
найдется значение h = h0 > 0, при котором матрица A(h0) имеет собственное значение 1.
Тогда \mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{t}(A(h0) - I) = 0, т. е.

\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{t}

\Biggl[ 
eA1h  - In A - 1

1

\bigl( 
eA1h  - In

\bigr) 
B1

A2e
A1h A2A

 - 1
1

\bigl( 
eA1h  - In

\bigr) 
B1 +B2  - Im

\Biggr] 
= 0 (23)
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при h = h0; здесь In и Im — единичные матрицы порядка n и m соответственно.
Так как \mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{t}A1 \not = 0 и матрица A1 не имеет чисто мнимых собственных значений, то

\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{t}
\bigl( 
eA1h  - In

\bigr) 
\not = 0. Тогда из (23) и формул Шура (см. [20], c. 55) получим равенство

\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{t}
\bigl( 
A2A

 - 1
1

\bigl( 
eA1h  - In

\bigr) 
B1 +B2  - Im  - A2e

A1h
\bigl( 
eA1h  - In

\bigr)  - 1
A - 1

1

\bigl( 
eA1h  - In

\bigr) 
B1

\bigr) 
= 0 ,

верное при h = h0. После несложных преобразований получим \mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{t}(A2A
 - 1
1 B1 - B2+Im) = 0 ,

т. е. согласно формуле (12) \Delta 1 = 0. Получили противоречие, которое и доказывает теорему.

6.2. Доказательство теоремы 3. Из доказательства теоремы 2 следует: если \mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{t}A1 \not = 0 и
матрица A1 не имеет чисто мнимых собственных значений, то условие \Delta 1 = 0 равносильно
условию \mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{t}(A(h) - I) = 0. Таким образом, при любых h > 0 матрица A(h) имеет собственное
значение 1.

6.3. Доказательство теоремы 4. Если матрица A1 имеет собственное значение \lambda = wi,

w > 0, то матрица eA1h при h = hl =
2\pi l

w
(l = 1, 2, 3, . . .) будет иметь собственные значения

e\pm 2\pi li = 1 кратности 2. Поэтому блочная матрица A(hl) также будет иметь собственное
значение 1 кратности \nu \geqslant 2.

6.4. Доказательство теоремы 5 аналогично доказательству теорем 2 и 3.

6.5. Доказательство теоремы 6. Характеристическое уравнение матрицы A(h), соответ-
ствующей системе (15), имеет вид

\lambda 2 + a\lambda + b = 0, (24)

где

a =
a2b1
a1

(1 - ea1h) - b2  - ea1h, b = b2e
a1h.

Из этих равенств следует, что при h = h0 =
\mathrm{l}\mathrm{n} \gamma 1
a1

> 0 матрица A(h0) имеет собственные

значения \lambda 1 =  - 1 и \lambda 2 =  - b, причем b \not = 1. В соответствии с теорией возмущений линейных
операторов (см., например, [21], с. 87–88) матрица A(h) при близких к h0 значениях h имеет
собственное значение \lambda 1(h) так, что функция \lambda 1(h) является гладкой, причем \lambda 1(h0) =  - 1.
Учитывая (16), несложно показать, что \lambda \prime 

1(h0) \not = 0. Отсюда и вытекает, что значение h0
является точкой трансверсальной бифуркации удвоения периода системы (15).

6.6. Доказательство теорем 7 и 9. Справедливость этих теорем вытекает из общих до-
статочных признаков бифуркаций, установленных в [18] и [22].

6.7. Доказательство теоремы 8. Характеристическое уравнение матрицы A(h), соответ-
ствующей системе (15), имеет вид (24). При h = h0 (здесь h0 — число (21)) коэффициент
a этого уравнения совпадает с числом (20), а коэффициент b равен единице. Поэтому ука-

занное характеристическое уравнение имеет корни \lambda = e\pm 2\pi \theta 0i, 0 < \theta 0 <
1

2
, \theta 0 \not =

1

3
,
1

4
. Далее

можно воспользоваться общими достаточными признаками бифуркаций, установленными
в [17], [18] и [22].
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S.V.Akmanova and M.G.Yumagulov

On local bifurcations in nonlinear continuous-discrete dynamical systems

Abstract. The dynamics of nonlinear continuous-discrete (hybrid) systems and its dependence on
the sampling step h are studied. Such systems contain phase variables and equations with both
continuous and discrete time. The main focus of the work is the issue of local bifurcations during
loss of stability of equilibrium points of hybrid systems. Sufficient signs of bifurcations are given,
the properties of bifurcations are studied, and possible bifurcation scenarios are determined. The
concept of transversal bifurcation is introduced, meaning that the corresponding eigenvalue of the
matrix of the linearized problem passes through the unit circle when the parameter h passes through
the bifurcation point h0. It is shown that in a one-parameter formulation, two main scenarios are
typical: transversal bifurcation of period doubling and transversal Andronov–Hopf bifurcation,
while the scenario of transversal bifurcation of multiple equilibrium, as a rule, is not realized.
Examples are given to illustrate the effectiveness of the proposed approaches in the problem of
studying bifurcations in hybrid systems.
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