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ВЕРОЯТНОСТЕЙ

Аннотация. На основе понятия мажоризации для распределения вероятностей введено опре-
деление мажоризации квантового канала распределением вероятностей. Показано, что пред-
ложенный подход позволяет решать задачу о взятии экстремумов выпуклых функций от вы-
ходных собственных значений смешанных унитарных каналов в случае, когда суммирование
в определении канала ведется по группе Гейзенберга–Вейля.
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Введение

Пусть \lambda = (\lambda j , 1 \leq j \leq n) — конечное распределение вероятностей. Всегда можно пере-
нумеровать его составляющие в порядке убывания

\lambda \downarrow 
1 \geq \lambda \downarrow 

2 \geq \cdot \cdot \cdot \geq \lambda \downarrow 
n.

В работе [1] для двух распределений вероятностей \lambda = (\lambda j , 1 \leq j \leq n) и \mu = (\mu j , 1 \leq j \leq n)
было введено понятие мажоризации. Говорят, что \mu мажоризирует \lambda (записывается \lambda \prec \mu ),
если

k\sum 
j=1

\lambda \downarrow 
j \leq 

k\sum 
j=1

\mu \downarrow 
j , 1 \leq k \leq n.

Там же было показано, что выполнение условия мажоризации эквивалентно тому, что
n\sum 

j=1

F (\lambda j) \leq 
n\sum 

j=1

F (\mu j)

для любой выпуклой функции F (x). Современное изложение теории мажоризации можно
найти в монографии [2].
На конечное распределение вероятностей можно смотреть как на набор собственных чи-

сел некоторого положительного оператора с единичным следом. При этом можно считать,
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что число n равно рангу оператора. Можно предположить, что оператор действует в любом
пространстве большей размерности, но число его собственных значений, отличных от нуля,
равно n. На этих соображениях основывается наше определение свойства мажоризации для
квантовых каналов.
В последние годы возрос интерес к исследованию применимости теории мажоризации к

исследованию пропускной способности квантовых каналов в конечномерных пространствах
[3], [4]. В указанных работах удалось получить интересные оценки сверху для пропускной
способности каналов. В бесконечномерном случае, применение метода мажоризации позво-
лило найти пропускную способность целого класса гауссовских каналов с энергетическими
ограничениями [5], [6].
В разделе 1 работы мы вводим понятие мажоризации для квантовых каналов. Раздел 2

посвящен смешанным унитарным каналам, для которых можно найти примеры каналов,
мажоризирующихся распределениями вероятностей. Раздел 3 посвящен вопросу достижи-
мости оценки, вытекающей из условия мажоризации. Тут же помещен основной результат
статьи, позволяющий вычислять экстремумы выпуклых функция от выходных состояний
квантовых каналов.

1. Мажоризация квантовых каналов

В данной работе рассматриваются, как правило, конечномерные гильбертовы простран-
ства H, для которых тождественный оператор I = IH конечномерен. Тем не менее, кон-
струкция представляет интерес и для произвольного сепарабельного гильбертова простран-
ства. Пусть \Phi : B(H) \rightarrow B(H) — линейное отображение на алгебре ограниченных опера-
торов B(H) в сепарабельном гильбертовом пространстве H. Отображение \Phi называется
квантовым каналом [7], если оно вполне положительно, т. е. положительно любое отобра-
жение, заданное на матрицах размера k \times k по формуле

[xjm] \rightarrow [\Phi (xjm)], 1 \leq j,m \leq k, xjm \in B(H), k \geq 1, (1)

и сохраняет след
Tr(\Phi (x)) = Tr(x)

на ядерных операторах x \in T(H) в H. Из определения квантового канала следует, что кор-
ректно определено сужение \Phi на выпуклое множество S(H) всех положительных операто-
ров с единичным следом (квантовых состояний) в H. Данное сужение \Phi : S(H) \rightarrow S(H)
также будем называть квантовым каналом.

Определение 1. Говорят, что распределение вероятностей \lambda = (\lambda j , 1 \leq j \leq n) мажоризи-
рует квантовый канал \Phi (записывается \Phi \prec \lambda ), если для любого выбора единичных попарно
ортогональных векторов ej \in H, 1 \leq j \leq n, выполнено неравенство

k\sum 
j=1

(\Phi (\rho )ej , ej) \leq 
k\sum 

j=1

\lambda \downarrow 
j , 1 \leq k \leq n, \rho \in S(H).

Замечание 1. Размерность пространства H не обязана совпадать с числом n. Она мо-
жет быть больше, чем n, что существенно для дальнейшего рассмотрения. Конечно, если
\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{m}H > n векторов в равенстве слева может быть и больше, чем n, поскольку при k = n
справа получаем единицу, а сумма слева не может превысить след \rho , равный единице.

Для канала \Phi : S(H) \rightarrow S(H) возьмем его тензорное произведение на тождественный
канал \Phi \otimes Idk, действующий в пространстве квадратных матрицMk(\BbbC ). В результате \Phi \otimes Idk
действует по формуле (1).
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Предложение 1. Предположим, что \Phi \prec \lambda . Тогда

\Phi \otimes Idk \prec \lambda 

для любого k \geq 1.

Схема доказательства. Согласно известной теореме Стайнспринга [7] любой квантовый
канал \Phi : S(H) \rightarrow S(H) может быть представлен в виде

\Phi (\rho ) = TrE(U\Phi (\rho \otimes R)U\Phi ), \rho \in S(H), (2)

где U\Phi : H\otimes E \rightarrow H\otimes E — унитарный оператор и R — одномерный проектор в гильбертовом
пространстве E. Здесь через TrE обозначен частичный след по пространству E. Для ка-
нала \Phi \otimes IdK , получившегося после взятия тензорного произведения, можно использовать
представление (2). Тогда

(\Phi \otimes Idk)(\rho ) = TrE((U\Phi \otimes Ik)(\rho \otimes R)(U\ast 
\Phi \otimes Ik)). (3)

Отметим, что для схемы доказательства предложения 1 достаточно использовать только
чистые состояния (одномерные проекторы) \rho = P \in S(H \otimes \BbbC k). В этом случае, при замене
в (3) частичного следа по E на частичный след по H \otimes \BbbC k получится положительный
оператор с тем же спектром. Более того,

TrH\otimes \BbbC k((U\Phi \otimes Ik)(P \otimes R)(U\ast 
\Phi \otimes Ik)) = TrH(U\Phi \~\rho U

\ast 
\Phi ), (4)

где \~\rho = TrEP . При взятии супремума по состояниям \~\rho от любой выпуклой функции от
собственных значений оператора (4), максимум будет достигаться на операторах \~\rho , являю-
щихся одномерными проекторами, т. е. при условии P = \~\rho \otimes \~\~\rho . Применяя теорему Караматы,
получаем, что на таких состояниях условие мажоризации выполнено.

2. Пример каналов, которые мажоризируются распределением вероятностей

Рассмотрим смешанный унитарный канал вида

\Phi (\rho ) =
\sum 
U\in \scrU 

\pi UU\rho U\ast , \rho \in S(H), (5)

где суммирование ведется по элементам конечной группы унитарных операторов \scrU , дей-
ствующей в гильбертовом пространстве H, и (\pi U ) — распределение вероятностей на группе
\scrU .
Мы уже обращались к исследованию каналов вида (5) в работах [8]–[10] и показали,

что в ряде случаев методом мажоризации информационные характеристики таких каналов
достигают своих супремумов на состояниях, факторизующихся относительно структуры
тензорного произведения, что позволяет, в частности, найти классическую пропускную спо-
собность таких каналов. Следует отметить, что контрпример к указанному свойству также
находится в таком классе каналов [11].
Предположим, что у группы \scrU существует абелева подгруппа \scrT . В своих предыдущих

работах [8]–[10] мы требовали, чтобы \scrT была нормальна. На самом деле, это требова-
ние представляется излишним, и без его выполнения можно определить смежные классы
[U ] = \{ UT, T \in \scrU \} . Условие нормальности появилось для того, чтобы получаемая нами
оценка достигалась. В любом случае, если \scrT — группа, можно определить маргинальное
распределение P на множестве смежных классов по формуле

p[U ] =
\sum 
T\in \scrT 

\pi UT .
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Поскольку смежные классы группы не пересекаются, можно выделить такой набор опе-
раторов Uj \in \scrU , где индекс j пробегает значения от единицы до общего числа смежных
классов n, что числа pj = p[Uj ] \in P обладают свойством

p1 \geq p2 \geq \cdot \cdot \cdot \geq pn.

Нашей целью будет установить, при каких условиях распределение вероятностей P мажо-
ризирует квантовый канал (5).
Обозначим через \Pi j = \{ \pi U , U \in [Uj ]\} подмножества распределения вероятностей \pi ,

отвечающие j-му смежному классу.

Определение 2. Будем говорить, что для распределения \pi выполнено условие порядка по
отношению к маргинальному распределению P , если

pj \geq pk \Rightarrow \pi j \geq \pi k для любого выбора \pi j \in \Pi j , \pi k \in \Pi k.

Обозначим \scrU \prime = \{ x \in B(H), xU = Ux, U \in \scrU \} .

Предложение 2. Предположим, что для распределения \pi выполнено условие порядка по

отношению к маргинальному распределению P , n \leq \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{m}H, | \scrU | \leq \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{m}H| \scrT | и \scrU \prime = \{ \BbbC I\} .
Тогда для квантового канала (5) выполнено

\Phi \prec P.

Замечание 2. Оценка, полученная в предложении 2, может быть не достижима в том
смысле, что в неравенстве

k\sum 
j=1

(\Phi (\rho )ej , ej) \leq 
k\sum 

j=1

pj

сумма в левой части не равна правой ни для какого \rho \in S(H).

Схема доказательства. Возьмем k попарно ортогональных единичных векторов ej \in H, 1 \leq 
j \leq k. Тогда

(\Phi (\rho )ej , ej) =
\sum 
U\in \scrU 

\pi U (\rho U
\ast ej , U

\ast ej),

k\sum 
j=1

(\rho U\ast ej , U
\ast ej) \leq Tr(\rho ) = 1, 1 \leq k \leq n.

Отметим, что

\Theta (x) =
1

| \scrU | 
\sum 
U\in \scrU 

UxU\ast ,

x \in B(H)— проектор на алгебру неподвижных точек относительно действий x \rightarrow UxU\ast , U \in 
\scrU . Из предложения 2 вытекает

\Theta (\rho ) =
1

\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{m}H
I, \rho \in S(H).

Следовательно, \sum 
U\in \scrU 

(U\rho U\ast ej , ej) = | \scrU | 1

\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{m}H
\leq | \scrT | ,

k\sum 
j=1

(\Phi (\rho )ej , ej) \leq 
k\sum 

j=1

pj , 1 \leq k \leq n,

в силу выполнения условия порядка.



О МАЖОРИЗАЦИИ КВАНТОВЫХ КАНАЛОВ 97

3. Достижимость оценки в условии мажоризации

Как было отмечено в замечании 2, оценка, следующая из условия мажоризации может
быть не достижима. Нам интересно привести пример, когда достижимость имеет место.
Обозначим через \BbbZ n кольцо вычетов по модулю n, 2 \leq n < +\infty . Множество верхнетре-
угольных матриц \left(  1 k l

0 1 m
0 0 1

\right)  , k, l,m \in \BbbZ n,

снабженное операцией матричного умножения, называется группой Гейзенберга \BbbH 3(\BbbZ n).
Расширим определение группы из примера канала, определенного в работах [8], [9], на

произвольную конечную размерность. Пусть ej , 1 \leq j \leq n, — ортонормированный базис в
пространстве H, \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{m}H = n. Введем два унитарных оператора U и S по формуле

Uej = ei
2\pi (j - 1)

n ej , 1 \leq j \leq n,

Sej = ej+1, 1 \leq j \leq n - 1, Sen = e1.

Отображение

(j, k, l) \rightarrow ei
2\pi j
n UkSl

задает унитарное представление \BbbH 3(\BbbZ n) в гильбертовом пространстве H, \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{m}H = n, и

\scrU = \{ ei
2\pi j
n UkSl, 0 \leq j, k, l \leq n  - 1\} называется группой Гейзенберга–Вейля. Абелева под-

группа \scrT = \{ ei
2\pi j
n Uk, 0 \leq j, k \leq n - 1\} является нормальной в \scrU . Отметим, что для группы

\scrU выполнены условия предложения 2, поскольку \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{m}H = n, | \scrU | = n3 и | \scrT | = n2. Следо-
вательно, условие мажоризации выполнено при условии сохранения порядка. Мы докажем
нечто большее.

Теорема. Пусть для распределения вероятностей \pi и маргинального распределения P ,
полученного относительно абелевой подгруппы \scrT группы Гейзенберга–Вейля \scrU , выполнено
условие сохранения порядка. Тогда для любой выпуклой функции F выполняется

\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
\rho \in S(H)

n\sum 
j=1

F (\lambda j(\Phi (\rho ))) =

n\sum 
j=1

F (pj).

Здесь через (\lambda j(\Phi (\rho ))) обозначили собственные числа оператора \Phi (\rho ), где \Phi — смешанный

унитарный канал (5), построенный по распределению вероятностей \pi на группе \scrU .

Схема доказательства. Из предложения 2 следует, что \Phi \prec P . Следовательно, по теореме
Караматы получаем

n\sum 
j=1

F (\lambda j(\Phi (\rho ))) \leq 
n\sum 

j=1

F (pj). (6)

Равенство в (6) достигается на любом одномерном проекторе \rho = P из алгебры, порожден-
ной абелевой группой \scrT .

Автор признателен А.С. Холево за содержательное обсуждение текста и полезные заме-
чания, позволившие существенно улучшить изложение.
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