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ХАРАКТЕРИСТИКАМИ

Аннотация. Доказаны существование и единственность решения граничной задачи с условия-
ми на двух характеристических плоскостях и на плоскости, не являющейся характеристикой,
для системы гиперболических уравнений с кратными характеристиками. Разработан аналог
метода Римана–Адамара для указанной задачи, дано определение матрицы Римана–Адамара.
Построено решение указанной задачи в терминах введенной матрицы Римана–Адамара.
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Граничные задачи для гиперболических систем дифференциальных уравнений представ-
ляют значительный интерес как в теоретическом плане, так и в связи с приложениями (см.,
например, [1]–[18] и библиографию там). В работе [8] предложен вариант метода Римана
для систем дифференциальных уравнений как с некратными, так и с кратными характери-
стиками. В [9], [10] этот вариант метода Римана применяется для исследования задач для
системы уравнений с двумя независимыми переменными с кратными характеристиками.
В [19]–[21] в терминах матрицы Римана–Адамара были построены решения задач Дарбу
для гиперболических систем с некратными характеристиками, а в [22] было рассмотрено
некоторое обобщение задачи Дарбу для системы с двукратными характеристиками с двумя
независимыми переменными.
Здесь рассматривается система уравнений с кратными характеристиками с тремя неза-

висимыми переменными:

uxx = a1vx + b1wx + c1u+ d1v + e1w + f1(x, y, z),
vyy = a2uy + b2wy + c2u+ d2v + e2w + f2(x, y, z),
wzz = a3uz + b3vz + c3u+ d3v + e3w + f3(x, y, z),

(1)

где все коэффициенты зависят от (x, y, z) и в замыкании рассматриваемой области D про-
странства R3 удовлетворяют условиям ai, bi \in C2, ci, di, ei, fi \in C1, i = 1, 3. Решение
системы (1) класса u, v, w \in C1(D), uxx, vyy, wxx \in C(D) назовем регулярным в D.
Пусть D — область, ограниченная плоскостями x = 0 (AA1O1O), y = 0 (AOB), y = y0 > 0

(A1O1B1), z = x (OBB1O1), z = z0 > 0 (AA1B1B) (см. рис. 1). Обозначим через X, Y , T
грани D при x = 0, y = 0, z = x соответственно.
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Рис. 1.
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Задача PD. Найти в области D регулярное решение системы (1), удовлетворяющее
граничным условиям

u| X = \varphi 1(y, z), (ux  - a1v  - b1w)| X = \varphi 2(y, z),
v| Y = \psi 1(x, z), (vy  - a2u - b2w)| Y = \psi 2(x, z),
w| T = \chi 1(x, y), (wz  - a3u - b3v)| T = \chi 2(x, y),

(2)

где \varphi 1(y, z), \varphi 2(y, z) \in C2(X), \psi 1(x, z), \psi 2(x, z) \in C2(Y ), \chi 1(x, y), \chi 2(x, y) \in C2(T ).
Здесь предложен метод построения решения задачи PD, который по аналогии с мето-

дом решения задачи Дарбу для гиперболического уравнения второго порядка естественно
назвать методом Римана–Адамара.
Покажем, что решение задачи PD существует и единственно. Обозначим

u1 = ux  - a1v  - b1w, v1 =  - a2u+ vy  - b2w, w1 =  - a3u - b3v + wz.

Тогда система (1) преобразуется к виду

ux = u1 + a1v + b1w,
u1x = c1u+ (d1  - a1x)v + (e1  - b1x)w + f1,
vy = a2u+ v1 + b2w,
v1y = (c2  - a2y)u+ d2v + (e2  - b2y)w + f2,
wz = a3u+ b3v + w1,
w1z = (c3  - a3z)u+ (d3  - b3z)v + e3w + f3.

(3)

Система (1) с условиями (2) эквивалентна системе (3) с условиями

u| X = \varphi 1(y, z), u1| X = \varphi 2(y, z),
v| Y = \psi 1(x, z), v1| Y = \psi 2(x, z),
w| T = \chi 1(x, y), w1| T = \chi 2(x, y).
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Обозначим d10 = d1  - a1x, e10 = e1  - b1x, c20 = c2  - a2y, e20 = e2  - b2y, c30 = c3  - a3z,
d30 = d3 - b3z. Очевидно, что система (3) с условиями (2) равносильна системе интегральных
уравнений

u(x, y, z) = \varphi 1(y, z) +

x\int 
x0

(u1 + a1v + b1w)(\alpha , y, z)d\alpha ,

u1(x, y, z) = \varphi 2(y, z) +

x\int 
x0

(c1u+ d10v + e10w + f1)(\alpha , y, z)d\alpha ,

v(x, y, z) = \psi 1(x, z) +

y\int 
y0

(v1 + a2u+ b2w)(x, \beta , z)d\beta ,

v1(x, y, z) = \psi 2(x, z) +

y\int 
y0

(c20u+ d2v + e20w + f2)(x, \beta , z)d\beta ,

w(x, y, z) = \chi 1(x, y) +

z\int 
x

(w1 + a3u+ b3v)(x, y, \gamma )d\gamma ,

w1(x, y, z) = \chi 2(x, y) +

z\int 
x

(c30u+ d30v + e3w + f3)(x, y, \gamma )d\gamma .

(4)

Ясно, что система интегральных уравнений Вольтерра (4) имеет единственное решение в
классе непрерывных функций.
Из сказанного выше следует справедливость следующего утверждения.

Tеорема. Если в замыкании области D выполняются включения ai, bi \in C2, ci, di, ei,
fi \in C1, i = 1, 3, то регулярное решение задачи PD (1), (2) существует и единствен-

но.

Следуя работе [8], представим систему (3) в матричной форме

L(\bfU ) = \bfF , L(\bfU ) \equiv \bfA 1\bfU x +\bfA 2\bfU y +\bfA 3\bfU z  - \bfB \bfU , \bfU = \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{n}(u, u1, v, v1, w, w1),

\bfA 1 =

\left(        
1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

\right)        , \bfA 2 =

\left(        
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

\right)        ,

\bfA 3 =

\left(        
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1

\right)        , \bfB =

\left(        
0 1 a1 0 b1 0
c1 0 d10 0 e10 0
a2 0 0 1 b2 0
c20 0 d2 0 e20 0
a3 0 b3 0 0 1
c30 0 d30 0 e3 0

\right)        ,

\bfF = \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{n}(0, f1, 0, f2, 0, f3).
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Матрица Римана имеет вид \bfR = \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{n}(\bfR 1,\bfR 2,\bfR 3,\bfR 4,\bfR 5,\bfR 6), где \bfR i(x, y, z, \xi , \eta , \zeta ) =
(ri1, ri2, ri3, ri4, ri5, ri6), i = 1, 6, являются решениями систем

ri1(x, y, z) = \delta i1  - 
x\int 

\xi 

(c1ri2 + a2ri3 + c20ri4 + a3ri5 + c30ri6)(\alpha , y, z)d\alpha ,

ri2(x, y, z) = \delta i2  - 
x\int 

\xi 

ri1(\alpha , y, z)d\alpha ,

ri3(x, y, z) = \delta i3  - 
y\int 

\eta 

(a1ri1 + d10ri2 + d2ri4 + b3ri5 + d30ri6)(x, \beta , z)d\beta ,

ri4(x, y, z) = \delta i4  - 
y\int 

\eta 

ri3(x, \beta , z)d\beta ,

ri5(x, y, z) = \delta i5  - 
z\int 

\zeta 

(b1ri1 + e10ri2 + b2ri3 + e20ri4 + e3ri6)(x, y, \gamma )d\gamma ,

ri6(x, y, z) = \delta i6  - 
z\int 

\zeta 

ri5(x, y, \gamma )d\gamma ,

(5)

\delta ij — символ Кронекера. Решения систем (5) существуют и единственны в классе непрерыв-
ных функций. По первой тройке аргументов (x, y, z) матрица\bfR удовлетворяет сопряженной
к (5) системе

L\ast (\bfV ) = 0, L\ast (\bfV ) \equiv  - (\bfV \bfA 1)x  - (\bfV \bfA 2)y  - (\bfV \bfA 3)z  - \bfV \bfB .

Возьмем внутри области D произвольную точку P (\xi , \eta , \zeta ). Она определяет область DP =
O2P1PP2OP4P5P6 (см. рис. 1), которая состоит из двух частей: параллелепипеда D1 =
P1PP2P3P4P5P6P7 и призмы D2 = O2P1P3OP4P7.
Определим матрицу Римана–Адамара \bfH (x, y, z, \xi , \eta , \zeta ), \bfH = (hij), для задачи PD. Пусть

\bfH (x, y, z, \xi , \eta , \zeta ) =

\biggl\{ 
\bfR (x, y, z, \xi , \eta , \zeta ), (x, y, z) \in D1;
\bfQ (x, y, z, \xi , \eta , \zeta ), (x, y, z) \in D2,

(6)

где \bfR — определенная выше матрица Римана, а матрица \bfQ = \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{n}(\bfQ 1,\bfQ 2,\bfQ 3,\bfQ 4,\bfQ 5,\bfQ 6),
где векторы \bfQ i(x, y, z, \xi , \eta , \zeta ) = (qi1, qi2, qi3, qi4, qi5, qi6), i = 1, 6, нужно доопределить в обла-
сти D2.
Область D2 ограничена характеристиками x = 0, y = 0, y = \eta и нехарактеристическими

плоскостями z = x, z = \xi . Она подобна области D, в которой ищем решение задачи PD.
Определим каждый из векторов \bfQ i(x, y, z, \xi , \eta , \zeta ) = (qi1, qi2, qi3, qi4, qi5, qi6) как решение за-
дачи PD в области D2 для системы (3) с условиями на плоскости z = x для qi1 и qi2, на
плоскости y = \eta для qi3 и qi4, на плоскости z = \xi для qi5 и qi6. Как уже доказано выше,
решение такой задачи существует и единственно.
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Потребуем, чтобы \bfQ i, i = 1, 6, были решениями задачи PD в области D2 для системы
(3) с условиями

qi1(z, y, z, \xi , \eta , \zeta ) = 0, qi2(z, y, z, \xi , \eta , \zeta ) = 0,
qi3(x, \eta , z, \xi , \eta , \zeta ) = 0, qi4(x, \eta , z, \xi , \eta , \zeta ) = 0,
qi5(x, y, \xi  - 0, \xi , \eta , \zeta ) = ri5(x, y, \xi + 0, \xi , \eta , \zeta ),
qi6(x, y, \xi  - 0, \xi , \eta , \zeta ) = ri6(x, y, \xi + 0, \xi , \eta , \zeta ).

(7)

Векторы \bfQ i(x, y, z, \xi , \eta , \zeta ), i = 1, 6, однозначно определяются. Ясно, что тогда и матрица
Римана–Адамара существует и единственна.
Справедливо тождество

\bfR L(\bfU ) = (\bfH \bfA 1\bfU )x + (\bfH \bfA 2\bfU )y + (\bfH \bfA 3\bfU )z, (8)

которое можно проверить непосредственным вычислением.
Проинтегрируем первую строку тождества (8) по области D1 (она определяется неравен-

ствами 0 < x < \xi , 0 < y < \eta , \xi < z < \zeta ):\int \eta 

0

\int \zeta 

\xi 
(r11u+ r12u1)(\xi , \beta , \gamma )d\gamma d\beta  - 

\int \eta 

0

\int \zeta 

\xi 
(r11u+ r12u1)(0, \beta , \gamma )d\gamma d\beta +

+

\int \xi 

0

\int \zeta 

\xi 
(r13v + r14v1)(\alpha , \eta , \gamma )d\gamma d\alpha  - 

\int \xi 

0

\int \zeta 

\xi 
(r13v + r14v1)(\alpha , 0, \gamma )d\gamma d\alpha +

+

\int \xi 

0

\int \eta 

0
(r15w + r16w1)(\alpha , \beta , \zeta )d\beta d\alpha  - 

\int \xi 

0

\int \eta 

0
(r15w + r16w1)(\alpha , \beta , \xi )d\beta d\alpha =

=

\int \xi 

0

\int \eta 

0

\int \zeta 

\xi 
(r12f1 + r14f2 + r16f3)(\alpha , \beta , \gamma )d\gamma d\beta d\alpha . (9)

Здесь у rij , указана только первая тройка аргументов, вторая всегда есть (\xi , \eta , \zeta ).
В (9) в силу (5) выполняются тождества

r11(\xi , \beta , \gamma , \xi , \eta , \zeta ) \equiv 1, r12(\xi , \beta , \gamma , \xi , \eta , \zeta ) \equiv r13(\alpha , \eta , \gamma , \xi , \eta , \zeta ) \equiv 
\equiv r14(\alpha , \eta , \gamma , \xi , \eta , \zeta ) \equiv r15(\alpha , \beta , \zeta , \xi , \eta , \zeta ) \equiv r16(\alpha , \beta , \zeta , \xi , \eta , \zeta ) \equiv 0.

Затем интегрируем третью и пятую строки:\int \eta 

0

\int \zeta 

\xi 
(ri1u+ ri2u1)(\xi , \beta , \gamma )d\gamma d\beta  - 

\int \eta 

0

\int \zeta 

\xi 
(ri1u+ ri2u1)(0, \beta , \gamma )d\gamma d\beta +

+

\int \xi 

0

\int \zeta 

\xi 
(ri3v + ri4v1)(\alpha , \eta , \gamma )d\gamma d\alpha  - 

\int \xi 

0

\int \zeta 

\xi 
(ri3v + ri4v1)(\alpha , 0, \gamma )d\gamma d\alpha +

+

\int \xi 

0

\int \eta 

0
(ri5w + ri6w1)(\alpha , \beta , \zeta )d\beta d\alpha  - 

\int \xi 

0

\int \eta 

0
(ri5w + ri6w1)(\alpha , \beta , \xi )d\beta d\alpha =

=

\int \xi 

0

\int \eta 

0

\int \zeta 

\xi 
(ri2f1 + ri4f2 + ri6f3)(\alpha , \beta , \gamma )d\gamma d\beta d\alpha , i = 3, 5. (10)

Здесь снова у rij указана только первая тройка аргументов, вторая всегда есть (\xi , \eta , \zeta ). При
этом выполняются тождества

r33(\alpha , \eta , \gamma , \xi , \eta , \zeta ) \equiv 1, r31(\xi , \beta , \gamma , \xi , \eta , \zeta ) \equiv r32(\xi , \beta , \gamma , \xi , \eta , \zeta ) \equiv 
\equiv r34(\alpha , \eta , \gamma , \xi , \eta , \zeta ) \equiv r35(\alpha , \beta , \zeta , \xi , \eta , \zeta ) \equiv r36(\alpha , \beta , \zeta , \xi , \eta , \zeta ) \equiv 0,
r55(\alpha , \beta , \zeta , \xi , \eta , \zeta ) \equiv 1, r51(\xi , \beta , \gamma , \xi , \eta , \zeta ) \equiv r52(\xi , \beta , \gamma , \xi , \eta , \zeta ) \equiv 
\equiv r53(\alpha , \eta , \gamma , \xi , \eta , \zeta ) \equiv r54(\alpha , \eta , \gamma , \xi , \eta , \zeta ) \equiv r56(\alpha , \beta , \zeta , \xi , \eta , \zeta ) \equiv 0.



О ЗАДАЧЕ С УСЛОВИЯМИ НА ХАРАКТЕРИСТИКАХ И СВОБОДНОЙ ПОВЕРХНОСТИ 33

Теперь проинтегрируем (8) по области D2. Очевидно, область D2 может быть задана
двумя системами неравенств:
1) 0 < x < \xi , 0 < y < \eta , x < z < \xi ;
2) 0 < x < z, 0 < y < \eta , 0 < z < \xi .
Из первой строки матрицы получим\int \eta 

0
d\beta 

\int \xi 

0
d\gamma 

\int \gamma 

0
(q11u+ q12u1)x(\alpha , \beta , \gamma )d\alpha +

\int \xi 

0
d\gamma 

\int \gamma 

0
d\alpha 

\int \eta 

0
(q13v + q14v1)y(\alpha , \beta , \gamma )d\beta +

+

\int \eta 

0
d\beta 

\int \xi 

0
d\alpha 

\int \xi 

\alpha 
(q15w + q16w1)z(\alpha , \beta , \gamma )d\gamma =

=

\int \int \int 
D2

(q12f1 + q14f2 + q16f3)(\alpha , \beta , \gamma )d\alpha d\beta d\gamma .

Отсюда \int \eta 

0
d\beta 

\int \xi 

0
((q11u+ q12u1)(\gamma , \beta , \gamma ) - (q11u+ q12u1)(0, \beta , \gamma ))d\gamma +

+

\int \xi 

0
d\gamma 

\int z

0
((q13v + q14v1)(\alpha , \eta , \gamma ) - (q13v + q14v1)(\alpha , 0, \gamma ))d\alpha +

+

\int \eta 

0
d\beta 

\int \xi 

0
((q15w + q16)(\alpha , \beta , \xi ) - (q15w + q16w1)(\alpha , \beta , \alpha ))d\alpha =

=

\int \int \int 
D2

(q12f1 + q14f2 + q16f3)(\alpha , \beta , \gamma )d\alpha d\beta d\gamma . (11)

В силу (7) здесь выполняются тождества

q11(\gamma , \beta , \gamma ) \equiv q12(\gamma , \beta , \gamma ) \equiv q13(\alpha , \eta , \gamma ) \equiv q14(\alpha , \eta , \gamma ) \equiv 0.

Аналогично, \int \eta 

0
d\beta 

\int \xi 

0
((qi1u+ q32u1)(\gamma , \beta , \gamma ) - (q31u+ qi2u1)(0, \beta , \gamma ))d\gamma +

+

\int \xi 

0
d\gamma 

\int z

0
((qi3v + qi4v1)(\alpha , \eta , \gamma ) - (qi3v + qi4v1)(\alpha , 0, \gamma ))d\alpha +

+

\int \eta 

0
d\beta 

\int \xi 

0
((qi5w + qi6)(\alpha , \beta , \xi ) - (qi5w + qi6w1)(\alpha , \beta , \alpha ))d\alpha =

=

\int \int \int 
D2

(qi2f1 + qi4f2 + qi6f3)(\alpha , \beta , \gamma )d\alpha d\beta d\gamma , i = 3, 5. (12)

Здесь в силу (7)

qi1(\gamma , \beta , \gamma ) \equiv qi2(\gamma , \beta , \gamma ) \equiv qi3(\alpha , \eta , \gamma ) \equiv qi4(\alpha , \eta , \gamma ) \equiv 0, i = 3, 5.

Складывая формулы (9) и (11), получим\int \eta 

0

\int \zeta 

\xi 
u(\xi , \beta , \gamma )d\gamma d\beta +

\int \eta 

0

\int \zeta 

0
((q15  - r15)w + (q16  - r16)w1)(\alpha , \beta , \xi )d\alpha d\beta =

=

\int \eta 

0

\int \zeta 

\xi 
(r11u+ r12u1)(0, \beta , \gamma )d\gamma d\beta +

\int \xi 

0

\int \zeta 

\xi 
(r13v + r14)(\alpha , 0, \gamma )d\gamma d\alpha +

+

\int \eta 

0

\int \xi 

0
(q11u+ q12u1)(0, \beta , \gamma )d\gamma d\beta +

\int \xi 

0

\int z

0
(q13v + q14v1)(\alpha , 0, \gamma )d\alpha d\gamma +
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+

\int \xi 

0

\int \eta 

0
(q15w + q16w1)(\alpha , \beta , \alpha )d\beta d\alpha +

\int \int \int 
D
(h12f1 + h14f2 + h16f3)(\alpha , \beta , \gamma )d\gamma d\beta d\alpha . (13)

Второе слагаемое в левой части (13) обращается в нуль в силу (7).
Обозначим грани D1 и D2 при z = x через S, при x = 0 — через X1 и X2, а при y = 0 —

через Y1 и Y2 соответственно. Перепишем формулу (13) в виде\int \eta 

0

\int \zeta 

\xi 
u(\xi , \beta , \gamma )d\gamma d\beta =

\int \int 
X1+X2

(h11u+ h12u1)d\gamma d\beta +

\int \int 
Y1+Y2

(h13v + h14v1)d\gamma d\alpha +

+

\int \int 
S
(h15w + h16w1)d\beta d\alpha +

\int \int \int 
DP

(h12f1 + h14f2 + h16f3)d\gamma d\beta d\alpha . (14)

Обозначим правую часть (14) через F1(\xi , \eta , \zeta ). Очевидно, что F1(\xi , \eta , \zeta ) может считаться
известной функцией, так как выражается через H и данные задачи Дарбу. Дифференцируя
(14), получим

u(\xi , \eta , \zeta ) =
\partial 2F1(\xi , \eta , \zeta )

\partial \eta \partial \zeta 
.

Аналогично, складывая (10) и (12), находим\int \xi 

0

\int \zeta 

\xi 
v(\alpha , \eta , \gamma )d\gamma d\alpha =

\int \int 
X1+X2

(h31u+ h32u1)d\gamma d\beta +

\int \int 
Y1+Y2

(h33v + h34v1)d\gamma d\alpha +

+

\int \int 
S
(h35w + h36w1)d\beta d\alpha +

\int \int \int 
DP

(h32f1 + h34f2 + h36f3)d\gamma d\beta d\alpha , (15)\int \xi 

0

\int \eta 

0
w(\alpha , \beta , \zeta )d\beta d\alpha =

\int \int 
X1+X2

(h51u+ h52u1)d\gamma d\beta +

\int \int 
Y1+Y2

(h53v + h54v1)d\gamma d\alpha +

+

\int \int 
S
(h55w + h56w1)d\beta d\alpha +

\int \int \int 
DP

(h52f1 + h54f2 + h56f3)d\gamma d\beta d\alpha , (16)

откуда дифференцированием получаем

v(\xi , \eta , \zeta ) =
\partial 2F2(\xi , \eta , \zeta )

\partial \xi \partial \zeta 
, w(\xi , \eta , \zeta ) =

\partial 2F3(\xi , \eta , \zeta )

\partial \xi \partial \eta 
, (17)

где F2(\xi , \eta , \zeta ) и F3(\xi , \eta , \zeta ) — известные правые части (15), (16), выражающиеся через мат-
рицу H и данные задачи Дарбу.
Формулы (14) и (17) представляют собой решение задачи PD в терминах матрицы Римана–

Адамара H.
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A.N.Mironov and E.F.Kos’kova

On a problem with conditions on characteristics and free surface for a hyperbolic system

of equations with three independent variables with two-fold characteristics

Abstract. The existence and uniqueness of the solution of a boundary value problem with conditions
on two characteristic planes and on a plane that is not a characteristic for a system of hyperbolic
equations with multiple characteristics are proved. An analogue of the Riemann–Hadamard method
is developed for this problem, the definition of the Riemann–Hadamard matrix is given. The
solution of this problem is constructed in terms of the introduced Riemann–Hadamard matrix.
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