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Аннотация. Для линейных систем дифференциальных уравнений с запаздыванием, подвер-
женных обобщенному воздействию, предложена формализация понятия устойчивости по Хай-
ерсу–Уламу–Рассиасу. Рассмотрены случаи, когда система имеет единственную реакцию на
обобщенное воздействие и когда реакция системы не единственна. Установлены достаточные
условия такой устойчивости для рассматриваемых систем дифференциальных уравнений.
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Введение

Понятие Улам-устойчивости восходит в выступлению С.М. Улама в 1940 г. в Универси-
тете Висконсина, поставившему вопрос: когда существует аддитивное отображение вблизи
приближенного аддитивного отображения. Эти рассуждения приведены в шестой главе
[1], посвященной понятию устойчивости. В 1941 г. Д.Х. Хайерс опубликовал работу [2], в
которой дал ответ на вопрос С.М. Улама для аддитивных функций, определенных на ба-
наховых пространствах. В результате появилось понятие устойчивости по Хайерсу–Уламу
для функциональных уравнений. В работе [3] впервые были проведены исследования по-
нятия устойчивости по Хайерсу–Уламу для дифференциальных уравнений. Т.М. Рассиас
в [4] расширил понятие устойчивости по Хайерсу–Уламу, которое в последствии стало на-
зываться устойчивостью по Хайерсу–Уламу–Рассиасу. Различные варианты определения
понятия Улам-устойчивости для дифференциальных уравнений можно посмотреть в [5].
Здесь имеется библиография статей, в которых рассматриваются различные классы диф-
ференциальных уравнений, где рассматривается свойство Улам-устойчивости. Исследова-
ния Улам-устойчивости для задач о неподвижных точках и о точках совпадений много-
значных отображений рассматривались в [6], [7]. Настоящая работа посвящена изучению
свойства устойчивости по Хайерсу–Уламу–Рассиасу линейных систем дифференциальных
уравнений с обобщенным воздействием — обобщенной производной функции ограниченной
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вариации в правой части системы — и запаздыванием. Вопрос об устойчивости дифферен-
циальных уравнений по Хайерсу–Уламу–Рассиасу с абсолютно непрерывными траектори-
ями и с запаздыванием рассматривались, например, в [8]. Особенностью данной работы
является то, что правая часть дифференциального уравнения содержит обобщенные воз-
действия — обобщенные производные функций ограниченной вариации. Понятие решения
строится с помощью замыкания множества гладких аппроксимаций решений в простран-
стве функций ограниченной вариации [9], [10]. Свойство устойчивости по Хайерсу–Уламу
для линейных дифференциальных уравнений первого и второго порядка и нелинейных си-
стем без запаздывания в уравнении рассматривались в [11]–[13]. В этой статье обобщаются
результаты работы [14] на линейные системы дифференциальных уравнений. Для форма-
лизации импульсных систем, предложенной А.М. Самойленко и Н.А. Перестюком (см. [15]),
устойчивость систем по Хайерсу–Уламу рассматривалась в [16].
Для дифференциальных уравнений с запаздыванием понятие устойчивости по Хайерсу–

Уламу–Рассиасу определяется следующим образом (см., например, [8]).

Определение 1. Уравнение

\.x (t) = f (t, x (t) , x(t - \tau )) (1)

устойчиво по Хайерсу–Уламу–Рассиaсу на [t0  - \tau , \vargamma ] относительно неубывающей положи-
тельной функции \varphi (t), если существует число cf > 0 такое, что \forall \varepsilon > 0 и для каждого
решения неравенства \bigm| \bigm| \bigm| y\prime 

(t) - f (t, y (t) , y(t - \tau ))
\bigm| \bigm| \bigm| \leq \varepsilon \varphi (t), t \in [t0, \vargamma ],

существует решение x(t) уравнения (1), удовлетворяющее неравенству

| y (t) - x(t)| \leq cf\varepsilon \varphi (t), t \in [t0  - \tau , \vargamma ],

x(t) = \omega (t) для t \in [t0  - \tau , t0], т. е. \omega (t) — начальная функция для уравнения (1).

Заметим, что в связи с тем, что у рассматриваемой в этой статье системы дифференци-
альных уравнений правая часть является неограниченной, то такое определение не приме-
нимо и его следует корректировать.

1. Устойчивость по Хайерсу–Уламу–Рассиасу линейных систем в случае

единственности реакции на обобщенное воздействие

Рассмотрим следующую систему дифференциальных уравнений:

\.x(t) = A(t)x(t) +A\tau (t)x(t - \tau ) +B \.v(t), (2)

где x(t), v(t) — соответственно n- и m-мерные функции времени, A(t), A\tau (t) и — непре-
рывные n \times n матрицы-функции, x(t) = \omega (t), t \in [t0  - \tau , t0], \omega (t) есть начальная n-мерная
функция ограниченной вариации, порождающая решение задачи Коши уравнения (2), v(t)
—m-мерная функция, B — постоянная n\times m-матрица. Решение уравнения рассматривается
на отрезке [t0, \vargamma ]. Если функция v(t) является абсолютно непрерывной, то при сделанных
предположениях существует единственное решение уравнения (2) на отрезке [t0, \vargamma ].
Под решением уравнения (2) в случае, когда v(t) будет функцией ограниченной вариации,

будем понимать решение интегрального уравнения

x(t) = \omega (t0) +

\int t

t0

(A(\xi )x(\xi ) +A\tau (\xi )x(\xi  - \tau )) d\xi +Bv(t). (3)

Для определенности будем считать, что v(t0) = 0.
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Определение 2. Уравнение (2) устойчиво по Хайерсу–Уламу–Рассиасу относительно неубы-
вающей непрерывной функции \varphi (t) на отрезке [t0 - \tau , \vargamma ], если существует число cf > 0 такое,
что \forall \varepsilon > 0 и для каждого решения неравенства\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| y(t) - y(t0) - 

\int t

t0

A(\xi )y(\xi ) d\xi  - 
\int t

t0

A\tau (\xi )y(\xi  - \tau ) d\xi  - Bv(t)

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \leq \varepsilon \varphi (t), t \in [t0, \vargamma ] (4)

(вектор-функция y(t) определена на [t0  - \tau , \vargamma ]), найдется решение x(t) уравнения (3), удо-
влетворяющее неравенству

| y(t) - x(t)| \leq cf\varepsilon \varphi (t), t \in [t0  - \tau , \vargamma ],

где x(t) = \omega (t) для t \in [t0  - \tau , t0], \omega (t) — начальная функция для уравнения (3).

Справедлива

Теорема 1. При сделанных предположениях дифференциальное уравнение (2) устойчиво
по Хайерсу–Уламу–Рассиасу.

Доказательство. Пусть y(t) — решение неравенства (4) и x(t) — решение уравнения (3).
Рассмотрим разность

| y(t) - x(t)| =
\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| y(t) - \omega (t0) - 

\int t

t0

A(\xi )x(\xi ) d\xi  - 
\int t

t0

A\tau (\xi )x(\xi  - \tau ) d\xi  - Bv(t)

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| .
Добавляя и вычитая в правой части выражение

y(t0) +

\int t

t0

A(\xi )y(\xi ) d\xi +

\int t

t0

A\tau (\xi )y(\xi  - \tau ) d\xi +Bv(t),

после группировки и применения неравенства треугольника получим

| y(t) - x(t)| \leq 
\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| y(t) - y(t0) +

\int t

t0

A(\xi )y(\xi ) d\xi +

\int t

t0

A\tau (\xi )y(\xi  - \tau ) d\xi  - Bv(t)

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| +
+

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \int t

t0

A(\xi )(y(\xi ) - x(\xi )) d\xi 

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| + \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \int t

t0

A\tau (\xi )(y(\xi  - \tau ) - x(\xi  - \tau )) d\xi 

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| + | y(t0) - \omega (t0)| .

Принимая во внимание (4), из последнего неравенства имеем

| y(t) - x(t)| \leq \varepsilon \varphi (t) +

\int t

t0

| | A(\xi )| | \cdot | y(\xi ) - x(\xi )| d\xi +

+

\int t

t0

| | A\tau (\xi )| | \cdot | y(\xi  - \tau ) - x(\xi  - \tau )| d\xi + | y(t0) - \omega (t0)| .

Теперь увеличим правую часть неравенства, заменяя | | A(t)| | и | | A\tau (t)| | , соответственно,
на \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}[t0,t] | | A(\cdot )| | и \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}[t0,t] | | A\tau (\cdot )| | , и вынесем их из под интеграла. Выберем в качестве
начальной функции для x(t)

\omega (t) = y(t), t \in [t0  - \tau , t0]. (5)

Тогда

| y(t) - x(t)| \leq \varepsilon \varphi (t)+\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}
[t0,\vargamma ]

| | A(\cdot )| | 
\int t

t0

| y(\xi ) - x(\xi )| d\xi +\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}
[t0,\vargamma ]

| | A\tau (\cdot )| | 
\int t

t0

| y(\xi  - \tau ) - x(\xi  - \tau )| d\xi . (6)

Введем обозначение
\mu (t) = \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}

\xi \in [t0,t]
| y(\xi ) - x(\xi )| . (7)
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Используемый ниже прием получения оценки на решение уравнения с запаздыванием ис-
пользовался ранее в [17]. Пусть \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\xi \in [t0,t] | y(\xi )  - x(\xi )| на отрезке [t0, t] достигается в точке
t\ast . Поэтому

\mu (t) = \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
\xi \in [t0,t]

| y(\xi ) - x(\xi )| = \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}\{ | y(t\ast  - 0) - x(t\ast  - 0)| ; | y(t\ast ) - x(t\ast )| ; | y(t\ast + 0) - x(t\ast + 0)| \} .

Тогда из (6) с учетом введенного обозначения (7) имеем

\mu (t\ast ) \leq \varepsilon \varphi (t\ast ) + \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}
[t0,\vargamma ]

| | A(\cdot )| | 
\int t\ast 

t0

| y(\xi ) - x(\xi )| ds+\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}
[t0,\vargamma ]

| | A\tau (\cdot )| | 
\int t\ast 

t0

| y(\xi  - \tau ) - x(\xi  - \tau )| d\xi .

Принимая во внимание, что правая часть неравенства — непрерывная неубывающая функ-
ция, получаем

\mu (t) \leq \varepsilon \varphi (t) + \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}
[t0,\vargamma ]

| | A(\cdot )| | 
\int t

t0

| y(\xi ) - x(\xi )| d\xi +\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}
[t0,\vargamma ]

| | A\tau (\cdot )| | 
\int t

t0

| y(\xi  - \tau ) - x(\xi  - \tau )| d\xi . (8)

Далее будем использовать обозначение

M = \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}
\Bigl\{ 
\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}
[t0,\vargamma ]

| | A(\cdot )| | ; \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}
[t0,\vargamma ]

| | A\tau (\cdot )| 
\Bigr\} 
. (9)

Заметим, принимая во внимание (5), что

| y(\xi ) - x(\xi )| \leq \mu (\xi ) и | y(\xi  - \tau ) - x(\xi  - \tau )| \leq \mu (\xi ) (10)

для \xi \in [t0, \vargamma ]. С учетом обозначения (9) и неравенства (10) правую часть неравенства (8)
можно увеличить, в результате получим неравенство

\mu (t) \leq \varepsilon \varphi (t) + 2M

\int t

t0

\mu (s) ds.

Применяя неравенство Гронуолла к последнему неравенству, имеем

\mu (t) \leq \varepsilon \varphi (t)e2M(t - t0),

что и доказывает теорему
\bigl( 
cf = e2M(\vargamma  - t0)

\bigr) 
. \square 

Рассмотрим систему дифференциальных уравнений

\.x(t) = \=A(t)x(t) +A\tau (t)x(t - \tau ) + f(t). (11)

Здесь

\=A(t) = A(t) +
m\sum 
j=1

Dj(t) \.vi(t),

A(t), A\tau , Dj(t) (j \in 1,m) — непрерывные n \times n матрицы-функции, f(t) — интегрируемая
функция, vi(t) — компоненты вектор-функции ограниченной вариации v(t) = (v1(t), v2(t),
. . . , vm(t))T , \tau > 0 — постоянное запаздывание, \omega (t) — начальная функция, определенная
на [t0  - \tau , t0].
Если вектор-функция v(t) является функцией ограниченной вариации и производные по-

нимаются в обобщенном смысле, то первое слагаемое в правой части этой системы будет
содержать некорректную с точки зрения теории обобщенных функций операцию умножения
разрывной функции на обобщенную функцию. Под решением, как и в [9], [10], в этом случае
будем понимать поточечный предел последовательности xk(t), порожденной последователь-
ностью абсолютно непрерывных функций vk(t) при k \rightarrow \infty поточечно сходящейся к v(t),
если этот предел не зависит от выбора аппроксимирующей последовательности. Согласно
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[10] при условии, что матрицы Di(t), t \in [t0, \vargamma ], взаимно коммутативны, так определенное
решение будет удовлетворять интегральному уравнению

x(t) = \omega (t0) +

\int t

t0

A(\xi )x(\xi )d\xi +

m\sum 
j=1

\int t

t0

Dj(\xi )x(\xi ) dv
c
j(\xi ) +

\int t

t0

A\tau (\xi )x(\xi  - \tau ) d\xi +

+
\sum 

ti\leq t, ti\in W - 

S(ti, x(ti  - 0),\Delta v(ti  - 0)) +
\sum 

ti<t, ti\in W+

S(ti, x(ti),\Delta v(ti + 0)) +

\int t

t0

f(\xi ) d\xi , (12)

где
S(t, x,\Delta v) = z(1) - z(0), (13)

\.z(\xi ) =
m\sum 
j=1

Dj(t)z(\xi )\Delta vi(t), z(0) = x, (14)

W - и W+ — соответственно точки левого и правого разрывов вектор-функции v(t), vci (t) —
непрерывная составляющая функции ограниченной вариации vi(t), \Delta v(t - 0) = v(t) - v(t - 0)
и \Delta v(t+ 0) = v(t+ 0) - v(t).

Определение 3. Уравнение (11) устойчиво по Хайерсу–Уламу–Рассиасу относительно не-
убывающей непрерывной функции \varphi (t), если существует число cf > 0 такое, что \forall \varepsilon > 0 и
для каждого решения неравенства\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| y(t) - y(t0) - 

\int t

t0

A(\xi )y(\xi ) d\xi  - 
m\sum 
j=1

\int t

t0

Dj(\xi )y(\xi ) dv
c
j(\xi ) - 

\int t

t0

A\tau (\xi )y(\xi  - \tau ) d\xi  - 

 - 
\sum 

ti\leq t, ti\in W - 

S(ti, y(ti  - 0),\Delta v(ti  - 0)) - 
\sum 

ti<t, ti\in W+

S(ti, y(ti),\Delta v(ti + 0)) - 
\int t

t0

f(\xi ) d\xi 

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \leq \varepsilon \varphi (t)

(15)
(здесь t \in [t0, \vargamma ]) существует решение уравнения (12), для которого справедливо неравенство

| y(t) - x(t)| \leq cf\varepsilon \varphi (t)

для любого t \in [t0  - \tau , \vargamma ].

Теорема 2. Пусть матрицы Dj(t), j \in 1,m, взаимно коммутативны и удовлетворяют

неравенствам

| | Dj(t)| | \leq LD, t \in [t0, \vargamma ]. (16)

Тогда дифференциальное уравнение (11) устойчиво по Хайерсу–Уламу–Рассиасу.

Доказательство. Согласно (12)

| y(t) - x(t)| =

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| y(t) - \omega (t0) - 
\int t

t0

A(\xi )x(\xi )d\xi  - 
m\sum 
j=1

\int t

t0

Dj(\xi )x(\xi ) dv
c
j(\xi ) - 

\int t

t0

A\tau (\xi )x(\xi  - \tau ) d\xi  - 

 - 
\sum 

ti\leq t, ti\in W - 

S(ti, x(ti  - 0),\Delta v(ti  - 0)) - 
\sum 

ti<t, ti\in W+

S(ti, x(ti),\Delta v(ti + 0)) - 
\int t

t0

f(\xi ) d\xi 

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| .
Добавим и вычтем в правой части последнего равенства выражение

y(t0) +

\int t

t0

A(\xi )y(\xi ) d\xi +
m\sum 
j=1

\int t

t0

Dj(\xi )y(\xi ) dv
c
j(\xi ) +

\int t

t0

A\tau (\xi )y(\xi  - \tau ) d\xi +
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+
\sum 

ti\leq t, ti\in W - 

S(ti, y(ti  - 0),\Delta v(ti  - 0)) +
\sum 

ti<t, ti\in W+

S(ti, y(ti),\Delta v(ti + 0)).

После группировки получим

| y(t) - x(t)| =

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| y(t) - y(t0) - 
\int t

t0

A(\xi )y(\xi ) d\xi  - 
m\sum 
j=1

\int t

t0

Dj(\xi )y(\xi ) dv
c
j(\xi ) - 

\int t

t0

A\tau (\xi )y(\xi  - \tau ) d\xi  - 

 - 
\sum 

ti\leq t, ti\in W - 

S(ti, y(ti  - 0),\Delta v(ti  - 0)) - 
\sum 

ti<t, ti\in W+

S(ti, y(ti),\Delta v(ti + 0)) - 
\int t

t0

f(\xi ) d\xi +

+y(t0) - \omega (t0) +

\int t

t0

A(\xi )(y(\xi ) - x(\xi )) d\xi +
m\sum 
j=1

\int t

t0

Dj(\xi )(y(\xi ) - x(\xi )) dvcj(\xi )+

+

\int t

t0

A\tau (\xi )(y(\xi  - \tau ) - x(\xi  - \tau )) d\xi +
\sum 

ti<t, ti\in W - 

(S(ti, y(ti - 0),\Delta v(ti - 0)) - S(ti, x(ti - 0),\Delta v(ti - 0)))+

+
\sum 

ti\leq t, ti\in W+

(S(ti, y(ti),\Delta v(ti  - 0)) - S(ti, x(ti),\Delta v(ti  - 0)))

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| .
Оценивая правую часть этого выражения, разбивая модуль на сумму модулей и выполняя
очевидные оценки с учетом (15), получаем

| y(t) - x(t)| \leq \varepsilon \varphi (t) + \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}
[t0,\vargamma ]

| | A(\cdot )| | 
\int t

t0

| y(\xi ) - x(\xi )| d\xi +

+
m\sum 
j=1

\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}
[t0,\vargamma ]

| | Dj(\cdot )| | 
\int t

t0

| y(\xi ) - x(\xi )| d \mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}
[t0, \xi ]

vcj(\cdot ) + \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}
[t0,\vargamma ]

| | A1(\cdot )| | 
\int t

t0

| y(\xi  - \tau ) - x(\xi  - \tau )| d\xi +

+| y(t0) - \omega (t0)| +
\sum 

ti<t, ti\in W - 

| S(ti, y(ti  - 0),\Delta v(ti  - 0)) - S(ti, x(ti  - 0),\Delta v(ti  - 0))| +

+
\sum 

ti\leq t, ti\in W+

| S(ti, y(ti),\Delta v(ti  - 0)) - S(ti, x(ti),\Delta v(ti  - 0))| . (17)

Согласно определению функции S(t, y,\Delta v), (13), (14) справедливо равенство

| S(ti, y(ti  - 0),\Delta v(ti  - 0)) - S(ti, x(ti  - 0),\Delta v(ti  - 0))| = | zy(1) - y(ti - 0) - (zx(1) - x(ti - 0))| =

=

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
\int 1

0

m\sum 
j=1

Dj(ti)(zy(s) - zx(s))\Delta v(ti  - 0) ds

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| . (18)

Добавляя и вычитая под интегралом в круглых скобках y(ti - 0) - x(ti - 0), внося модуль
под знак интеграла и затем применяя неравенство треугольника по отношению к модулю,
стоящему под интегралом, с учетом (14) имеем

| zy(1) - y(ti  - 0) - (zx(1) - x(ti  - 0))| \leq 

\leq LD| | \Delta v(ti - 0)| | \cdot | y(ti - 0) - x(ti - 0)| +
\int 1

0
LD| | \Delta v(ti - 0)| | \cdot | zy(s) - y(ti - 0) - (zx(s) - x(ti - 0))| ds.

(19)
Применяя в (19) лемму Гронуолла, получаем

| zy(1) - y(ti - 0) - (zx(1) - x(ti - 0))| \leq LD| | \Delta v(ti - 0)| | \cdot | y(ti - 0) - x(ti - 0)| eLD| | \Delta v(ti - 0)| | . (20)
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В правой части (20) воспользуемся неравенством aea \leq eae  - 1, где a > 0. Справедливость
этого неравенства несложно установить, используя разложение в ряд Тейлора левой и пра-

вой частей неравенства и применяя оценку
an

(n - 1)!
\leq anen

n!
. Последнее неравенство следует

из неравенства
en

n
\geq 1, справедливого для всех n \geq 1. В результате получим

| zy(1) - y(ti  - 0) - (zx(1) - x(ti  - 0))| \leq | y(ti  - 0) - x(ti  - 0)| 
\bigl( 
eeLD| | \Delta v(ti - 0)| |  - 1

\bigr) 
. (21)

Очевидно, что подобное неравенство можно получить и для точки ti + 0.
Учитывая в (17) неравенство (21), имеем

| y(t) - x(t)| \leq \varepsilon \varphi (t) + \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}
[t0,\vargamma ]

| | A(\cdot )| | 
\int t

t0

| y(\xi ) - x(\xi )| d\xi +

+

m\sum 
j=1

\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}
[t0,\vargamma ]

| | Dj(\cdot )| | 
\int t

t0

| y(\xi ) - x(\xi )| d \mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}
[t0, \xi ]

vcj(\cdot ) + \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}
[t0,\vargamma ]

| | A1(\cdot )| | 
\int t

t0

| y(s - \tau ) - x(s - \tau )| ds+

+| y(t0) - \omega (t0)| +
\sum 

ti<t, ti\in W - 

| y(ti  - 0) - x(ti  - 0)| 
\bigl( 
eeLD| | \Delta v(ti - 0)| |  - 1

\bigr) 
+

+
\sum 

ti\leq t, ti\in W+

| y(ti) - x(ti)| 
\bigl( 
eeLD| | \Delta v(ti+0)| |  - 1

\bigr) 
. (22)

Пусть, как в теореме 1, M определяется равенством (9). Тогда из (22) с учетом (16)
следует

| y(t) - x(t)| \leq \varepsilon \varphi (t) +M

\int t

t0

| y(\xi ) - x(\xi )| d\xi +

+LD

m\sum 
j=1

\int t

t0

| y(\xi ) - x(\xi )| d \mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}
[t0, \xi ]

vcj(\cdot ) +M

\int t

t0

| y(\xi  - \tau ) - x(\xi  - \tau )| d\xi +

+| y(t0) - \omega (t0)| +
\sum 

ti<t, ti\in W - 

| y(ti  - 0) - x(ti  - 0)| 
\bigl( 
eeLD| | \Delta v(ti - 0)| |  - 1

\bigr) 
+

+
\sum 

ti\leq t, ti\in W+

| y(ti) - x(ti)| 
\bigl( 
eeLD| | \Delta v(ti+0)| |  - 1

\bigr) 
. (23)

Далее воспользуемся обозначением (7). Пусть \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\mu (t) достигается на отрезке [t0, t] в точке
t\ast . Кроме того, будем предполагать выполнение условия (5). Тогда из (23) следует

\mu (t\ast ) \leq \varepsilon \varphi (t\ast ) +M

\int t\ast 

t0

| y(\xi ) - x(\xi )| d\xi + LD

m\sum 
j=1

\int t\ast 

t0

| y(\xi ) - x(\xi )| d \mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}
[t0, \xi ]

vcj(\cdot )+

+M

\int t\ast 

t0

| y(\xi  - \tau ) - x(\xi  - \tau )| ds+

+
\sum 

ti<t\ast , ti\in W - 

| y(ti - 0) - x(ti - 0)| 
\bigl( 
eeLD| | \Delta v(ti - 0)| |  - 1

\bigr) 
+

\sum 
ti\leq t\ast , ti\in W+

| y(ti) - x(ti)| 
\bigl( 
eeLD| | \Delta v(ti+0)| |  - 1

\bigr) 
.

Как и в доказательстве теоремы 1, в силу неубывания правой части на [t\ast , t] последнее
неравенство можно переписать в виде

\mu (t\ast ) \leq \varepsilon \varphi (t) +M

\int t

t0

| y(\xi ) - x(\xi )| d\xi + LD

m\sum 
j=1

\int t

t0

| y(\xi ) - x(\xi )| d \mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}
[t0, \xi ]

vcj(\cdot )+
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+M

\int t

t0

| y(\xi  - \tau ) - x(\xi  - \tau )| ds+

+
\sum 

ti<t, ti\in W - 

| y(ti - 0) - x(ti - 0)| 
\bigl( 
eeLD| | \Delta v(ti - 0)| |  - 1

\bigr) 
+

\sum 
ti\leq t, ti\in W+

| y(ti) - x(ti)| 
\bigl( 
eeLD| | \Delta v(ti+0)| |  - 1

\bigr) 
.

Затем, учитывая определение (7) и свойство (10), получаем

\mu (t) \leq \varepsilon \varphi (t) + 2M

\int t

t0

\mu (\xi ) d\xi + LD

m\sum 
j=1

\int t

t0

\mu (\xi ) d \mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}
[t0, \xi ]

vcj(\cdot )+

+
\sum 

ti<t, ti\in W - 

\mu (ti  - 0)
\bigl( 
eeLD| | \Delta v(ti - 0)| |  - 1

\bigr) 
+

\sum 
ti\leq t, ti\in W+

\mu (ti)
\bigl( 
eeLD| | \Delta v(ti+0)| |  - 1

\bigr) 
.

Последнее неравенство можно переписать в виде

\mu (t) \leq \varepsilon \varphi (t) + 2M

\int t

t0

\mu (\xi ) d\xi + LD

\int t

t0

\mu (\xi ) d
m\sum 
j=1

\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}
[t0, \xi ]

vcj(\cdot )+

+
\sum 

ti<t, ti\in W - 

\mu (ti  - 0)
\bigl( 
eeLD| | \Delta v(ti - 0)| |  - 1

\bigr) 
+

\sum 
ti\leq t, ti\in W+

\mu (ti)
\bigl( 
eeLD| | \Delta v(ti+0)| |  - 1

\bigr) 
.

Из этого неравенства, учитывая, что
m\sum 
j=1

\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}
[t0, \xi ]

vcj(\cdot ) = \mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}
[t0, \xi ]

vc(\cdot ), и вводя обозначение

Q = \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}\{ 2M, eLD\} , (24)

получаем

\mu (t) \leq \varepsilon \varphi (t) +Q

\int t

t0

\mu (\xi ) d(\xi + \mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}
[t0, \xi ]

vc(\cdot ))+

+
\sum 

ti<t, ti\in W - 

\mu (ti  - 0)
\bigl( 
eQ| | \Delta v(ti - 0)| |  - 1

\bigr) 
+

\sum 
ti\leq t, ti\in W+

\mu (ti)
\bigl( 
eQ| | \Delta v(ti+0)| |  - 1

\bigr) 
.

Применяя к последнему неравенству оценку из ([9], лемма 5.4.3, с. 192), получаем

\mu (t) \leq 
\biggl[ 
\varepsilon \varphi (t0) +

\int t

t0

e
 - Q \mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}

[t0, \xi ]
v(\cdot )

d\varepsilon \varphi (\xi )

\biggr] 
e
Q \mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}

[t0, t]
v(\cdot )

. (25)

Учитывая неравенство e
 - Q \mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}

[t0, \xi ]
v(\cdot )

\leq 1, из (25) имеем

\mu (t) \leq \varepsilon \varphi (t)e
Q \mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}

[t0, t]
v(\cdot )

.

В предположении ограниченности вариации функции v(t) на [t0, \vargamma ] убеждаемся в справед-
ливости теоремы. \square 



УСТОЙЧИВОСТЬ ПО ХАЙЕРСУ–УЛАМУ–РАССИАСУ ЛИНЕЙНЫХ СИСТЕМ 79

2. Устойчивость по Хайерсу–Уламу–Рассиасу линейных систем в случае

неединственности реакции на обобщенное воздействие

Рассмотрим уравнение (11) в предположении, что матрицы Dj(t), j \in 1,m, не являются
взаимно коммутативными. Это приводит к не единственности реакции системы на обоб-
щенное воздействие.
В этом случае в качестве решений предлагается брать все частичные поточечные пределы

такой последовательности. Как и в [9], будем говорить, что последовательность vk(t) V -схо-
дится к v(t), если vk(t) поточечно сходится к v(t) и \mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}

[t0, t]
vk(\cdot ) поточечно сходится к V (t) \in 

BV [t0, \vargamma ]. Данную сходимость будем обозначать vk(t)
V\rightarrow v(t).

Определение 4 ([9], [10]). Всякий частичный поточечный предел последовательности
xk(t), k = 1, 2, . . . , порожденной произвольной V -сходящейся последовательностью абсо-
лютно непрерывных функций vk(t), k = 1, 2, . . . , будем называть V -решением системы (11),
удовлетворяющим начальному условию x(t) = \omega (t), t \in [t0  - \tau , t0].

Пусть z(0) = x(t), \nu (0) = v(t) являются начальными условиями системы

\.z(\xi ) =
m\sum 
i=1

Di(t)z(\xi )\eta i(\xi ), \.\nu (\xi ) = \eta (\xi ). (26)

Согласно [10] все V -решения уравнения (11) будут удовлетворять следующему интеграль-
ному включению:

x(t) \in \varphi (t0) +

t\int 
t0

A(\xi )x(\xi ) d\xi +

m\sum 
i=1

t\int 
t0

Dj(\xi )x(\xi ) dv
c
i (\xi ) +

t\int 
t0

A\tau (\xi )x(\xi  - \tau ) d\xi +

+

t\int 
t0

f(\xi ) d\xi +
\sum 

ti\leq t, ti\in \Omega  - 

S(ti, x(ti  - 0),\Delta v(ti  - 0), V (ti  - 0),\Delta V (ti  - 0))+

+
\sum 

ti<t, ti\in \Omega +

S(ti, x(ti),\Delta v(ti + 0), V (ti),\Delta V (ti + 0)), (27)

где vc(t) — непрерывная составляющая вектор функции ограниченной вариации v(t), \Omega  - и
\Omega +, соответственно, точки левого и правого разрывов функции V (t).
Множество S(t, x(t),\Delta v(t), V (t),\Delta V (t)) (где t = ti  - 0, ti \in \Omega  - и t = ti, если ti \in \Omega +) в

(27) определяется как сдвиг сечения (\nu (\Delta V (t)) = v(ti), если ti \in \Omega  - , и \nu (\Delta V (t)) = v(ti +0),
если ti \in \Omega +) множества достижимости системы (26) на величину  - x(t) в момент \xi =

\Delta V (t), где управление \eta (\xi ) удовлетворяет ограничению \| \eta (\xi )\| \leq 1, \| \eta (\xi )\| =
m\sum 
i=1

| \eta i(\xi )| .

Содержательно множество S(t, x(t),\Delta v(t), V (t),\Delta V (t)) описывает все возможные скачки
траектории в момент \=t из точки x(\=t) при заданных \Delta v(t) и \Delta V (t).
Таким образом, каждой точке разрыва (левого или правого) функции v(t) и каждому воз-

можному скачку траектории системы (27) в этот момент \=t будет поставлена в соответствие

функция \eta (\=t)(\xi ), определенная на отрезке [0,\Delta V (\=t)], которая с помощью решения системы
уравнений (26) определит величину скачка \Delta x(\=t) траектории в момент \=t.
Пусть \=x(t) есть некоторая функция ограниченной вариации, точки разрыва которой сов-

падают с точками разрыва функции V (t). При этом разрывы функции \=x(t) являются допу-
стимыми для интегрального включения (27). Это означает, что для каждой точки разрыва
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функции \=x(t) существует допустимое решение системы (26), с помощью которых описыва-
ются скачки функции \=x(t). Здесь \eta ti - 0(\cdot ), \eta ti+0(\cdot ) — соответствующие допустимые управ-
ления вспомогательной системы (26). Тогда

\Delta \=x(ti  - 0) = s(ti, \=x(ti  - 0),\Delta v(ti  - 0),\Delta V (ti  - 0), \eta ti - 0) = z(\Delta V (ti  - 0)) - \=x(ti  - 0),

\Delta \=x(ti + 0) = s(ti, \=x(ti),\Delta v(ti + 0),\Delta V (ti + 0), \eta ti+0 = z(\Delta V (ti + 0)) - \=x(ti),

где z — решение системы (26). Предположим, что \=x(t) удовлетворяет неравенству\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \=x(t) - \omega (t0) - 
t\int 

t0

A(\xi )\=x(\xi ) d\xi  - 
m\sum 
i=1

t\int 
t0

Dj(\xi )\=x(\xi ) dv
c
i (\xi ) - 

t\int 
t0

A\tau (\xi )x(\xi  - \tau ) d\xi  - 

 - 
t\int 

t0

f(\xi ) d\xi  - 
\sum 

ti\leq t, ti\in \Omega  - 

s(ti, \=x(ti  - 0),\Delta v(ti  - 0)\Delta V (ti  - 0), \eta ti - 0(\cdot )) - (28)

 - 
\sum 

ti<t, ti\in \Omega +

s(ti, \=x(ti),\Delta v(ti),\Delta V (ti + 0), \eta ti+0(\cdot ))

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \leq \varepsilon \varphi (t).

Заметим, что каждая функция ограниченной вариации, являющаяся решением инте-
грального включения (27), является решением интегрального уравнения

x(t) = \omega (t0) +

t\int 
t0

A(\xi )x(\xi ) d\xi +
m\sum 
i=1

t\int 
t0

Dj(\xi )x(\xi ) dv
c
i (\xi ) +

t\int 
t0

A\tau (\xi )x(\xi  - \tau ) d\xi +

+

t\int 
t0

f(\xi ) d\xi +
\sum 

ti\leq t, ti\in \Omega  - 

s(ti, x(ti  - 0),\Delta v(ti  - 0)\Delta V (ti  - 0), \eta ti - 0(\cdot ))+ (29)

+
\sum 

ti<t, ti\in \Omega +

s(ti, x(ti),\Delta v(ti),\Delta V (ti + 0), \eta ti+0(\cdot )).

Для различных решений интегрального включения (27) эти уравнения отличаются набо-
ром вспомогательных управлений, с помощью которых описываются скачки траекторий.
Содержательно неравенство (28) означает, что \=x является приближенным решением для
дифференциального уравнения (14) (воронки разрывных решений интегрального включе-
ния (27)).

Определение 5. Будем говорить, что дифференциальное уравнение (14) (интегральная во-
ронка решений интегрального включения (27)) будет устойчиво по Хайерсу–Уламу–Рассиасу
относительно неубывающей непрерывной функции \varphi (t) [t0  - \tau , \vargamma ], если для любого \varepsilon > 0
и любой функции, удовлетворяющей неравенству (28), существует такое число cf > 0, что
будет выполняться неравенство

\rho (\=x(t), X(t, t0, x0, v, V )) \leq cf\varepsilon \varphi (t),

где \rho (a,A) — хаусдорфово расстояние от точки a до множества A, X(t, t0, x0, v, V ) — инте-
гральная воронка разрывных решений интегрального включения (27).

Теорема 3. Пусть функция \=x(t) удовлетворяет неравенству (28). Тогда существует та-

кое cf > 0 и такое решение уравнения (29), что будет выполняться неравенство

| \=x(t) - x(t)| \leq cf\varepsilon \varphi (t). (30)
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Доказательство. В связи с тем, что доказательство этой теоремы в значительной степени
повторяет доказательство теоремы 2, здесь оно приводится в сокращенном виде. Согласно
(29)

\=x(t) - x(t) = \=x(t) - \omega (t0) - 
t\int 

t0

A(\xi )x(\xi ) d\xi  - 
m\sum 
i=1

t\int 
t0

Dj(\xi )x(\xi ) dv
c
i (\xi ) - 

t\int 
t0

A\tau (\xi )x(\xi  - \tau ) d\xi  - 

 - 
t\int 

t0

f(\xi ) d\xi  - 
\sum 

ti\leq t, ti\in W - 
s(ti, x(ti  - 0),\Delta v(ti  - 0)\Delta V (ti  - 0), \eta ti - 0(\cdot )) - (31)

 - 
\sum 

ti<t, ti\in W+

s(ti, x(ti),\Delta v(ti),\Delta V (ti + 0), \eta ti+0(\cdot )).

Добавляя и вычитая в правой части (31) выражение

\omega (t0) +

t\int 
t0

A(\xi )\=x(\xi ) d\xi +

m\sum 
i=1

t\int 
t0

Dj(\xi )\=x(\xi ) dv
c
i (\xi ) +

t\int 
t0

A\tau (\xi )\=x(\xi  - \tau ) d\xi +

+

t\int 
t0

f(\xi ) d\xi +
\sum 

ti\leq t, ti\in W - 

s(ti, \=x(ti  - 0),\Delta v(ti  - 0)\Delta V (ti  - 0), \eta ti - 0(\cdot ))+

+
\sum 

ti<t, ti\in W+

s(ti, \=x(ti),\Delta v(ti),\Delta V (ti + 0), \eta ti+0(\cdot )),

вычисляя модуль левой и правой части, проводя соответствующую группировку и учитывая
неравенство (28), получаем

| \=x(t) - x(t)| \leq \varepsilon \varphi (t) +

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \=x(t0) - \omega (t0) +

\int t

t0

A(\xi )(\=x(\xi ) - x(\xi )) d\xi +

+

m\sum 
j=1

\int t

t0

Dj(\xi )(\=x(\xi ) - x(\xi )) dvcj(\xi ) +

\int t

t0

A\tau (\xi )(\=x(\xi  - \tau ) - x(\xi  - \tau )) d\xi + (32)

+
\sum 

ti<t, ti\in W - 

(s(ti, \=x(ti - 0),\Delta v(ti - 0)\Delta V (ti - 0), \eta ti - 0(\cdot )) - s(ti, x(ti),\Delta v(ti - 0),\Delta V (ti - 0), \eta ti - 0(\cdot )))+

+
\sum 

ti\leq t, ti\in W+

(s(ti, \=x(ti),\Delta v(ti+0)\Delta V (ti+0), \eta ti+0(\cdot )) - s(ti, x(ti),\Delta v(ti+0),\Delta V (ti+0), \eta ti+0(\cdot )))

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| .
Подобно тому, как делалась оценка на величину | S(ti, y(ti  - 0),\Delta v(ti  - 0))  - S(ti, x(ti  - 
0),\Delta v(ti  - 0))| (см. (18)–(21)) в предыдущей теореме, можно получить неравенство

| s(ti, \=x(ti  - 0),\Delta v(ti  - 0)\Delta V (ti  - 0), \eta ti - 0(\cdot )) - s(ti, x(ti),\Delta v(ti  - 0),\Delta V (ti  - 0), \eta ti - 0(\cdot ))| \leq 

\leq | \=x(ti  - 0) - x(ti  - 0)| eeL| | \Delta V (ti - 0)| | .

Аналогичным образом и для ti+0 можно получить подобное неравенство. Затем для оцен-
ки правой части неравенства (32) в силу предположений (16), используя обозначение (9) и
вычисляя \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}s\in [t0,t] | \=x(s) - x(s)| , который ранее обозначался как \mu (t), полагая \omega (t) = \=x(t) на
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[t0  - \tau , t0], с учетом (29)и неравенства
m\sum 
j=1

\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}
[t0, \xi ]

vci (\cdot ) \leq V c(\xi ) (V c(\xi ) — непрерывная состав-

ляющая функции V (\xi )) получаем

\mu (t) \leq \varepsilon \varphi (t) +Q

\int t

t0

\mu (\xi ) d(\xi + V c)+

+
\sum 

ti<t, ti\in W - 

\mu (ti  - 0)
\bigl( 
eQ| | \Delta V (ti - 0)| |  - 1

\bigr) 
+

\sum 
ti\leq t, ti\in W+

\mu (ti)
\bigl( 
eQ| | \Delta V (ti+0)| |  - 1

\bigr) 
, (33)

где Q определяется выражением (24). Ввиду ([9], лемма 5.4.3, c. 192) получим оценку на
решение неравенства (33):

\mu (t) \leq \varepsilon \varphi eQ(t - t0+V (t)).

Полагая cf = eQ(\vargamma  - t0+V (\vargamma )), получаем оценку (30). \square 

Простым следствием теоремы 3 является

Теорема 4. Дифференциальное уравнение (11) устойчиво по Хайерсу–Уламу–Рассиасу.

Заключение

Проведена формализация понятия устойчивости по Хайерсу–Уламу–Рассиасу для систем
линейных дифференциальных уравнений первого порядка с обобщенными воздействиями в
уравнении и с запаздыванием. Установлен факт устойчивости по Хайерсу–Уламу–Рассиасу
для систем линейных дифференциальных уравнений первого порядка в случаях, когда обоб-
щенное воздействие входит аддитивно и в случае, когда обобщенное воздействие умножа-
ется на фазовую координату.
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Hayers–Ulam–Rassias stability of linear systems of differential equations with generalized

action and delay

Abstract. For linear systems of differential equations with delay subject to generalized influence, a
formalization of the concept of Highers–Ulam–Rassias stability is proposed. The cases are considered
when the system has a single reaction to a generalized impact and when the system’s reaction is
not unique. Sufficient conditions for such stability are established for the systems of differential
equations under consideration.
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