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Аннотация. Рассматривается оператор Шрёдингера H(\bfk ) = H0(\bfk )  - V, \bfk \in \BbbT 2, ассоцииро-
ванный системой двух частиц на двумерной решетке. Показывается инвариантность подпро-
странств четных и нечетных функций относительно H(\bfk ). Описываются множества квази-
импульсов \scrK (1), \scrK (2) и класс потенциалов \mathrm{P}(1), \mathrm{P}(2), для которых при \bfk \in \scrK (j), \^v \in \mathrm{P}(j)
оператор H(\bfk ) имеет бесконечное число собственных значений zn(\bfk ), n \in \BbbZ +. Найдены явный
вид zn(\bfk ) и скорость стремления последовательности zn(\bfk ) ко дну существенного спектра.
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Введение

Решетчатые модели играют важную роль в различных разделах физики. К числу таких
моделей относятся решетчатые гамильтонианы малочастичных систем [1], которые мож-
но рассматривать как минималистскую версию соответствующей модели Бозе или Фер-
ми–Хаббарда, включающей фиксированное конечное число частиц определенного типа. Ре-
шетчатые гамильтонианы немногих тел представляют большой теоретический интерес уже
сами по себе [2]–[6]. Кроме того, эти дискретные гамильтонианы можно рассматривать как
естественную аппроксимацию их непрерывных аналогов [7], позволяющую изучать явления
малого числа тел в контексте теории ограниченных операторов.
Кинематика квантовых квазичастиц на решетке довольно своеобразна даже в двухча-

стичном случае. Например, вследствие того, что дискретный аналог лапласиана или его
обобщения не являются трансляционно-инвариантными, гамильтониан системы не разде-
ляется на две части: относящуюся к движению центра масс и связанную с внутренними
степенями свободы. Это так называемое явление “избытка масс” для решетчатых систем:
эффективная масса двухчастичного связанного состояния больше, чем сумма эффектив-
ных масс двух квазичастиц (см., например, [1], [8]). Двухчастичная проблема на решет-
ке, в отличие от непрерывного случая, когда отделяется движение центра масс, сводится
к изучению одночастичной проблемы с помощью преобразования Гельфанда. А именно,
гильбертово пространство \ell 2((\BbbZ d)2) разлагается в прямой интеграл фон Неймана, ассоци-
ированный с представлением абелевой (дискретной) группы \BbbZ d, образованной с помощью
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перестановочных операторов на решетке. Тогда двухчастичный гамильтониан также разла-
гается в прямой (непрерывный) интеграл фон Неймана. Спектр слойного оператора H(\bfk )
оказывается довольно чувствительным к изменению квазиимпульса \bfk \in \BbbT d.
Пpиpода появления связанных состояний двухчастичных кластеpных опеpатоpов пpи

малых значениях паpаметpа кластеpности впеpвые подpобно исследовалась Ш.С. Мама-
товым и Р.А. Минлосом [9], а потом в более общей ситуации Р.А. Минлосом и А.И. Мо-
гильнеpом [10]. Конечность числа собственных значений оператора Шрёдингера H(\bfk ) в
d-мерной решетке установлена в работе [3]. Для контактных потенциалов существование и
единственность собственного значения показано в [11]. В работе [12] рассматривается мо-
дельный оператор, ассоциированный с системой трех частиц на решетке, взаимодействую-
щих с помощью парных нелокальных потенциалов. При некоторых естественных условиях
на параметры, задающий этот модельный оператор, доказана конечность его дискретного
спектра. В работе [13] исследуется матричный оператор, действующий в некотором под-
пространстве Фоковского пространства, третий диагональный элемент которого являет-
ся модельный оператор Шрёдингера. Описано местоположение его существенного спектра
(т. е. выделены "двухчастичные" и "трехчастичные" ветви существенного спектра). В ра-
боте [14] рассматривается семейство двухчастичных дискретных операторов Шрёдингера
H(\bfk ), ассоциированных с гамильтонианом системы двух фермионов на d-мерной решетке
\BbbZ d, d \geq 1, где \bfk \in \BbbT d — двухчастичный квазиимпульс. Доказано, что для любой размерности
d = 1, 2, . . . оператор H(\bfk ),\bfk \not = \bfzero , имеет собственное значение, лежащее левее существен-
ного спектра, если оператор H(\bfzero ) имеет виртуальный уровень (d = 1, 2) или собственное
значение (d \geq 3) на дне существенного спектра. В работе [15] показано, что оператор H(\bfk )
может иметь бесконечное число собственных значений zn(\bfk ), накапливающихся в левому
краю существенного спектра.
Здесь мы интересуемся собственными значениями zn(\bfk ) оператораШрёдингераH(\bfk ) (см.

(2)) и их зависимостью от полного квазиимпульса \bfk \in \BbbT 2 = ( - \pi , \pi ]2. Задача о существо-
вании решения стационарного уравнения Шрёдингера H(\bfk )f = zf сводится к изучению

существования неподвижных точек компактного оператора G(\bfk , z) = V
1
2 (H0(\bfk ) - zI) - 1V

1
2 .

Описываются множество квазиимпульсов \scrK (j) \subset \BbbT 2, j = 1, 2 (см. (4)), и класс потенциалов
\mathrm{P}(j) (см. (5)) таких, что при \bfk \in \scrK (j), \^v \in \mathrm{P}(j) имеет место равенство G(\bfk , z) = d(\bfk , z)V, т. е.
операторы V и G(\bfk , z) имеют одинаковые собственные функции. Благодаря этому мы по-
лучим явный вид для собственных значений zn(\bfk ), n \in \BbbZ + (см (9)), и собственных функций
fn (см. (10)) оператора H(\bfk ).

1. Постановка задачи и формулировка результатов

Гамильтониан \^H системы двух квантовых частиц на двумерной решетке \BbbZ 2 действует в
гильбертовом пространстве \ell 2((\BbbZ 2)2) = \ell 2(\BbbZ 2)\otimes \ell 2(\BbbZ 2) по формуле

\^H =  - 1

2m1
\Delta 1  - 

1

2m2
\Delta 2  - \^V .

Здесь m1,m2 означают массы частиц, которые в дальнейшем считаются равными единице,
\Delta 1 = \Delta \otimes I и \Delta 2 = I\otimes \Delta , решетчатый Лапласиан \Delta — разностный оператор, описывающий
перенос частицы с узла на соседний узел, т. е.

\bigl( 
\Delta \^\psi 

\bigr) 
(\bfn ) =

2\sum 
j=1

\bigl[ 
\^\psi (\bfn + \bfe j) + \^\psi (\bfn  - \bfe j) - 2 \^\psi (\bfn )

\bigr] 
, \^\psi \in \ell 2

\bigl( 
\BbbZ 2

\bigr) 
,



О БЕСКОНЕЧНОСТИ ЧИСЛА СОБСТВЕННЫХ ЗНАЧЕНИЙ 5

где \bfe 1 = (1, 0), \bfe 2 = (0, 1) — единичные орты в \BbbZ 2. Взаимодействие двух частиц описывается

оператором \^V : \bigl( 
\^V \^\psi 

\bigr) 
(\bfn \bfone ,\bfn \bftwo ) = \^v(\bfn \bfone  - \bfn \bftwo ) \^\psi (\bfn \bfone ,\bfn \bftwo ), \^\psi \in \ell 2

\bigl( 
(\BbbZ 2)2

\bigr) 
.

Относительно потенциала \^v предположим, что

\^v( - \bfn ) = \^v(\bfn ) \geq 0 \forall \bfn \in \BbbZ 2,
\sum 
\bfn \in \BbbZ 2

\^v(\bfn ) <\infty . (1)

При этом условии гамильтониан \^H является ограниченным, самосопряженным оператором
в пространстве \ell 2

\bigl( 
(\BbbZ 2)2

\bigr) 
.

Исследование связанных состояний гамильтонианa \^H системы двух частиц сводится к
изучению собственных значений семейства самосопряженных операторов

\bigl\{ 
H(\bfk ), \bfk \in \BbbT 2

\bigr\} 
(см. [10], [3]). Оператор Шрёдингера H(\bfk ) := H0(\bfk )  - V действует в гильбеpтовом пpос-
тpанстве L2

\bigl( 
\BbbT 2

\bigr) 
по формуле

(H0(\bfk )f)(\bfq ) = \varepsilon \bfk (\bfq )f(\bfq ), (V f)(\bfq ) =
1

2\pi 

\int 
\BbbT 2

v(\bfq  - \bfs )f(\bfs )d\bfs . (2)

Здесь

\varepsilon \bfk (\bfq ) = \varepsilon 

\biggl( 
1

2
\bfk + \bfq 

\biggr) 
+ \varepsilon 

\biggl( 
1

2
\bfk  - \bfq 

\biggr) 
, v(\bfq ) =

1

2\pi 

\sum 
\bfn \in \BbbZ 2

\^v(\bfn ) \mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p}\{ i(\bfn ,\bfq )\} , (\bfn ,\bfq ) = n1q1 + n2q2,

(3)

\varepsilon (\bfq ) =

2\sum 
j=1

(1  - \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} qj) — энергия отдельной частицы с импульсом \bfq \in \BbbT 2. При выполнении

условия (1) v является непрерывной функцией на \BbbT 2.
Сначала изложим некоторые известные факты. Обозначим черезm(\bfk ) иM(\bfk ), соответст-

венно, минимальное и максимальное значения функции \varepsilon \bfk (\bfq ). В силу теоремы Вейля о су-
щественном спектре следует, что существенный спектр оператора H(\bfk ) совпадает со спек-
тром оператора H0(\bfk ). Спектр невозмущенного оператора H0(\bfk ) чисто непрерывный и сов-
падает с отрезком [m(\bfk ),M(\bfk )]. Длина этого отрезка \omega (\bfk ) = M(\bfk ) - m(\bfk ) называется ши-
риной непрерывного спектра оператора H(\bfk ). Из вида функции

\omega (\bfk ) = 4 \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}
k1
2

+ 4 \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}
k2
2

непосредственно вытекает, что она — регулярная функция на \BbbT 2, симметричная относи-
тельно k1 и k2, четная по каждому kj \in [ - \pi , \pi ] и убывает по kj \in [0, \pi ], j = 1, 2. Значит,

\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}
\bfk \in \BbbT 2

\omega (\bfk ) = \omega ((\pi , \pi )) = 0, \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}
\bfk \in \BbbT 2

\omega (\bfk ) = \omega ((0, 0)) = 8.

Из вышесказанного следует, что ширина непрерывного спектра \omega (\bfk ) уменьшается при воз-
растании координаты kj \in [0, \pi ] полного квазиимпульса \bfk системы двух частиц. Ширина
непрерывного спектра оператора H(\bfk ) по направлению \bfe j , j = 1, 2, определяется по фор-
муле

\omega j(\bfk ) = \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}
pj\in [ - \pi ,\pi ]

\varepsilon \bfk (\bfp ) - \mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}
pj\in [ - \pi ,\pi ]

\varepsilon \bfk (\bfp ).

Заметим, что \omega j(\bfk ) \equiv 0 при \bfk \in \scrK (j), где \scrK (1),\scrK (2) — ребра квадрата \BbbT 2, т. е.

\scrK (1) =
\bigl\{ 
\bfk \in \BbbT 2 : k1 = \pi , k2 \in ( - \pi , \pi )

\bigr\} 
, \scrK (2) =

\bigl\{ 
\bfk \in \BbbT 2 : k1 \in ( - \pi , \pi ), k2 = \pi 

\bigr\} 
. (4)
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Обозначим через \mathrm{P}(j), j = 1, 2, класс потенциалов \^v таких, что

\mathrm{P}(j) = \{ \^v : \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}\^v \subset \bfe j\BbbZ ; \^v(n\bfe j) > \^v((n+ 1)\bfe j), n \in \BbbZ + = \{ 0\} \cup \BbbN \} . (5)

Пусть L+
2

\bigl( 
\BbbT 2

\bigr) \bigl( 
соответственно L - 

2

\bigl( 
\BbbT 2

\bigr) \bigr) 
— подпространство четных (соответственно нечет-

ных) функций. Известно, что

L2

\bigl( 
\BbbT 2

\bigr) 
= L+

2

\bigl( 
\BbbT 2

\bigr) 
\oplus L - 

2

\bigl( 
\BbbT 2

\bigr) 
. (6)

Лемма 1. Пусть выполняется условие (1). Тогда подпространства L+
2

\bigl( 
\BbbT 2

\bigr) 
и L - 

2

\bigl( 
\BbbT 2

\bigr) 
являются инвариантными относительно оператора H(\bfk ).

Доказательство. Покажем инвариантность подпространства L+
2

\bigl( 
\BbbT 2

\bigr) 
относительно H0(\bfk )

и V . Из представления (3) следует, что \varepsilon \bfk принадлежит подпространству L+
2

\bigl( 
\BbbT 2

\bigr) 
, поэтому

из включения f \in L+
2

\bigl( 
\BbbT 2

\bigr) 
вытекает включение \varepsilon \bfk f \in L+

2

\bigl( 
\BbbT 2

\bigr) 
. Это показывает инвариант-

ность подпространства L+
2

\bigl( 
\BbbT 2

\bigr) 
относительно оператора H0(\bfk ).

Из четности функции \^v на \BbbZ 2 имеем четность функции v на \BbbT 2. Из этого получаем,
что функция g(\bfp ) = (V f)(\bfp ) принадлежит подпространству L+

2

\bigl( 
\BbbT 2

\bigr) 
при f \in L+

2

\bigl( 
\BbbT 2

\bigr) 
. Тем

самым доказана инвариантность L+
2

\bigl( 
\BbbT 2

\bigr) 
относительно оператора H(\bfk ) = H0(\bfk ) - V .

Так как H(\bfk ) — самосопряженный оператор, ортогональное дополнение

L - 
2

\bigl( 
\BbbT 2

\bigr) 
=

\bigl( 
L+
2

\bigl( 
\BbbT 2

\bigr) \bigr) \bot 
также является инвариантным подпространством относительно оператора H(\bfk ). \square 

Обозначим через H+(\bfk ) = H0(\bfk )  - V + сужение оператора H(\bfk ) на подпространство
L+
2

\bigl( 
\BbbT 2

\bigr) 
. Этот оператор описывает бозон-бозонное взаимодействие на решетке (см. [5]). Обо-

значим через H - (\bfk ) = H0(\bfk )  - V  - сужение оператора H(\bfk ) на подпространство L - 
2

\bigl( 
\BbbT 2

\bigr) 
.

Этот оператор описывает взаимодействие двух фермионов на двумерной решетке (см. [14]).
Таким образом, прямая сумма (6) порождает прямую сумму

H(\bfk ) = H+(\bfk )\oplus H - (\bfk ).

Пусть \^v \in \mathrm{P}(j). После несложных вычислений, получим

(V +f)(\bfq ) =
1

4\pi 2

\int 
\BbbT 2

\Biggl[ 
\^v(\bfzero ) + 2

\infty \sum 
n=1

\^v(n\bfe j) \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}(npj) \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}(nqj)

\Biggr] 
f(\bfq )d\bfq , (7)

(V  - f)(\bfq ) =
1

2\pi 2

\int 
\BbbT 2

\Biggl[ \infty \sum 
n=1

\^v(n\bfe j) \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}(npj) \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}(nqj)

\Biggr] 
f(\bfq )d\bfq .

Для любого \bfk \in \BbbT 2 и z < m(\bfk ) положим

d(\bfk , z) =
1

4\pi 2

\int 
\BbbT 2

d\bft 

\varepsilon \bfk (\bft ) - z
.

При \bfk \in \scrK (j) этот интеграл вычисляется явно

d(\bfk , z) =
1\sqrt{} 

m(\bfk ) - z
\sqrt{} 
M(\bfk ) - z

. (8)

Теорема 1. Пусть \bfk \in \scrK (j) и \^v \in \mathrm{P}(j).
а) Дискретный спектр \sigma \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{c}(H

+(\bfk )) оператора H+(\bfk ) состоит из бесконечного числа

невырожденных собственных значений zn(\bfk ), n \in \BbbZ +, вида

zn(\bfk ) = 4 - 
\sqrt{} 
(\omega (\bfk )/2)2 + \^v2(n\bfe j). (9)
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Собственным значениям zn(\bfk ) соответствуют собственные функции

f+n (\bfp ) =
\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}(npj)

\varepsilon \bfk (\bfp ) - zn(\bfk )
\in L+

2

\bigl( 
\BbbT 2

\bigr) 
; (10)

b) дискретный спектр \sigma \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{c}(H
 - (\bfk )) оператора H - (\bfk ) состоит из невырожденных соб-

ственных значений

\{ z1(\bfk ), z2(\bfk ), . . . , zn(\bfk ), . . .\} = \sigma \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{c}(H
 - (\bfk )),

где zn(\bfk ) определяется по формуле (9). Им соответствуют собственные функции

f - n (\bfp ) =
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}(npj)

\varepsilon \bfk (\bfp ) - zn(\bfk )
\in L - 

2

\bigl( 
\BbbT 2

\bigr) 
.

Замечание 1. Оператор H(\bfk ) имеет бесконечное число собственных значений zn(\bfk ), лежа-
щих левее существенного спектра, причем z0(\bfk ) невырожденное, а остальные zn(\bfk ), n \in \BbbN ,
являются двухкратными.

Теорема 2. Пусть \bfk \in \scrK (j) и \^v \in \mathrm{P}(j). Тогда для любого n \in \BbbN имеет место неравенство

0 < m(\bfk ) - zn(\bfk ) <
\^v2(n\bfe j)

\omega (\bfk )
.

Замечание 2. Разница между n-м собственным значением zn(\bfk ) оператора H(\bfk ) и ле-
вым краем существенного спектра m(\bfk ) оценивается через отношение значения потенциала
\^v2(n, 0) и ширины непрерывного спектра \omega (\bfk ).

2. Доказательства основных результатов

Из самосопряженности опеpатоpа H\pm (\bfk )
\bigl( 
т. е. H+(\bfk ) или H - (\bfk )

\bigr) 
следует \sigma 

\bigl( 
H\pm (\bfk )

\bigr) 
\subset \BbbR .

А из положительности опеpатоpа V вытекают положителность операторов V +, V  - . Значит,
\sigma 
\bigl( 
H\pm (\bfk )

\bigr) 
\cap (M(\bfk ),\infty ) = \emptyset , поэтому собственные значения оператора H\pm (\bfk ) могут лежать

только в полуоси ( - \infty , m(\bfk )).
Для каждого \bfk \in \BbbT 2 и z < m(\bfk ) определим интегральные операторы, действующие в

подространстве L\pm 
2

\bigl( 
\BbbT 2

\bigr) 
:

G\pm (\bfk , z) =
\bigl( 
V \pm \bigr) 1

2 r0(\bfk , z)
\bigl( 
V \pm \bigr) 1

2 , Q\pm (\bfk , z) =
\bigl( 
V \pm \bigr) 1

2 r
1
2
0 (\bfk , z),

где r0(\bfk , z) — резольвента невозмущенного оператора H0(\bfk ), а
\bigl( 
V +

\bigr) 1
2 — положительный

квадратный корень положительного оператора V +. При условии (1) оператор
\bigl( 
V \pm \bigr) 1

2 при-
надлежит классу Гильберта–Шмидта \Sigma 2, поэтому Q

\pm (\bfk , z) \in \Sigma 2. Из представления

G\pm (\bfk , z) = Q\pm (\bfk , z)(Q\pm (\bfk , z))\ast 

следует положительность оператора G\pm (\bfk , z) и его принадлежность классу со следом \Sigma 1

при всех \bfk \in \BbbT 2 и z < m(\bfk ). Решение f стационарного уравнения Шрёдингера

H\pm (\bfk )f = zf (11)

и неподвижные точки \varphi оператора G\pm (\bfk , z) связаны соотношениями

f = r0(\bfk , z)
\bigl( 
V \pm \bigr) 1

2\varphi , \varphi =
\bigl( 
V \pm \bigr) 1

2 f. (12)

Лемма 2. Число z < m(\bfk ) является собственным значением опеpатоpа H\pm (\bfk ) тогда и

только тогда, когда число \lambda = 1 есть собственное значение опеpатоpа G\pm (\bfk , z).
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Доказательство. Пусть f \in L\pm 
2

\bigl( 
\BbbT 2

\bigr) 
— нетривиальное решение уравнения (11). Вводя обо-

значение \varphi =
\bigl( 
V \pm \bigr) 1

2 f, из (11) получаем f = r0(\bfk , z)
\bigl( 
V \pm \bigr) 1

2\varphi , следовательно,
\bigl( 
V \pm \bigr) 1

2 f =\bigl( 
V \pm \bigr) 1

2 r0(\bfk , z)
\bigl( 
V \pm \bigr) 1

2\varphi . Отсюда приходим к выводу, что уравнение

\varphi = G\pm (\bfk , z)\varphi (13)

имеет ненулевое решение, т. е. \varphi является собственной функцией опеpатоpа G\pm (\bfk , z), соот-
ветствующей собственному значению \lambda = 1. Из \varphi = 0 следовало бы f = 0, противоречащее
тому, что f — собственная функция. Обратно, если уравнение (13) имеет ненулевое реше-
ние \varphi \in L\pm 

2

\bigl( 
\BbbT 2

\bigr) 
, то функция f, построенная по (12), также отлична от нуля, удовлетворяет

уравнению (11) и принадлежит L\pm 
2

\bigl( 
\BbbT 2

\bigr) 
. \square 

Из доказательства леммы 2 следует

\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{m}Ker
\bigl( 
H\pm (\bfk ) - zI

\bigr) 
= \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{m}Ker

\bigl( 
G\pm (\bfk , z) - I

\bigr) 
. (14)

Доказательство теоремы 1. Пусть \bfk \in \scrK (j) и \^v \in \mathrm{P}(j).

а) Не нарушая общности, предположим, что j = 1. В этом случае ядро v
1
2
+(\bfp ) интеграль-

ного оператора (V +)
1
2 имеет вид

v
1
2
+(\bfp ) =

1\surd 
2\pi 

\sum 
n\in \BbbZ 

\^v
1
2 (n\bfe 1) \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}np1

и зависит только от p1, а для функции \varepsilon \bfk (\bfp ) имеет место представление

\varepsilon \bfk (\bfp ) = 4 - 2 \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}
k2
2

\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} p2,

которая зависит только от p2. Поэтому для ядра G+(\bfk , z;\bfp ,\bfq ) интегрального оператора
G+(\bfk , z) имеет место

G+(\bfk , z;\bfp ,\bfq ) =
1

4\pi 2

\int 
\BbbT 2

v
1
2
+(\bfp  - \bft )v

1
2
+(\bft  - \bfq )

\varepsilon \bfk (\bft ) - z
d\bft =

1

2\pi 
v+(\bfp  - \bfq )d(\bfk , z), (15)

где v+(\bfp  - \bfq ) — ядро интегрального оператора V + (см. (7)).
Из равенства (15) следует операторное равенство

G+(\bfk , z) = d(\bfk , z)V +. (16)

Это означает, что собственные функции оператора V + также являются собственными функ-
циями оператора G+(\bfk , z). При условии теоремы 1 ненулевыми собственными значениями
оператора V + являются числа \^v(n\bfe 1), n \in \BbbZ +, им соответствуют собственные функции
\varphi n(p1) = \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}np1. Тогда в силу (16) числа

\lambda n(\bfk , z) = \^v(n\bfe 1)d(\bfk , z), n \in \BbbZ +, (17)

являются собственными значениями оператора G+(\bfk , z). Ввиду монотонности потенциала
\^v(n\bfe 1) > \^v((n+ 1)\bfe 1)

\lambda 0(\bfk , z) > \lambda 1(\bfk , z) > \cdot \cdot \cdot > \lambda n(\bfk , z) > \cdot \cdot \cdot .
Заметим, что при каждом n \in \BbbZ + число \^v(n\bfe 1) — невырожденное собственное значение опе-
ратора V +, поэтому \lambda n(\bfk , z) является невырожденным собственным значением оператора
G+(\bfk , z), т. е.

\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{m}Ker
\bigl( 
G+(\bfk , z) - \lambda n(\bfk , z)I

\bigr) 
= 1, n \in \BbbZ +. (18)
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Теперь покажем, что для любого n \in \BbbZ + уравнение

\lambda n(\bfk , z) = 1 (19)

имеет единственное решение. Учитывая (8) и (17), получим эквивалентное к (19) уравнение

(m(\bfk ) - z)(M(\bfk ) - z) = \^v2(n\bfe 1). (20)

Решая квадратное уравнение (20) относительно z и учитывая z < m(\bfk ), убедимся, что реше-
ние zn(\bfk ) имеет вид (9). Из леммы 1 следует, что числа zn(\bfk ), n \in \BbbZ + являются собственны-
ми значениями оператора H+(\bfk ). Утверждение теоремы о невырожденности собственных
значений следует из (18) и (14). Так как собственным значениям \lambda n(\bfk , z), n \in \BbbZ +, оператора
G+(\bfk , z) соответствуют собственные функции \varphi n(\bfp ) = \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}np1, n \in \BbbZ +, то из соотношения
(12) мы заключаем, что собственным значениям zn(\bfk ), n \in \BbbZ +, соответствуют собственные
функции f+n вида (10).
Доказательство п. b) теоремы аналогично доказательству п. a), поэтому мы пропускаем

его. \square 

Замечание 3. Каждое собственное значение

zn((\pi , k2)) = 4 - 
\sqrt{} 
4 \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}2

k2
2

+ \^v2(n\bfe 1), n \in \BbbZ +,

оператора H+((\pi , k2)) есть четная функция от k2 \in [ - \pi , \pi ], которая возрастает на отрезке
[0, \pi ]. Из монотонности \^v и (9) следует zn(\bfk ) < zn+1(\bfk ) при всех n \in \BbbZ +.

Доказательство теоремы 2. Не нарушая общности, рассмотрим случай j = 1. В этом

случае \omega ((\pi , k2)) = 4 \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}
k2
2
. Из определения m(\bfk ) и zn(\bfk ) вытекает, что для любого n \in \BbbN 

имеет место

m((\pi , k2)) - zn((\pi , k2)) =
\^v2(n\bfe 1)\sqrt{} 

4 \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}2
k2
2

+ \^v2(n\bfe 1) + 2 \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}
k2
2

<
\^v2(n\bfe 1)

\omega ((\pi , k2))
.

Отсюда следует утверждение теоремы.

Заключение

Таким образом, при k \in \scrK (1), \^v \in P (1) существенный и дискретный спектры оператора
H(\bfk ) описываются явно:

\sigma \mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}(H(\bfk )) =

\biggl[ 
4 - 2 \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}

k2
2
, 4 + 2 \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}

k2
2

\biggr] 
, \sigma \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{c}(H(\bfk )) = \{ z0(\bfk ), z1(\bfk ), . . . , zn(\bfk ), . . .\} .

Если потенциал \^v(n\bfe 1) стремится к нулю по степеням n, т. е. \^v(n\bfe 1) = n - \alpha , \alpha > 1, то
разность m(\bfk )  - zn(\bfk ) также стремится к нулю по n - 2\alpha . Теперь допустим, что \^v(n\bfe 1) =
ae - n, n \in \BbbN , тогда разность m(\bfk ) - zn(\bfk ) экспоненциально убывает к нулю, т. е.

m(\bfk ) - zn(\bfk ) \approx 
a2

4 \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}
k2
2

e - 2n.

Кроме того, коэффициент перед экспонентой находится точно. Он четно зависит от второй
координаты k2 полного квазиимпульса \bfk и монотонно возрастает по k2 \in (0, \pi ).
Проверяем существенность условий, заданных на потенциал \^v. Допустим k \in \scrK (1) и

\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}\^v \subset \bfe 1\BbbZ . Тогда оператор H(\bfk ) имеет бесконечное число собственных значений zn(\bfk ),
определенных по формуле (9). Если потенциал \^v не является четным, то подпространства



10 Ж.И.АБДУЛЛАЕВ, А.М.ХАЛХУЖАЕВ, Й.С.ШОТЕМИРОВ

L+
2

\bigl( 
\BbbT 2

\bigr) 
и L - 

2

\bigl( 
\BbbT 2

\bigr) 
не являются инвариантными относительно оператора H(\bfk ). Если не тре-

буем монотонность от потенциала \^v, то утверждение о кратности собственных значений
zn(\bfk ), вообще говоря, теряет свою силу.
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On the infinite number of eigenvalues of the two-particle Schrödinger operator on a lattice

Abstract. We consider the Schrödinger operator H(\bfk ) = H0(\bfk )  - V, \bfk \in \BbbT 2, associated with a
system of two particles on a two-dimensional lattice. It is shown that the subspaces of even as well
as odd functions are invariant under operator H(\bfk ). The sets of quasimomenta \scrK (1), \scrK (2) and
the class of potentials \mathrm{P}(1), \mathrm{P}(2) are described, for which the operator H(\bfk ) has infinite number
of eigenvalues zn(\bfk ), n \in \BbbZ +, for \bfk \in \scrK (j), \^v \in \mathrm{P}(j). The explicit form of zn(\bfk ) and the rate of
convergence of the sequence zn(\bfk ) to the bottom of the essential spectrum are found.
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