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Аннотация. В работе предложен подход, позволяющий единообразно описывать различные
обобщения классических пространств Соболева для функций, заданных на метрическом или
топологическом пространстве и для функций со значениями в метрическом или топологиче-
ском пространстве, а также пространства функций, удовлетворяющих некоторым дифферен-
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Введение

Известно, что теория пространств Соболева имеет многочисленные эффективные при-
менения в различных областях математики и других наук, во многих прикладных задачах
(см., например, [1]–[5]). Некоторые обобщения этой теории и их применения можно найти
в работах [6]–[18].
Имеются различные подходы к описанию пространств Соболева. Полезным оказался под-

ход определенияW 1,p(V ), V \subset \BbbR n, как множества функций класса Lp(V ), удовлетворяющих
поточечным оценкам

| u(x) - u(y)| \leq | x - y| (h(x) + h(y)),

которые должны выполняться для п. в. x, y \in V , где функция h \in Lp(V ) называется верх-
ним градиентом функции u ([7]–[9]).
Такое описание может быть непосредственно использовано для доказательства теорем

вложения и теорем о следах, а также может быть, без каких-либо изменений, применено для
определения пространств Соболева для функций, заданных на метрическом пространстве
с мерой.

Поступила в редакцию 03.09.2024, после доработки 03.09.2024. Принята к публикации 26.09.2024.

Благодарности. Работа подготовлена в рамках выполнения государственного задания Министер-
ства образования и науки РФ для Института математики Сибирского отделения Российской акаде-
мии наук (проект № FWNF-2022-0006).

97



98 Н.Н.РОМАНОВСКИЙ

В работах [19]–[22] этот подход несколько изменен, что позволило обобщить его для функ-
ций, заданных на топологическом пространстве, а также упростить доказательство некото-
рых теорем вложения. Новый подход оказался удобным для доказательства теорем вложе-
ния в весовые пространства Лебега, для функций, заданных в нерегулярных областях, для
доказательства теорем вложения в пространства Орлича с быстро растущей порождающей
функцией.
В данной работе мы определяем более широкую шкалу пространств типа Соболева для

функций, заданных на топологическом пространстве со значениями в линейном топологи-
ческом пространстве.
Пусть X — произвольное нормальное топологическое пространство, на котором задана

борелевская счетно-аддитивная мера \mu . Пусть V — открытое подмножество X, \mu (V ) <\infty .
Предположим, что \scrA — система некоторых открытых подмножеств V и что задана моно-
тонная (возрастающая по включению множеств) функция \eta : \scrA \rightarrow \BbbR +, причем для всех
множеств A \in \scrA выполняется неравенство \eta (A) \geq C(V )\mu (A), где C(V ) — константа, зави-
сящая только от V .

Определение 1. Пусть u \in Lp(V ), p \in (1,\infty ). Определим функцию D\eta ,\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}u : V \rightarrow \BbbR +:

[D\eta ,\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}u](x) = \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
A1,A2\in \scrA :x\in A1\cap A2

\biggl( 
1

\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}(\eta (A1), \eta (A2))
| uA1  - uA2 | 

\biggr) 
, (1)

где uA =
1

\mu (A)

\int 
A

u(x) d\mu (x).

Определение 2. Предположим, что p \in (1,\infty ). Будем говорить, что функция u \in Lp(V )
принадлежит множеству W \eta 

\scrA ,p(V ), если D\eta ,\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}u принадлежит пространству Lp(V ). Функ-
цию D\eta ,\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}u будем называть точным верхним градиентом функции u в смысле функции
множеств \eta .

Теорема 1. Пусть X = \BbbR n, \mu — мера Лебега, область V ограничена. Пусть множество

\scrA состоит из всех шаров, содержащихся в области V . Пусть \{ \eta : \scrA \rightarrow \BbbR +\} v\in S равна

диаметру множества A \in \scrA .
Тогда множество W \eta 

\scrA ,p(V ) совпадает с классическим пространством Соболева W 1
p (V ).

Схема доказательства. Пусть функция u принадлежит классическому пространству Со-
болева W 1

p (V ). Покажем, что u \in W \eta 
\scrA ,p(V ). Для п.в. x \in B выполняется

| u(x) - uB| \leq \eta (B)

\left(  1

\mu (B)

\int 
B

| \nabla u| (x)

\right)  dx.

Пусть g(x) = M(| \nabla u| )(x), где M обозначает максимальный оператор. Поскольку макси-
мальный оператор ограничен в Lp(V ) для 1 < p <\infty , то g \in Lp(V ), \| g\| Lp(V ) \leq C\| \nabla u\| Lp(V ).
Следовательно, для п.в. x \in V и для каждого шара B \subset V такого, что x \in B, выполняется

| u(x) - uB| \leq \eta (B)g(x).

Из (1) вытекает, что D\eta ,\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}u измерима, неотрицательна и удовлетворяет оценке

D\eta ,\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}u \leq 2g(x).

Следовательно, D\eta ,\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}u \in Lp(V ) и \| D\eta ,\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}u\| Lp(V ) \leq C\| \nabla u\| Lp(V ), u \in W \eta 
\scrA ,p(V ).
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Обратно, пусть u \in W \eta 
\scrA ,p(V ). Покажем, что u \in W 1

p (V ) (см. также [23]). Фиксируем неко-

торое координатное направление ei. Пусть h \in \BbbR , h > 0. Обозначим через ui,h(x) функцию,

равную
u(x+ hei) - u(x)

h
, если x \in V , \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{t}(x, \partial V ) > 3h, и нулю в противном случае.

Рассмотрим в качестве A1, A2, A3 шары, первые два из которых имеют центр в точке x
и радиусы r < h, 3h, а последний имеет центр в точке x+ hei и радиус r. Из (1) вытекает,
что для любых множеств A1, A2, принадлежащих \scrA и содержащих точку x, выполняется
неравенство

1

\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}(\eta (A1), \eta (A2))
| uA1  - uA2 | \leq [D\eta ,\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}u](x).

Используя это неравенство для множеств A1, A2 и для множеств A2, A3, сложив полученные
неравенства, воспользовавшись неравенством треугольника и устремив r к нулю, получим
\| ui,h\| Lp(V ) \leq 2\| u\eta ,\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}\| Lp(V ). Таким образом, мы получили равномерную по h > 0 оценку
на \| ui,h\| Lp(V ). В силу слабой компактности замкнутых шаров в Lp(V ) для p \in (1,\infty ),

найдется слабо сходящаяся к u\prime i \in Lp(V ) последовательность ui,hk
, hk \rightarrow 0 при k \rightarrow \infty .

Пусть \varphi \in C\infty 
0 (V ), \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{t}(\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}\varphi , \partial V ) > 3h, \varphi i,h(x) =

\varphi (x+ hei) - \varphi (x)

h
. Имеем

1

h
[u(x+ hei)\varphi (x+ hei) - u(x)\varphi (x)] =

1

h
[u(x+ hei)\varphi (x+ hei) - u(x)\varphi (x+ hei)+

+u(x)\varphi (x+ hei) - u(x)\varphi (x)] = ui,h(x)\varphi (x+ hei) + \varphi i,h(x)u(x).

Поскольку, если \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{t}(\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p} \psi , \partial V ) > 2h, то выполняется

\int 
V

\psi (x) dx =

\int 
V

\psi (x+ hei) dx, полу-

чаем

\int 
V

ui,h(x)\varphi (x+ hei) dx =  - 
\int 
V

u(x)\varphi i,h(x) dx. Переходя к пределу при h\rightarrow 0, выводим

\int 
V

u\prime i(x)\varphi (x) dx =  - 
\int 
V

u(x)
\partial \varphi (x)

\partial xi
dx.

Таким образом, функция u\prime i \in Lp(V ) является слабой i-й частной производной функции u.
Поскольку выбор i \in \{ 1, 2, . . . , n\} был произволен, получаем u \in W 1

p (V ).

Предложение. Пусть 0 < r < 1, \{ \eta : \scrA \rightarrow \BbbR +\} v\in S равна диаметру множества A \in \scrA в

степени r.
Тогда W \eta 

\scrA ,p(V ) совпадает с пространством Соболева–Слободецкого W
(r)
p (V ), т. е. про-

странством функций u \in Lp(V ) с конечной полунормой

[u]
W

(r)
p (V )

:= \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
y\in \BbbR n, y \not =0

\Biggl( \int 
Vy

| u(x+ y) - u(x)| p

| y| rp
dx

\Biggr) 1
p

, Vy = \{ x \in V : x+ y \in V \} .

Лемма 1. Предположим, что для любой функции u \in Lp(V ) для п.в. x \in V и для любого

положительного числа \varepsilon найдется множество Au,x,\varepsilon \in \scrA , содержащее точку x такое,

что | u(x) - uAu,x,\varepsilon | < \varepsilon и, кроме того, \eta (Au,x,\varepsilon ) < \varepsilon . Предположим, также, что оператор,

сопоставляющий функции u \in Lp(V ) функцию

M\scrA u(x) = \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
A\in \scrA :x\in A

uA,

ограничен в Lp(V ).
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Тогда функция u \in Lp(V ) принадлежит пространству W \eta 
\scrA ,p(V ) в том и только том

случае, если существует неотрицательная функция h \in Lp(V ) такая, что для любого

A \in \scrA для п. в. x, y \in A выполняется поточечная оценка

| u(x) - u(y)| \leq \eta (A)(h(x) + h(y)). (2)

Схема доказательства. В силу (1) для любых двух множеств A1, A2 из семейства \scrA , содер-
жащих x, выполняется | uA1  - uA2 | \leq \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}(\eta (A1), \eta (A2))D\eta ,\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}u(x). Фиксирум произвольное
\varepsilon > 0. Используем это неравенство для пары множеств Au,x,\varepsilon , A и для пары множеств Au,y,\varepsilon ,
A. Сложив полученные неравенства, используя неравенство треугольника, получаем

| uAu,x,\varepsilon  - uAu,y,\varepsilon | \leq \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}(\eta (Au,x,\varepsilon ), \eta (Au,y,\varepsilon ), A) ([D\eta ,\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}u](x) + [D\eta ,\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}u](y)) .

Переходя к пределу при \varepsilon \rightarrow 0, в силу предположений леммы, выводим, что для п.в. x, y \in V
выполняется | u(x)  - u(y)| \leq \eta (A) ([D\eta ,\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}u](x) + [D\eta ,\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}u](y)). По определению W \eta 

\scrA ,p(V )

функция D\eta ,\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}u принадлежит Lp(V ). Взяв в качестве h функцию D\eta ,\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}u, получаем (2).
Обратно, пусть (2) выполняется для некоторой функции из Lp(V ). Проинтегрировав ле-

вую и правую части неравенства (2) по множеству A1 по переменной x и по множеству A2

по переменной y, и поделив на \mu (A1)\mu (A2), получим

| uA1  - uA2 | \leq \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}(\eta (A1), \eta (A2)) (hA1 + hA2) \leq 2\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}(\eta (A1), \eta (A2))M\scrA h(x).

Таким образом, измеримая неотрицательная функция D\eta ,\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}u не превосходит функции
2M\scrA h, принадлежащей Lp(V ). Таким образом, функция D\eta ,\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}u принадлежит Lp(V ), а
функция u принадлежит пространству W \eta 

\scrA ,p(V ).

Теорема 2. Пусть V — метрическое пространство, \scrA — множество шаров в этом мет-

рическом пространстве, \eta (A) — диаметр шара A, тогда функция u \in Lp(V ) принадлежит

пространству W \eta 
\scrA ,p(V ) тогда и только тогда, когда она принадлежит пространству Со-

болева в смысле Боярского и Хайлаша [7]–[9], [17].

Схема доказательства. Отметим, что семейство множеств \scrA в формулировке теоремы удо-
влетворяет всем условиям леммы 1. Действительно, при r \rightarrow 0 для п.в. x \in V одновременно
uB(x,r) \rightarrow u(x) и \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{m}(B(x, r)) \rightarrow 0. Кроме того, M\scrA совпадает с классическим максималь-
ным оператором и, следовательно, ограничен в Lp(V ) для 1 < p < \infty . Таким образом,
утверждение теоремы является непосредственным следствием леммы 1.

Замечание. Если в качестве метрического пространства рассмотреть некоторую область
V пространства \BbbR n, то множество \scrA из формулировки теоремы 2 не будет совпадать с
множеством \scrA из формулировки теоремы 1. В формулировке теоремы 2 множество шаров
представляет собой множество всевозможных пересечений евклидовых шаров с областью
V , а в формулировке теоремы 1 мы рассматривали только евклидовы шары, полностью
содержащиеся в области V . В частности, для области с вырезом определение из теоремы 1
совпадает с классическим, а определение из теоремы 2 более сильное, чем классическое,
соответствующее пространство Соболева содержит меньше функций чем классическое про-
странство Соболева.

Лемма 2. Пусть выполняются условия леммы 1. Тогда функция u \in Lp(V ) принадлежит

пространству W \eta 
\scrA ,p(V ) в том и только том случае, если функция

[ \~D\eta ,\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}u](x) = \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m} \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
A\in \scrA :x\in A,\eta (A)\rightarrow 0

\biggl( 
\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{f}

E:\mu (E)=0

\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{m}(u(A \setminus E))

\eta (A)

\biggr) 
принадлежит пространству Lp(V ).
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Последняя лемма позволяет сформулировать определение классов Соболева для отобра-
жений со значениями в метрическом пространстве.

Определение 3. Будем говорить, что отображение u : V \rightarrow Y , где Y — метрическое
пространство с метрикой \rho , принадлежит пространству W \eta 

\scrA ,p(V ;Y ), если функция

[ \~D\eta ,\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}u](x) = \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m} \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
A\in \scrA :x\in A,\eta (A)\rightarrow 0

\biggl( 
\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{f}

E:\mu (E)=0

\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{m}(u(A \setminus E))

\eta (A)

\biggr) 
принадлежит пространству Lp(V ).

Приведем также определения соболевских классов функций, заданных в области евкли-
дова пространства, со значениями в метрическом пространстве из [11] и [14].

Определение 4 ([11]). Отображение u : V \rightarrow Y принадлежит W 1
p (V ;Y ), если для любой

точки y \in Y функция uy(x) = \rho (y, u(x)) принадлежит W 1
p (V ), причем существует функ-

ция w(x) \in Lp(V ) такая, что для всех y \in Y и для п.в. x \in V выполняется неравенство
| \nabla xvy(x)| \leq w(x).

Определение 5 ([14]). Отображение u : V \rightarrow Y принадлежит W 1
p (V ;Y ), если Lp-нормы

разностных метрических соотношений
\rho (u(x+ hei), u(x))

h
ограничены равномерно по h \in \BbbR .

Теорема 3. В случае X = \BbbR n, \scrA — множество всех шаров, содержащихся в V , \eta (A) =
\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{m}(A), определение 3 эквивалентно определениям 4 и 5.

Схема доказательства. В [14] доказана эквивалентность определений 4 и 5.
Пусть V — область \BbbR n, отображение u принадлежит классу Соболева

W 1
p (V ;Y ), 1 < p <\infty ,

согласно определению 4. Повторяя рассуждения из первой части теоремы 1, получаем, что
для любого y \in Y для любого евклидова шара B, содержащегося в области V и содержащего
точку x, найдется множество E меры нуль такое, что выполняется оценка \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{m}(uy(B\setminus E)) \leq 
\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{m}(B)\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s} \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}

x\in B
\~w(x), где \~w = Mw. Учитывая, что \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{m}(u(B \setminus E)) = \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}

y\in Y
\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{m}(uy(B \setminus E)) и

то, что правая часть последнего неравенства не зависит от y, приходим к оценке

\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{m}(u(B \setminus E)) \leq \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{m}(B)\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s} \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
x\in B

\~w(x),

где \~w \in Lp(V ) в силу ограниченности нормы максимального оператора в Lp для 1 < p <\infty .
Устремляя радиус шара B к нулю, получаем u \in W \eta 

\scrA ,p(V ;Y ).

Обратно, предположим, что u \in W \eta 
\scrA ,p(V ;Y ). Покажем, что u \in W 1

p (V ;Y ) согласно
определению 5. Последнее означает, что Lp-нормы разностных метрических соотношений
\rho (u(x+ hei), u(x))

h
ограничены равномерно по h \in \BbbR . Эту равномерную ограниченность

можно доказать дословно повторяя рассуждения из второй части схемы доказательства
теоремы 1.

Также, исходя из идей леммы 2, можно сформулировать определение классов Соболева
для отображений со значениями в линейном топологическом пространстве.

Определение 6. Пусть X — нормальное топологическое пространство, Y — линейное нор-
мальное топологическое пространство. Пусть V \subset X — открытое множество. Пусть на X
задана счетно-аддитивная борелевская мера \mu . Предположим, что задано некоторое семей-
ство \scrA открытых подмножеств V и некоторое семейство \scrB открытых подмножеств Y . Пусть
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на \scrA и на \scrB заданы семейство монотонных функций множеств \eta \omega X , \omega \in \Omega , и семейство мо-
нотонных функций множеств \eta \gamma Y , \gamma \in \Gamma . Предположим, что p \in (1,\infty ).
Будем говорить, что функция u : X \rightarrow Y принадлежит множеству W \eta X ,\eta Y

\scrA ,\scrB ,p (V ;Y ), если
функция

[D\eta \omega X ,\eta \gamma Y ,\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}u](x) = \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m} \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
A\in \scrA :x\in A,\eta (A)\rightarrow 0

\biggl( 
\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{f}

B\in \scrB ,E\subset V :\mu (E)=0,u(A\setminus E)\subset B

\eta \gamma Y (B)

\eta \omega X(A)

\biggr) 
принадлежит Lp(V ) для каждого \omega \in \Omega и \gamma \in \Gamma .
Будем говорить, что последовательность отображений un сходится к отображению u,

если для любого \omega \in \Omega и \gamma \in \Gamma последовательность функций D\eta \omega X ,\eta \gamma Y ,\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}(u - un) сходится к

нулю в Lp(V ).

Теорема 4. Пусть для любых двух множеств B1, B2 \in \scrB и чисел \lambda 1, \lambda 2 \in \BbbR линейная

комбинация B = \lambda 1B1 + \lambda 2B2 также принадлежит \scrB , причем

\eta \gamma Y (B) \leq C\gamma (| \lambda 1| , | \lambda 2| )\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}(\eta \gamma Y (B1), \eta 
\gamma 
Y (B2)),

где положительная конечная функция C\gamma (t1, t2) не убывает при росте t1, t2 и не зависит

от выбора B1, B2. Тогда множество W \eta X ,\eta Y
\scrA ,\scrB ,p (V ;Y ) является линейным топологическим

пространством.

Схема доказательства. Нетрудно видеть, что [\lambda 1u1 +\lambda 2u2](S) \subset \lambda 1u1(S)+\lambda 2u2(S). Следо-
вательно,

[D\eta \omega X ,\eta \gamma Y ,\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}(\lambda 1u1 + \lambda 2u2)](x) \leq C\gamma (| \lambda 1| , | \lambda 2| )\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}\{ [D\eta \omega X ,\eta \gamma Y ,\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}u1](x), [D\eta \omega X ,\eta \gamma Y ,\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}u2](x)\} 

для всех x. Последнее означает, что W \eta X ,\eta Y
\scrA ,\scrB ,p (V ;Y ) является линейным пространством.

Очевидно, что базой топологии на W \eta X ,\eta Y
\scrA ,\scrB ,p (V ;Y ) являются множества функций

K\omega ,\gamma ,r = \{ u \in W \eta X ,\eta Y
\scrA ,\scrB ,p (V ;Y ) : \| D\eta \omega X ,\eta \gamma Y ,\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}u\| Lp(V ) < r\} , \omega \in \Omega , \gamma \in \Gamma , r \in \BbbR , r > 0.

Покажем, что операции сложения и умножения на скаляр непрерывны по этой топологии.
Рассмотрим отображение Fv,\lambda : u \mapsto \rightarrow v + \lambda u. Очевидно, что для любых \omega \in \Omega , \gamma \in 

\Gamma , \varepsilon > 0 найдется \delta > 0 такое, что из u  - u0 \in K\omega ,\gamma ,\delta следует, что Fv,\lambda (u)  - Fv,\lambda (u0) \in 
K\omega ,\gamma ,\varepsilon . Действительно, Fv,\lambda (u)  - Fv,\lambda (u0) = \lambda (u  - u0), u  - u0 = \lambda  - 1 (Fv,\lambda (u) - Fv,\lambda (u0)).
Далее требуемое утверждение следует непосредственно из условия теоремы.

Пример 1. Пусть X = \BbbR n, Y = \BbbR m, \mu — мера Лебега, V — ограниченная область с гладкой
границей. Пусть множество\scrA состоит из всех выпуклых множеств, содержащихся в области
V , множество \scrB также состоит из выпуклых множеств, содержащихся в \BbbR m.
Пусть \eta X(A) равна диаметру проекции множества A на фиксированную координатную

плоскость или координатное направление в \BbbR n, а \eta Y (B) равна диаметру проекции множе-
ства B на фиксированную координатную плоскость или координатное направление в \BbbR m.
В этом случае, элементами W \eta X ,\eta Y

\scrA ,\scrB ,p (V ;Y ) являются вектор-функции, чьи проекции на
фиксированные на \BbbR m направления имеют суммируемые в степени p обобщенные произ-
водные, равные (п.в.) нулю вдоль направлений, ортогональных фиксированной на \BbbR n ко-
ординатной плоскости или фиксированному на \BbbR n координатному направлению.

Пример 2 (анизотропный случай). Пусть X = \BbbR n, \mu — мера Лебега, V — ограниченная
область с гладкой границей, Y = \BbbR m. Пусть семейство \scrA состоит из всех выпуклых от-
крытых множеств, содержащихся в области V , \scrB состоит из всех выпуклых ограниченных



ОБ ОБОБЩЕНИЯХ КЛАССОВ СОБОЛЕВА 103

открытых множеств, содержащихся в \BbbR m. Пусть

\eta (A) =

\Biggl( 
n\sum 

i=1

di(A)
si

\Biggr) 1
s

, \eta (B) =

\left(  m\sum 
j=1

di(B)rj

\right)  1
r

,

где dk(S) обозначает диаметр проекции множества S на фиксированное k-е координатное
направление, суммирование ведется по всем координатным направлениям, s, r, si, rj —
некоторые положительные числа.

Пример 3. Пусть X = \BbbR , \mu — мера Лебега, область V ограничена, Y = W 1
p (U), U \subset \BbbR m.

Пусть семейство \scrA состоит из всех шаров, содержащихся в области V , \scrB состоит из всех
шаров, содержащихся в W 1

p (U). Пусть \eta (A) = \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{m}(A), \eta (B) = \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{m}(f\gamma (B)), где \{ f\gamma \} \gamma \in \Gamma 
обозначает множество всех линейных ограниченных функционалов на W 1

p (U).

В этом случае, элементами W \eta X ,\eta Y
\scrA ,\scrB ,p (V ;Y ) являются функции, заданные в области \BbbR со

значениями в пространстве Соболева W 1
p (U), которое рассматривается как топологическое

пространство с топологией, определяемой слабой сходимостью.
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Abstract. The paper proposes an approach that makes it possible to describe in the same way
classical Sobolev spaces, various generalizations of classical Sobolev spaces for functions defined on
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as spaces of functions that satisfy certain differential relations.
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