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В.И.ЩЕРБАКОВ

ПРИЗНАК ЖОРДАНА ДЛЯ СИСТЕМ ТИПА ХААРА

Аннотация. B работе рассматриваются системы типа Хаара, порожденные (вообще гово-
ря, неограниченной) последовательностью \{ pn\} \infty n=1 и определенные на модифицированном
отрезке [0, 1]\ast , т. е. на отрезке [0, 1] c “раздвоенными” \{ pn\} -рациональными точками. Основ-
ной результат данной работы — установление признаков поточечной и равномерной сходи-
мости рядов Фурье по системам типа Хаара аналогичного признаку сходимости Жордана.
Показана неулучшаемость полученного в работе условия. В случае \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}

n
pn = \infty построен

пример функции ограниченной вариации, ряд Фурье которой по системе типа Хаара расхо-
дится в некоторой точке. Таким образом, для любых неограниченных последовательностей
\{ pn\} \infty n=1 существуют монотонные функции с расходящимися в некоторых точках их рядами
Фурье по системе типа Хаара, порожденными данной последовательностью \{ pn\} \infty n=1. Ока-
залось, что признак сходимости Жордана на системах типа Хаара не отличается от усло-
вия Дини–Липшица по этим же ортонормираванным системам функций. А так как признак
Дини–Липшица был показан ранее, то основная ценность работы — построение соответству-
ющего контрпримера, т. е. примера функции ограниченной вариации c расходящимся в неко-
торой точке рядом Фурье по системам типа Хаара. В контрпримерах более ранних работ для
признака Дини–Липшица (а также всех признаков сходимости Дини) были функции, не яв-

ляющимися функциями ограниченной вариации. В заключении статьи говорится о том, как
изменялся признак сходимости Жордана при переходе от тригонометрических систем функ-
ций к системам Прайса (и к системам Н.Я. Виленкина), а от них — к обобщенным системам
Хаара и системам типа Хаара.
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1. Введение. Основные определения

Пусть \BbbN — множество целых неотрицательных чисел, p0 = 1, \{ pn\} \infty n=1 — целочисленная

последовательность с pn \geq 2, mn =

n\prod 
k=0

pk (n \in \BbbN ). Всякое число n \in \BbbN \setminus \{ 0\} единственным

образом можно представить в виде

n =
s\sum 

k=0

akmk = asms + n\prime , (1)
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где ak, s и n\prime целые с 0 \leq ak \leq pk+1  - 1, 1 \leq as \leq ps+1  - 1 (т.е. ms \leq n \leq ms+1  - 1) и
0 \leq n\prime \leq ms  - 1, a любое действительное число x \in [0, 1] можно разложить по формуле

x =
\infty \sum 
k=1

xk
mk

, где xk целые, 0 \leq xk < pk. (2)

Если x — \{ pn\} -иррационально, а также x = 0 либо x = 1, то разложение (2) единственно.

Для x =
l

mn
(l = 1, 2, . . . , pn - 1;n = 1, 2, . . .) существуют два представления по формуле (2),

одно из которых конечно (xk = 0 для всех k \geq n), которое мы обозначим через
l

mn
, a другое

бесконечно (xk = pk  - 1, если k \geq n), его будем записывать как
l

mn
 - .

Таким образом, отрезок [0, 1] перешел во множество последовательностей

G = \{ \{ xn\} \infty n=1| xn = 0, 1, . . . , pn  - 1\} ,
где все \{ pn\} -рациональные точки интервала (0, 1) “раздвоились”.
На G определим операцию \.+ покоординатного сложения по модулю

pn : \{ xn\} \.+\{ yn\} = \{ (xn + yn) \mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} pn\} ,
относительно которой G стала абелевой группой; пусть \. - — обратная операция.

Положив
l

mn
 - <

l

mn
, c [0, 1] на G переносится понятие упорядочивания точек (это

упорядочивание можно определить и эквивалентным образом:

\{ xn\} \infty n=1 < \{ yn\} \infty n=1, если xk < yk,

где k = \mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}\{ n| xn \not = yn\} ). Тогда отрезком [a, b] \subseteq G назовем множество

[a, b] = \{ x \in G| a \leq x \leq b, a, b \in G\} 
(cоответственно, интервал (a, b) \subset G — это

(a, b) = \{ x \in G| a < x < b, a, b \in G\} ).
Такое упорядочивание позволяет ввести наG понятие вариациифункции (для вещественной
прямой под функцией будем понимать отображение группы G во множество комплексных
чисел \BbbC ), при этом возможно

f

\biggl( 
l

mn
 - 
\biggr) 

\not = f

\biggl( 
l

mn

\biggr) 
.

Пусть V ([a, b], f) — вариация функции f(t) на отрезке [a, b] \subset G. Аналогично действи-
тельной прямой показывается, что если c \in (a, b), то

V ([a, b], f) = V ([a, c], f) + V ([c, b], f). (3)

Окрестностями нуля в G будут подгруппы

Gn =

\biggl[ 
0,

1

mn
 - 
\biggr] 
= \{ \{ xk\} \in G| x1 = x2 = . . . = xn = 0\} .

По заданной топологии определяются предел и непрерывность на G. По сравнению с от-
резком [0, 1] эта непрерывность эквивалентна
— обычной непрерывности в \{ pn\} -иррациональной точке;

— непрерывности справа в точке
l

mn
;
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— непрерывности слева в точке
l

mn
 - .

Для действительной прямой показывается, что всякая вещественнозначная функция огра-
ниченной вариации представима в виде разности двух возрастающих, а также

\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
n\rightarrow \infty 

V (x \.+Gn, f) = 0, если функция f(t) непрерывна в точке x \in G. (4)

Пусть

\~x0 = 0, \~xn =
n\sum 

k=1

xk
mk

. (5)

Тогда

x \in 
\biggl[ 
\~xn,

\biggl( 
\~xn \.+

1

mn

\biggr) 
 - 
\biggr] 
, x \.+Gn =

\biggl[ 
\~xn,

\biggl( 
\~xn \.+

1

mn

\biggr) 
 - 
\biggr] 
,

т. е. смежный класс x \.+Gn является отрезком

\biggl[ 
\~xn,

\biggl( 
\~xn \.+

1

mn

\biggr) 
 - 
\biggr] 
в группе последовательно-

стей G.
Обозначим через oscE(f) колебание функции f(t) на множестве E \subset G,

\omega n(x, f) = \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
t\in Gn

| f(x \.+t) - f(x)| , \omega n(f) = \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
x\in G

\omega n(x, f). (6)

Невозрастающую последовательность \{ \omega n(f)\} \infty n=0 называют модулем непрерывности функ-
ции f(t). Очевидно, что \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}

n\rightarrow \infty 
\omega n(f) = 0, если f(t) непрерывнa на G, а также

\omega n(x, f) \leq \mathrm{o}\mathrm{s}\mathrm{c}x \.+Gn
(f) \leq V (x \.+Gn, f), \mathrm{o}\mathrm{s}\mathrm{c}x \.+Gn

(f) \leq 2\omega n(x, f). (7)

Так как группа последовательностей G и отрезок [0, 1] отличаются лишь на счетное мно-
жество точек, то с [0, 1] на G переносятся понятия меры и интеграла Лебега, ортогональные
и ортонормированные системы функций, а также ряды Фурье по этим системам и классы
функций Lp(G). В дальнейшем будем обозначать (l = 1, 2, . . . , pn  - 1, n = 0, 1, 2, . . .)

Gn =

\biggl[ 
0,

1

mn
 - 
\biggr] 
, Gl,n =

\biggl[ 
l

mn
,
l + 1

mn
 - 
\biggr] 
, (8)

вместо

\int l+1
mn

l
mn

писать

\int 
Gl,n

, a вместо

\int 1
mn

1
mn+1

—

\int 
Gn\setminus Gn+1

, ради экономии места, мы перешли к

обозначениям нульмерных компактных абелевых групп (групп Виленкина [1], [2]).

2. Системы типа Хаара и Уолша

Пусть (названия систем даются в разделе 9)

\Psi = \{ \psi n(x)\} \infty n=0, где \psi 0(x) \equiv 1;

rk(x) = \psi mk
(x) = \mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p}

2i\pi xk+1

pk+1
, если k = 0, 1, 2, . . . ;

\psi n(x) =

s\prod 
k=0

(rk(x))
ak , где ak и s определены формулой (1).

Как будет сказано в разделе 9, иногда rk(x) называют функциями Радемахера.
Функция \{ \psi n(x)\} \infty n=0 - полная ортонормированная система непрерывных на группе G

функций со свойствами

\psi n(x \.+y) = \psi n(x)\times \psi n(y), | \psi n(x)| \equiv 1. (9)
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Равенство (9) означает, что система Прайса\Psi является системой характеров на модифици-
рованном отрезке [0, 1]\ast (в группе последовательностей G = \{ \{ xn\} \infty n=1| xn = 0, 1, . . . , pn - 1\} ).
Рассмотрим еще одну полную ортонормированную систему непрерывных на группе G

кусочно-постоянных функций

\Gamma = \{ \gamma n(x)\} \infty n=0, \gamma 0(x) \equiv 1;

\gamma n(x) = \gamma asms+n\prime (x) =

\left\{   
\surd 
ms \mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p}

2i\pi asxs+1

ps+1
, если n\prime = \~xsms;

0 для n\prime \not = \~xsms

(10)

(\~xs определены формулой (5), а s, as и n
\prime  - равенством (1)).

В дальнейшем в данной работе системы \Gamma , порожденные последовательостью \{ pn\} \infty n=1 c

\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
n
pn <\infty (11)

и pn \not \equiv 2 будем называть обобщенными системами Хаара, а если условие (11) не выпол-
няется, то — системами типа Хаара. Как показано в работах [3]–[5], на обобщенные си-
стемы Хаара распространяется основное свойство систем Хаара о равномерной сходимости
на отрезке [0, 1] ряда Фурье по этим системам от любой непрерывной функции к самой
функции, а как показано в работах [6], [7], на системы типа Хаара указанное выше свой-
ство о равномерной сходимости ряда Фурье от непрерывной функции, вообще говоря, не
распространяется (это можно определить и из данной работы).
Следует отметить, что введенные выше понятия обобщенных систем Хаара и систем типа

Хаара относятся лишь к данной работе и общепринятыми не являются.

3. Условия Дини–Липшица

В ([8], следствия 2, 3) были доказаны следующие утверждения.

Теорема 1. Если

\omega n(x, f) = o

\biggl( 
1

\mathrm{l}\mathrm{n} pn+1

\biggr) 
, (12)

то ряд Фурье по системе \Gamma от интегрируемой на группе G функции f(t) сходится к ней

в точке x.

Теорема 2 (признак Дини–Липшица по системам типа Хаара). Если

\omega n(f) = o

\biggl( 
1

\mathrm{l}\mathrm{n} pn+1

\biggr) 
, (13)

то ряд Фурье по системе \Gamma от функции f(t) сходится к ней равномерно на группе G.

Теорема 2 является улучшением полученного в 2009 г. С.Ф. Лукомским [5] утверждения:

если \omega n(f) = o

\biggl( 
1

pn+1

\biggr) 
, то ряд Фурье по системе \Gamma от функции f(x) сходится к ней

равномерно на группе G ([8], заключение, с. 445).
Условия (12) и (13) являются точными, ибо справедлива доказанная в ([8], теорема 2)

Теорема 3. В случае \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
n
pn = \infty для любой точки x \in G = [0, 1]\ast существует непрерывная

на G функция такая, что \omega n(x, f) = O

\biggl( 
1

\mathrm{l}\mathrm{n} pn+1

\biggr) 
, однако ее ряд Фурье по системе \Gamma 

(системе типа Хаара) расходится в точке x.
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4. Постановка задачи

Известна [9], [10]

Теорема 4 (признак сходимости Жордана для тригонометрических рядов). Если f(x) яв-
ляется 2\pi -периодической функцией ограниченной вариации, то ее тригонометрический

ряд Фурье сходится к
f(x+ 0) + f(x - 0)

2
во всякой точке x \in [0, 2\pi ] и равномерно схо-

дится к f(x) на любом отрезке [a, b] \subset (0, 2\pi ), где f(x) непрерывна.

Основная цель работы — обобщить признак сходимости Жордана на системы типа Хаара
для группы последовательностей G. Если этот признак не обобщается, то найти условия
на вариацию функции, при выполнении которых будет сходимость в заданной точке (а
также равномерная сходимость на группе последовательностей G) ряда Фурье от заданной
функции по системам типа Хаара. Это условие, по возможности, должно быть точным (т. е.
o в нем не может быть заменено на O).
Оказалось, что найденный признак сходимости рядов Фурье по системам типа Хаара,

аналогичный признаку сходимости Жордана, ничем не отличается от найденного в [8] при-
знака Дини–Липшица. Поэтому основная ценность данной работы — построение контрпри-
мера (см. раздел 8) функции ограниченной вариации с расходящимся в некоторой точке
рядом Фурье по системе \Gamma .

5. Формулировки основных теорем

Теорема 5 (признак сходимости Жордана для систем типа Хаара). Если выполнено усло-

вие

V (x \.+Gn, f) = o

\biggl( 
1

\mathrm{l}\mathrm{n} pn+1

\biggr) 
, (14)

то ряд Фурье по системе \Gamma от интегрируемой на G функции f(t) сходится к ней в точке
x \in G (непрерывность функции f(t) в точке x следует из условия (14)).

Теорема 5 легко следует из теоремы 5 и равенства (7).

Теорема 6. Если условие (14) выполнено равномерно на группе G, то ряд Фурье по системе
\Gamma от функции f(t) сходится к ней равномерно на G.

Взаимосвязь формулировок теорем 5 и 6 с “классическим” признаком Жордана будет
показана в разделе 9 этой работы.

Теорема 7 (контрпример на признакЖордана по системам типа Хаара). Если \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
n
pn = \infty ,

то существует непрерывная функция ограниченной вариации на группе G (обозначим ее

через f(t)) такая, что (множества Gn определены в (8))

\mathrm{o}\mathrm{s}\mathrm{c}Gn(f) \leq V (Gn, f) = O

\biggl( 
1

\mathrm{l}\mathrm{n} pn+1

\biggr) 
, (15)

однако ее ряд Фурье по системе \Gamma расходится (ограниченно) в нуле (т. е. в нулевом эле-

менте группы G или в последовательности, все элементы которой равны нулю).

Переходя от функции f(t) к f(x \. - t) при фиксированном x \in G = [0, 1]\ast , получим, что
верна
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Теорема 8. Если \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
n
pn = \infty , то существует непрерывная функция ограниченной вариа-

ции на группе G (обозначим ее через f(t)) такая, что (множества Gn определены в (8))
для произвольной фиксированной точки x \in G = [0, 1]\ast 

\mathrm{o}\mathrm{s}\mathrm{c}x \.+Gn
(f) \leq V (x \.+Gn, f) = O

\biggl( 
1

\mathrm{l}\mathrm{n} pn+1

\biggr) 
,

однако ее ряд Фурье по системе \Gamma расходится (ограниченно) в точке x.

Из теоремы 7 легко вытекает

Следствие 1. Если \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
n
pn = \infty , то существует монотонная непрерывная на группе G функ-

ция, ряд Фурье которой по системе \Gamma , порожденной данной последовательностью \{ pn\} \infty n=1,
расходится в некоторой точке.

В самом деле, либо действительная, либо мнимая часть функции из теоремы 7, должна
иметь расходящийся в нуле ряд Фурье. А эта (уже веществeннозначная функция) пред-
ставима в виде разности двух монотонно неубывающих функций, и тогда ряд Фурье по
системе \Gamma у хотя бы однoй из этих монотонных функций должен разойтись в нуле.

6. Ядра Дирихле по системам \Psi , \Gamma и их взаимосвязь

Напомним, что n-е ядро Дирихле по ортонормированной системе функций \{ \varphi n(x)\} \infty n=0

вычисляется по формуле

Dn(x, t) =

n - 1\sum 
k=0

\varphi k(x)\varphi k(t).

Так как | \psi n(x)| \equiv 1, то \psi k(t) =
1

\psi k(t)
= \psi k( \. - t), и, используя формулу (9), для системы

\Psi имеем Dn(x, t) =
n - 1\sum 
k=0

\psi k(x)\psi k(t) =
n - 1\sum 
k=0

\psi k(x \. - t) = Dn(x \. - t), т. е. здесь можно считать, что

Dn(x) =
n - 1\sum 
k=0

\psi k(x), и тогда Dn( \. - x) = Dn(x). (16)

A так как
| \psi n(x)| \equiv 1 , то | Dn(x)| \leq n для всех x \in G. (17)

В дальнейшем ядра Дирихле по системе \Psi будем обозначать как Dn(x \. - t) (либо Dn(x),
как функцию одной переменной), а по системам \Gamma  - как Dn(x, t).
Справедливы следующие утверждения ([7], равенства (22), (23)).

Теорема 9. Ядра Дирихле для систем \Psi = \{ \psi n(x)\} \infty n=0 и \Gamma = \{ \gamma n(x)\} \infty n=0 с номерами

jmn (j = 1, 2, . . . , pn+1  - 1) совпадают, т. е.

Djmn(x, t) = Djmn(x \. - t). (18)

Теорема 10. Для систем \Gamma = \{ \gamma n(x)\} \infty n=0 либо Dn(x, t) = Dasms+n\prime (x, t) = Dasms(x, t),
либо Dn(x, t) = Dasms+n\prime (x, t) = D(as+1)ms

(x, t), a точнее (числа as,ms и n
\prime определяются

формулой (1))

Dn(x, t) =

\left\{   Dasms(x, t), если x \. - t \in Gs, n
\prime \leq \~xsms = \~tsms;

D(as+1)ms
(x, t), если x \. - t \in Gs, n

\prime > \~xsms = \~tsms;
Dasms(x, t) = 0, если x \. - t \in G \setminus Gs.

(19)
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Известно также, что (см., например, [11]; [1], 2.2; [12], лемма 3; [13], введение, равенства
(2), (3))

Dmn(x) =

\biggl\{ 
mn, если x \in Gn;
0, если x \in G \setminus Gn.

(20)

А если j целое с 1 \leq j \leq pn+1  - 1, то

Djmn(x) = Dmn(x)
1 - (rn(x))

j

1 - rn(x)
(21)

и

\biggl( 
ибо для x \in Gn+1 и k < mn+1 : \psi k(x) = 1, и тогда Djmn(x) =

jmn - 1\sum 
k=0

\psi k(x) = jmn

\biggr) 
справедлива

Лемма 1. Для j \in \{ 1, 2, . . . , pn+1  - 1\} выполнено равенство

Djmn(x) =

\left\{               

jmn, если x \in Gn+1 =

\biggl[ 
0,

1

mn+1
 - 
\biggr] 
;

mn
1 - (rn(x))

j

1 - rn(x)
, если x \in Gn \setminus Gn+1 =

\biggl[ 
1

mn+1
,

1

mn
 - 
\biggr] 
;

0, если x \in G \setminus Gn =

\biggl[ 
1

mn
, 1

\biggr] 
.

(22)

Покажем, что также справедлива

Лемма 2. Для x = \{ xn\} \infty n=1 \in Gn \setminus Gn+1 (т. е. x1 = x2 = . . . = xn = 0, a xn+1 \not = 0), целого
j, 1 \leq j \leq pn+1  - 1, верно равенство

Djmn(x) = mn

\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}
\pi xn+1j

pn+1

\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}
\pi xn+1

pn+1

\mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p}
i\pi xn+1(j  - 1)

pn+1
. (23)

Доказательство. Из равенствa (22) и определения систем функций rn(x) (см. раздел 2)
имеем

Djmn(x) = mn

1 - \mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p}
2i\pi xn+1j

pn+1

1 - \mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p}
2i\pi xn+1

pn+1

= mn

1 - \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}
2\pi xn+1j

pn+1
 - i \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}

2\pi xn+1j

pn+1

1 - \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}
2\pi xn+1

pn+1
 - i \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}

2\pi xn+1

pn+1

=

= mn

2 \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}2
\pi xn+1j

pn+1
 - 2i \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}

\pi xn+1j

pn+1
\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}

\pi xn+1j

pn+1

2 \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}2
2\pi xn+1

2pn+1
 - 2i \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}

2\pi xn+1

2pn+1
\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}

2\pi xn+1

2pn+1

= mn

\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}
\pi xn+1j

pn+1

\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}
2\pi xn+1

2pn+1

\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}
\pi xn+1j

pn+1
 - i \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}

\pi xn+1j

pn+1

\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}
2\pi xn+1

2pn+1
 - i \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}

2\pi xn+1

2pn+1

=

= mn

\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}
\pi xn+1j

pn+1

\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}
2\pi xn+1

2pn+1

 - i
\biggl( 
\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}

\pi xn+1j

pn+1
+ i \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}

\pi xn+1j

pn+1

\biggr) 
 - i

\biggl( 
\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}

2\pi xn+1

2pn+1
+ i \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}

2\pi xn+1

2pn+1

\biggr) = mn

\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}
\pi xn+1j

pn+1

\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}
\pi xn+1

pn+1

\mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p}

\biggl( 
i
\pi xn+1j

pn+1

\biggr) 
\mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p}

\biggl( 
i
\pi xn+1

pn+1

\biggr) =



68 В.И.ЩЕРБАКОВ

= mn

\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}
\pi xn+1j

pn+1

\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}
2\pi xn+1

2pn+1

\mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p}

\biggl( 
i
\pi xn+1(j  - 1)

pn+1

\biggr) 
.

Равенство (23) доказано. \square 

Лемма 3. Если x \in 
\biggl[ 

l

mn+1
,
l + 1

mn+1
 - 
\biggr] 
, числа l, j целые, 1 \leq l \leq pn+1

3
, 1 \leq j \leq pn+1  - 1, то

справедливо равенство

\mathrm{I}\mathrm{m}(Djmn(x)) =
mn

2 \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} \pi l
pn+1

\biggl( 
\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}

\pi l

pn+1
 - \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}

\pi l(2j  - 1)

pn+1

\biggr) 
. (24)

Доказательство. Из (23) имеем

\mathrm{I}\mathrm{m}(Djmn(x)) = mn

\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}
\pi lj

pn+1

\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}
\pi l

pn+1

\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}
\pi l(j  - 1)

pn+1
=

mn

\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}
\pi l

pn+1

\biggl( 
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}

\pi lj

pn+1
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}

\pi l(j  - 1)

pn+1

\biggr) 
=

=
mn

2 \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}
\pi l

pn+1

\biggl( 
\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}

\pi l(j  - (j  - 1))

pn+1
 - \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}

\pi l(j + (j  - 1))

pn+1

\biggr) 
.

Равенство (24) доказано. \square 

7. Утверждения, непосредственно не связанные с ядрами Дирихле

Лемма 4. Пусть

\varphi n =
1

n

A\sum 
l=1

( - 1)(l+1)

\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}
\pi l

n

, где A целое, 1 \leq A \leq n

2
. (25)

Тогда для любого целого положительного n выполнено неравенство

0 < \varphi n <
1

2
. (26)

Доказательство проводится тем же методом, что и признак сходимости Лейбница для
знакочередующихся рядов.
Заметим, что сумма в (25) является знакочередующейся и абсолютные величины ее сла-

гаемых убывают при возрастании l. Положим \chi k =
1

n

k\sum 
l=1

( - 1)l+1

\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}
\pi l

n

. Тогда

\chi 2k+2  - \chi 2k =
1

n

\left(   - 1

\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}
\pi (2k + 3)

n

+
1

\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}
\pi (2k + 1)

n

\right)  > 0

или \chi 2k+2 > \chi 2k для всех целых k, 1 \leq k \leq n

4
 - 2, и поэтому

\chi 2k+2 > \chi 2k > . . . > \chi 2 =
1

n \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}
\pi 

n

 - 1

n \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}
2\pi 

n

> 0. (27)



ПРИЗНАК ЖОРДАНА ДЛЯ СИСТЕМ ТИПА ХААРА 69

Также

\chi 2k+1  - \chi 2k - 1 =
1

n

\left(  1

\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}
\pi (2k + 1)

n

 - 1

\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}
2k  - 1

n

\right)  < 0,

т. е.

\chi 2k+1 < \chi 2k - 1 < . . . < \chi 1 =
1

n \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}
\pi 

n

\leq 1

n
2

\pi 

\pi 

n

=
1

2
, (28)

ибо \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}x \geq 2

\pi 
x для всех x \in 

\Bigl[ 
0,
\pi 

2

\Bigr] 
.

Верно неравенство

\chi 2k+1  - \chi 2k =
1

n \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}
\pi (2k + 1)

n

> 0.

Поэтому из (27), (28) следует

0 < \chi 2 < . . . < \chi 2k < \chi 2k+1 < \chi 2k - 1 < . . . < \chi 1 <
1

2
,

т. е. для любого целого n > 0 будет 0 < \chi n = \varphi n <
1

2
. Неравенство (25) доказано. \square 

Лемму 4 можно доказать и из следующего неравенства, которое можно получить из
преобразования Абеля (преобразование Абеля определено, например, в начале работы [9]):

если Bk =
k\sum 

j=1

bj ограничены, т. е. Bk \leq B для некоторого B и вcех k = 1, 2, . . . , n, а также

a1 > a2 > . . . > an > 0, то
n\sum 

k=1

akBk < Ba1. (29)

Тогда для вывода леммы 4 в (29) надо положить bk = ( - 1)k+1, ak =
1

\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}
\pi k

n

, оценить снизу

\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}x через аргумент

\biggl( 
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}x \geq 2

\pi 
x, если 0 \leq x \leq \pi 

2

\biggr) 
и сделать несложные преобразования.

Почти дословно повторяя доказательство леммы 4, поменяв только \chi k на

\~\chi k =
1

n

k\sum 
l=1

( - 1)l+1 \mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{g}
\pi l

n\biggl( 
тогда ввиду неравенства (28) \~\chi 1 \leq \chi 1 \leq 

1

2

\biggr) 
, a \varphi n - на \~\varphi n =

1

n

A\sum 
l=1

( - 1)l+1 \mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{g}
\pi l

n
, получим,

что верна

Лемма 5. Пусть

\~\varphi n =
1

n

A\sum 
l=1

( - 1)(l+1) \mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{g}
\pi l

n
, где A целое, 1 \leq A \leq n

2
. (30)

Тогда для любого целого положительного n выполнено неравенство

0 < \~\varphi n <
1

2
. (31)
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8. Доказательство теоремы 3 (построение контрпримера)

8.1. Одна лемма о неограниченных последовательностях.

Лемма 6. Пусть \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
n
pn = \infty (напоминаем также, что pn \geq 2 для всех n = 1, 2, . . .). Тогда

существует такая подпоследовательность \{ pnk
\} \infty k=0, что имеют место неравенства

pn+1 < pnk+1+1 для всех n = 1, 2, . . . , pnk+1

\biggl( 
и поэтому

1

\mathrm{l}\mathrm{n} pn+1
>

1

\mathrm{l}\mathrm{n} pnk+1+1

\biggr) 
, (32)

pn1+1 > 600, pnk+1+1 \geq p2nk+1 > pnk+1 (k = 1, 2, . . .). (33)

Отметим, что если \{ pnk
\} \infty k=0 удовлетворяет условию (32), то и любая ее подпоследова-

тельность также удовлетворяет (32). Поэтому для вывода леммы 6 достаточно доказать
только существование подпоследовательности, удовлетворяющей (32).
Не лишне также заметить, что для ограниченных последовательностей \{ pn\} \infty n=1 лемма 6

неверна, ибо тогда существует pj = \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}
n

pn, и для всех n > j неравенство (32) уже не
выполняется.

Доказательство. Как было отмечено ранее, достаточно доказать существование подпосле-
довательности \{ pnk

\} \infty k=0, удовлетворяющей условию (32).
Положим n0 = 0. Так как последовательность \{ pn\} \infty n=1 неограничена, то найдется такое

j, что pj + 1 > p1. Пусть n1 = \mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}\{ n| pn > p1 = pn0\}  - 1. Положим далее

n2 = \mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}\{ n \geq n1 + 1| pn < pn2\}  - 1.

Тогда pn1+1 < pn2+1 и для всех n < n2 имеем pn < pn2+1.
Продолжая этот процесс, получаем число nk такое, что pn < pnk+1 для всех целых по-

ложительных n < nk. Полагаем далее nk+1 = \mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}\{ n| nk + 1 \leq n и pn > pnk+1\}  - 1. Тогда
и для всех целых n > 0 выполнено условие (32), ибо если n < nj + 1 < nk+1 + 1, то и
pn < pnj+1 < pnk+1+1. \square 

Для доказательства теоремы 3 будем рассматривать следующие случаи:
a) удовлетворяющая лемме 6 \{ pnk+1\} \infty k=1 имеет подпоследовательность, состоящую толь-

ко из нечетных чисел;
b) такой подпоследовательности в \{ pnk+1\} \infty k=1 нет.

8.2. Последовательность \{ pnk+1\} \infty k=1 имеет бесконечную подпоследовательность,

состоящую только из нечетных чисел. Перенумеровав подпоследовательность

\{ pnk+1\} \infty r - 1

(т. е. отбросив из нее все четные числа), можно считать, что подпоследовательность

\{ pnk+1\} \infty k=1

состоит только из нечетных чисел. Тогда числа

jk =
pnk+1 + 1

2
целые. (34)

Положим
r = 0 (35)

(cмысл введения числа r будет пояснен в подразделе 8.3). Тогда для l \geq r имеет место
неравенство

\mathrm{l}\mathrm{n} pnl+1 \geq 2 \mathrm{l}\mathrm{n} pnl - 1+1 \geq 4 \mathrm{l}\mathrm{n} pnl - 2+1 \geq . . . \geq 2l - r \mathrm{l}\mathrm{n} pnr+1. (36)
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Определим функцию

f(x) =

\left\{   
1

\mathrm{l}\mathrm{n} pnk+1
, если x \in 

\biggl[ 
1

mnk+1
,

B

mnk+1

\biggr] 
, k = r + 1, r + 2, . . . ;

0 для остальных x,
где (37)

B =
\Bigl[ pnk+1

3

\Bigr] 
, (38)

a [x] означает целую часть действительного числа x.Отметим, в частности, что \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
x\rightarrow 0

f(x) = 0.

B частности, f(x) = 0 для всех x \in 
\biggl[ 

1

mnk+1

,
1

mnk+1
 - 
\biggr] 
, и поэтому

V

\biggl( \biggl[ 
1

mnk+1

,
1

mnk+1
 - 
\biggr] 
, f

\biggr) 
= 0. (39)

Также отметим, что
\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
x\rightarrow 0

f(x) = 0, (40)

т. е. f(x) — непрерывная на группе G (мoдифицирoванном отрезке [0, 1]\ast ) функция.

Рассмотрим произвольное разбиение отрезка

\biggl[ 
1

mnk+1
 - , 1

mnk

 - 
\biggr] 
(число B определено в

формуле (38)):

1

mnk+1
 - = x0 < x1 < x2 < . . . xs \leq 

B

mnk+1
< xs+1 < . . . < xn - 1 < xn =

1

mnk

 - (41)\biggl( 
точка

B

mnk+1
, вообще говоря, может и не войти в данное разбиение; неравенство (41) лишь

показывает, что
B

mnk+1
входит лишь в некоторый отрезок [xs, xs+1] данного разбиения

\biggr) 
.

Тогда f(x1) - f(x0) = f(xs) - f(xs+1) =
1

\mathrm{l}\mathrm{n} pnk+1
и f(xk+1) - f(xk) = 0, если k \not = 0 и k \not = s.

Поэтому
n\sum 

k=1

| f(xk+1) - f(xk)| = | f(x1) - f(x0)| + | f(xs+1) - f(xs)| =
2

\mathrm{l}\mathrm{n} pnk+1
,

или (см. также (36))

V

\biggl( \biggl[ 
1

mnk+1
 - , 1

mnk

 - 
\biggr] 
, f

\biggr) 
=

2

\mathrm{l}\mathrm{n} pnk+1
\leq 2

2k - r \mathrm{l}\mathrm{n} pnr+1
(42)

(при выводе последнего неравенства в (42) нужно использовать (36)).
Рассмотрим (cм. также равенство (3))

V

\biggl( \biggl[ 
1

mnk+1

 - , 1

mnk

 - 
\biggr] 
, f

\biggr) 
= V

\biggl( \biggl[ 
1

mnk+1

 - , 1

mnk+1
 - 
\biggr] 
, f

\biggr) 
+

+V

\biggl( \biggl[ 
1

mnk+1
 - , 1

mnk

 - 
\biggr] 
, f

\biggr) 
\leq 1

2k - r \mathrm{l}\mathrm{n} pnr+1
,

(43)

ибо первое слагаемое в средней части (43) обращается в нуль ввиду равенства (39), a для
второго слагаемого применяем неравенство (42).
Отсюда, используя соотношения (3), (4), из (42) для целого \nu \geq k при целом l \leq \nu 

получим (ибо V (Gnl
, f) = V (Gn\nu , f) + V (Gnl

\setminus Gn\nu , f))



72 В.И.ЩЕРБАКОВ

V (Gnr+1 , f) =
\nu \sum 

l=r+1

V (Gnl
\setminus Gnl+1

, f) + V (Gn\nu , f) =

=
\nu \sum 

l=r+1

V

\biggl( \biggl[ 
1

ml+1
 - , 1

mnl

 - 
\biggr] \biggr) 

+ V

\biggl( \biggl[ 
0,

1

mn\nu 

 - 
\biggr] 
, f

\biggr) 
.

(44)

Bвиду непрерывности функции f(x) в нуле, а также равенства (4) последнее слагаемое
в правой части (44) стремится к нулю при \nu \rightarrow \infty . Поэтому, перейдя в правой части (44) к
\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
\nu \rightarrow \infty 

, получим

V (Gnr+1 , f) =
\infty \sum 

l=r+1

V

\biggl( \biggl[ 
1

mnl+1
 - , 1

mnl

 - 
\biggr] 
, f

\biggr) 
\leq 

\infty \sum 
l=r+1

2

\mathrm{l}\mathrm{n} pnl+1
\leq 

\leq 2

\mathrm{l}\mathrm{n} pnr+1

\infty \sum 
l=r+1

1

2l - r - 1
=

4

\mathrm{l}\mathrm{n} pnr+1+1
,

(45)

т. е. V (G, f) = V (Gnr+1 , f) < \infty или f(t) — функция ограниченной вариации на G и на
подпоследовательности \{ pnk+1\} \infty k=r+1 удовлетворяет условию (15).
Если же n /\in \{ nl\} \infty l=r+1, то подбираем k из условия nk+1 \leq n < nk+1. Из определения (37)

функции f(x) следует, что V (Gn \setminus Gnk+1
, f) = 0 (последнее равенство можно получить и из

(39)). Тогда из условия (39) получаем (см. также неравенство (45) и второе неравенство в
(32))

V (Gn, f) = V (Gnk+1
, f) + V (Gn \setminus Gnk+1

, f) = V (Gnk+1
, f) \leq 4

\mathrm{l}\mathrm{n} pnk+1+1
\leq 4

\mathrm{l}\mathrm{n} pn+1
. (46)

Таким образом, условие (15) выполнено для любого натурального n.
Обозначим через Sn n-ю частичную сумму Фурье от функции f(t), определенной равен-

ством (37), по системе \Gamma в нуле.
Напомним, что f(t) непрерывна на группе G (см., например, равенствa (40), (37), опре-

деление функции f(t), (36)). B [4]–[6] показано, что для систем типа Хаара \Gamma 

\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
n\rightarrow \infty 

Smn = f(0) (= 0 по определению функции f(t)). (47)

Найдем Sjkmnk
, где jk определено в (34) (см. также (16), (18) и (8)):

Sjkmnk
=

\int 
G
f(t)Djkmnk

(0, t) dt =

\int 
Gnk+1

f(t)Djkmnk
(t) dt+

+

\int 
Gnk

\setminus Gnk+1

f(t)Djkmnk
(t) dt+

\int 
G\setminus Gnk

f(t)Djkmnk
(t) dt.

Ввиду формулы (22) и теоремы 9, третье слагаемое в правой части последнего равенства
обращается в нуль. Таким образом, мы показали, что

Sjkmnk
=

\int 
Gnk+1

f(t)Djkmnk
(t) dt+

\int 
Gnk

\setminus Gnk+1

f(t)Djkmnk
(t) dt,
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откуда следует неравенство

| Sjkmnk
| \geq 

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
\int 

Gnk
\setminus Gnk+1

f(t)Djkmnk
(t) dt

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm|  - 
\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 

\int 
Gnk+1

f(t)Djkmnk
(t) dt

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| . (48)

Исходя из теоремы 9 и (22), оценим сверху вычитаемое в (48) (см. также (8)):\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
\int 

Gnk+1

f(t)Djkmnk
(t) dt

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| = jkmnk

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
\int 

Gnk+1

f(t) dt

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \leq 

\leq pnk+1 + 1

2
mnk

\int 
Gnk+1

| f(t)| dt < pnk+1mnk

\mathrm{l}\mathrm{n} pnk+1

1
mnk+1\int 
0

dt =
mnk+1

mnk+1 \mathrm{l}\mathrm{n} pnk+1
=

1

\mathrm{l}\mathrm{n} pnk+1
.

Мы получили неравенство\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
\int 

Gnk+1

f(t)Djkmnk
(t) dt

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \leq 1

\mathrm{l}\mathrm{n} pnk+1
= o(1) (k \rightarrow \infty ). (49)

Оценим (снизу) мнимую часть второго слагаемого в формуле (48). По лемме 3 (j = jk
определены в (34), a B — в (38)), для k \geq 2 имеем (см. также (8))\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \mathrm{I}\mathrm{m}

\left(  \int 
Gnk

\setminus Gnk+1

f(t)Djkmnk
(t) dt

\right)  \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| =
\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
B - 1\sum 
l=1

\mathrm{I}\mathrm{m}

\left(  \int 
Gl,nk+1

1

\mathrm{l}\mathrm{n} pnk+1
Djkmnk

(t)

\right)  dt

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| =

=
1

\mathrm{l}\mathrm{n} pnk+1

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
B - 1\sum 
l=1

\int 
Gl,nk

\mathrm{I}\mathrm{m}
\Bigl( 
Djkmnk

(t)
\Bigr) 
dt

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| =

=
mnk

2 \mathrm{l}\mathrm{n} pnk+1

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
B - 1\sum 
l=1

\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}
\pi l(2jk  - 1)

pnk+1

\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}
\pi l

pnk+1

 - 
B - 1\sum 
l=1

\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}
\pi l

pnk+1

\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}
\pi l

pnk+1

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
l+1

mnk+1\int 
l

mnk+1

dt \geq 

\geq mnk

2mnk+1 \mathrm{l}\mathrm{n} pnk+1

\left(    B - 1\sum 
l=1

\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}
\pi l

pnk+1

\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}
\pi l

pnk+1

 - 

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
B - 1\sum 
l=1

\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}
\pi l((pnk+1 + 1) - 1)

pnk+1

\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}
\pi l

pnk+1

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
\right)    ,

т. е.\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \mathrm{I}\mathrm{m}
\left(  \int 

Gnk
\setminus Gnk+1

f(t)Djkmnk
(t) dt

\right)  \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \geq 1

2 \mathrm{l}\mathrm{n} pnk+1

\left(    1

pnk+1

B - 1\sum 
l=1

\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}
\pi l

pnk+1

\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}
\pi l

pnk+1

 - 1

pnk+1

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
B - 1\sum 
l=1

( - 1)l

\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}
\pi l

pnk+1

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
\right)    .
(50)

Оценим уменьшаемое в (50). Если l \leq B \leq pnk+1

3
, то

\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}
\pi l

pnk+1
\geq \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}

\pi pnk+1

3pnk+1
\geq 1

2
, a \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}

\pi l

pnk+1
\leq \pi l

pnk+1
.
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Тогда

1

pnk+1

B - 1\sum 
l=1

\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}
\pi l

pnk+1

\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}
\pi l

pnk+1

\geq 1

2pnk+1

B - 1\sum 
l=1

pnk+1

\pi l
=

1

2\pi 

B - 1\sum 
l=1

1

l
\geq \mathrm{l}\mathrm{n}(B  - 1)

2\pi 
\geq 1

2\pi 
\mathrm{l}\mathrm{n}
\Bigl( \Bigl[ pnk+1

3

\Bigr] 
 - 1

\Bigr) 
.

(51)

По условию (33) pnk+1 > 600 > 12, и тогда
pnk+1

3
> 4, т. е. 2 <

1

2

pnk+1

3
=
pnk+1

6
или\Bigl[ pnk+1

3

\Bigr] 
 - 1 >

pnk+1

3
 - 2 >

pnk+1

3
 - pnk+1

6
. (52)

Поэтому (используем нервенство pnk+1 > 600)

1

pnk+1

B - 1\sum 
l=1

\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}
\pi l

pnk+1

\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}
\pi l

pnk+1

>
1

2\pi 
\mathrm{l}\mathrm{n}
\Bigl( \Bigl[ pnk+1

3

\Bigr] 
 - 1

\Bigr) 
>

1

2\pi 
\mathrm{l}\mathrm{n}
pnk+1

6
>

1

2\pi 
\mathrm{l}\mathrm{n} 100 =

1

2\pi 
2 \mathrm{l}\mathrm{n} 10>

1

\pi 
\mathrm{l}\mathrm{n} e2 =

2

\pi 
.

(53)

Однако, по лемме 4, вычитаемое в формуле (50) по модулю меньше, чем
1

2
. Тогда, под-

ставляя (53) в (50), получим неравенство
\Bigl( 
ибо \pi < 3.2 =

16

5

\Bigr) 
\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \mathrm{I}\mathrm{m}

\left(  \int 
Gnk

\setminus Gnk+1

f(t)Djkmnk
(t) dt

\right)  \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \geq 
2

\pi 
 - 1

2
>

2

16/5
 - 1

2
=

10

16
 - 1

2
=

1

8
. (54)

Подставляя далее (49) в (48) и, используя оценку (54), показываем, что\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
\int 

Gnk
\setminus Gnk+1

f(t)Djkmnk
(t) dt

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \geq 
\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \mathrm{I}\mathrm{m}

\left(  \int 
Gnk

\setminus Gnk+1

f(t)Djkmnk
(t) dt

\right)  \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \geq 
1

8
. (55)

Подставляя (55) и (49) в (48), получим, что | Sjkmnk
| \geq 1

8
+ o(1) (k \rightarrow \infty ), т. е. если суще-

ствует \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
k\rightarrow \infty 

Sjkmnk
, то он не меньше, чем

1

8
. Cравнивая последний вывод с равенством (47),

приходим к выводу, что предел частичных сумм Фурье по системе типа Хаара
\bigl( 
\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
n\rightarrow \infty 

Sn
\bigr) 
не

существует, т. е. ряд Фурье по системе типа Хаара от функции ограниченной вариации f(t)
расходится в точке x = 0 (т. е. x = 0G).

8.3. Случай, когда неограниченная последовательность \{ pnk+1\} \infty n=1 не удовлетво-

ряет условию подраздела 8.2. Всякая бесконечная подпоследовательность (а она долж-
на быть, ибо \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}

n
pn = \infty ) неограниченной последовательности \{ pnk+1\} \infty n=1 может содержать

не более, чем конечное число нeчетных чисел. Положим

r = \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}\{ k| pnk+1 нечетно\} (56)

(если в подпоследовательности \{ pnk+1\} \infty k=1 нечетных чисел нет, то полагаем r = 0).
Таким образом, подпоследовательноть \{ pnk+1\} \infty k=1 состоит только из четных чисел. Тогда

числа

jk =
pnk+1

2
(57)
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целые. Определим функцию f(x) формулой (37). Дословно посторяя все рассуждения под-
раздела 8.2 между равенствами (35) (только (35) заменяется на (56)) и вплоть до (48)
(включая последнее), мы устанавливаем, что f(t) — функция ограниченной вариации, ва-
риация которой удовлетворяет условию теоремы 3. Причем все формулы между (35) и (48)
справедливы.

Оценим (снизу)

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \mathrm{I}\mathrm{m}
\left(  \int 

Gnk
\setminus Gnk+1

f(t)Djkmnk
(t) dt

\right)  \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| (функция f(t) определена в подраз-

деле 8.2), справедливы соотношения (48) и (49). По лемме 3 (j = jk заданы в (57), a B — в
(38)) для k \geq 2 имеем (см. также (8))\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \mathrm{I}\mathrm{m}

\left(  \int 
Gnk

\setminus Gnk+1

f(t)Djkmnk
(t) dt

\right)  \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| =
\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
B - 1\sum 
l=1

\mathrm{I}\mathrm{m}

\left(  \int 
Gl,nk+1

1

\mathrm{l}\mathrm{n} pnk+1
Djkmnk

(t) dt

\right)  \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| = mnk

2 \mathrm{l}\mathrm{n} pnk+1
\times 

\times 

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
B - 1\sum 
l=1

\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}
\pi l(2jk  - 1)

pnk+1

\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}
\pi l

pnk+1

 - 
B - 1\sum 
l=1

\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}
\pi l

pnk+1

\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}
\pi l

pnk+1

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
l+1

mnk+1\int 
l

mnk+1

dt \geq 

\geq mnk

2mnk+1 \mathrm{l}\mathrm{n} pnk+1

\left(    B - 1\sum 
l=1

\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}
\pi l

pnk+1

\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}
\pi l

pnk+1

 - 

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
B - 1\sum 
l=1

\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}
\pi l(pnk+1  - 1)

pnk+1

\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}
\pi l

pnk+1

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
\right)    =

=
1

2pnk+1 \mathrm{l}\mathrm{n} pnk+1

\left(    B - 1\sum 
l=1

\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}
\pi l

pnk+1

\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}
\pi l

pnk+1

 - 

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
B - 1\sum 
l=1

\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}

\biggl( 
\pi l  - \pi l

pnk+1

\biggr) 
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}

\pi l

pnk+1

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
\right)    =

1

2pnk+1 \mathrm{l}\mathrm{n} pnk+1
\times 

\times 

\left(    B - 1\sum 
l=1

\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}
\pi l

pnk+1

\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}
\pi l

pnk+1

 - 

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
B - 1\sum 
l=1

( - 1)l \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}
\pi l

pnk+1

\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}
\pi l

pnk+1

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
\right)    =

=
1

2pnk+1 \mathrm{l}\mathrm{n} pnk+1

\left(    B - 1\sum 
l=1

\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}
\pi l

pnk+1

\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}
\pi l

pnk+1

 - 

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
B - 1\sum 
l=1

( - 1)l \mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{g}
\pi l

pnk+1

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
\right)    

или \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \mathrm{I}\mathrm{m}
\left(  \int 

Gnk
\setminus Gnk+1

f(t)Djkmnk
(t) dt

\right)  \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \geq 

\geq 1

2 \mathrm{l}\mathrm{n} pnk+1

\left(    1

pnk+1

B - 1\sum 
l=1

\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}
\pi l

pnk+1

\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}
\pi l

pnk+1

 - 1

pnk+1

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
B - 1\sum 
l=1

( - 1)l \mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{g}
\pi l

pnk+1

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
\right)    .

(58)

Уменьшаемое в формуле (58) оценено в неравенстве (53). A вычитаемое в (58), по лемме 5,

по модулю меньше, чем
1

2
. Поэтому справедливо (54). Рассуждая далее как в подразделе
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8.2, приходим к выводу, что ряд Фурье по системе \Gamma от функции ограниченной вариации
f(t) расходится в нуле. Теорема 3 полностью доказана.

9. Заключение. Некоторые дополнительные замечания

9.1. Названия систем \Psi и \Gamma . Систему \Psi (систему типа Уолша или систему Прайса)
рассматривали Н.Я. Виленкин [1] для простых pn как систему характеров нульмерной ком-
пактной абелевой группы и Дж. Прайс [14] на отрезке [0, 1] (условия простоты pn Дж. Прайс
не накладывал). В данной работе система \Psi рассматривается на группе последовательно-
стей G, которая равенством (2) взаимно-однозначно отображается на модифицированный
отрезок [0, 1]\ast (т. е. отрезок [0, 1] c “раздвоенными” \{ pn\} -рациональными точками) c сохране-
нием меры и интеграла Лебега. Условие простоты на числа из последовательности \{ pn\} \infty n=1

не накладывается. Поэтому рассматриваемую в работе систему \Psi лучше называть системой
Прайса.
Для pn \equiv p сиcтема \Psi переходит в систему Крестенсона [15] (либо Крестенсона–Леви);

для pn \equiv 2 - в систему Уолша [16] W = \{ wn\} \infty n=0 в нумерации Пэли [17].
При pn \equiv 2 функции rn(x) = \psi mn(x) = w2n(x) рассматривались Г. Радемахером [18].

Поэтому их часто называют функциями Радемахера (для систем Виленкина либо Прайса).
Систему \Gamma (систему типа Хаара) рассматривал (по-видимому, впервые) Н.Я. Виленкин

[3]. Эта система функций в [3] обозначена как \{ \rho s,asn\prime (x)\} , где \rho s,asn\prime (x) = \gamma n(x), a s, as и n
\prime 

связаны с n по формуле (1). Он показал, что множество функций \{ \rho s,asn\prime (x)\} при \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
n
pn <\infty 

является системой сходимости (под системой сходимости здесь будет пониматься такая ор-
тонормированная система, ряд Фурье по которой от любой непрерывной функции сходится
к ней равномерно). Однако в [3] для системы \{ \rho s,asn\prime (x)\} не выделено даже подпункта.
Следует отметить, что система \{ \rho s,asn\prime (x)\} появилась в [3] при переводе [19] на русский

язык. В подлиннике [19] системы \{ \rho s,asn\prime (x)\} нет.
В статьях система \Gamma (под другим названием и также с трехиндексной нумерацией) изу-

чали Б.И. Голубов и А.И. Рубинштейн [4] (с ограничением \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
n
pn < \infty ) и Б.И. Голубов [6]

(без ограничений на последовательность \{ pn\} \infty n=0; сама система \Gamma обозначена в честь Б.И.
Голубова). В случае pn \equiv 2 последовательность функций \{ \gamma n(x)\} \infty n=0 является системой Ха-
ара [20] H = \{ hn(x)\} \infty n=0. Поэтому систему \Gamma часто называют обобщенной системой Хаара

либо системой типа Хаара. Следует отметить, что, как показывает теорема 7, а тaкже
[6]–[8], [21], система типа Хаара \Gamma , в отличие от системы Хаара H для \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}

n
pn = \infty уже не

является системой сходимости и, следовательно, перестает соответствовать той задаче, ко-
торую решал А. Хаар [20] при построении системы H. Поэтому называть \Gamma системой Хаара
будет уже некорректно. А как в данной работе различаются обобщенные системы Хаара и
системы типа Хаара сказано в конце раздела 2 настоящей работы.
Одноиндексная нумерация систем типа Хаара появилась в работе [7]. Более ранние од-

ноиндексные нумерации обобщенных систем Хаара мне неизвестны.

9.2. Признак Жордана. Для тригонометрических систем функций ([9], §39; [10], гл. II,
п. 8) признак сходимости Жордана выглядит следующим образом.

Теорема 11. Если f(t) — функция ограниченной вариации, то ее тригонометрический

ряд Фурье сходится к ней во всякой ее точке непрерывности.

Теорема 12. Если f(t) — непрерывная на [ - \pi , \pi ] функция ограниченной вариации, то ее

тригонометрический ряд Фурье сходится к ней равномерно на любом отрезке интервала

( - \pi , \pi ).
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Для \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
n
pn < \infty теоремы 11, 12 безо всяких изменений переносятся и на системы Прай-

са \Psi .
Если же \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}

n
pn = \infty , то теоремы 11, 12 для систем Прайса становятся неверными. B [22]

приведены следующие утверждения.

Теорема 13. Если f(t) — функция ограниченной вариации на G и в точке x \in G

V

\biggl( 
x \.+

\biggl[ 
0,

1

mn
 - 
\biggr] \biggr) 

= o

\biggl( 
1

\mathrm{l}\mathrm{n} pn+1

\biggr) 
, (59)

то ее ряд Фурье по системе Прайса \Psi сходится к ней в точке x.

Теорема 14. B случае, когда f(t) — функция ограниченной вариации на G и условие (59)
выполнено равномерно на G, то ряд Фурье по системе Прайса \Psi от функции f(t) сходится
к ней равномерно на группе G.

Теорема 15. Для \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
n
pn = \infty существует непрерывная функция f(t) ограниченной вари-

ации на G такая, что

V

\biggl( \biggl[ 
0,

1

mn
 - 
\biggr] \biggr) 

= O

\biggl( 
1

\mathrm{l}\mathrm{n} pn+1

\biggr) 
, (60)

однако ее ряд Фурье по системе Прайса \Psi расходится в точке x = 0.

С.М. Мирмухамедов [23]–[25] доказал, что условие (59) можно заменить (для функций
ограниченной вариации по системам Прайса) на более слабое (19).
В случае \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}

n
pn < \infty система типа Хаара \Gamma является системой сходимости (см., напри-

мер, [3], [4]), и поэтому все признаки сходимости для нее неуместны. Если же \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
n
pn = \infty ,

то, как показано в разделе 3, из (12) уже следует сходимость ряда Фурье по обобщенной
системе Хаара. Условие на то, чтo f(t) — функция ограниченной вариации, накладывать не
обязательно. Впрочем, учитывая указанные выше замечания С.М. Мирмухаммедова, тео-
ремы 1, 2 также можно считать признаками Жордана по системе типа Хаара, т. е. признак
Жордана на системах типа Хаара полностью совпал с признаком Дини–Липшица по этим
системам.
Следует отметить, что теорему 3 настоящей работы для достаточно быстро растущих

последовательностей \{ pn\} \infty n=1 получил Б.И. Голубов. Он в [6] доказал, что если pn+1 > emn ,
то ряд Фурье по системе типа Хаара от функции f(x) \equiv x расходится в нуле. В данной
работе показано, что расходимость рядов Фурье по системе типа Хаара будет для любых
\{ pn\} \infty n=1 c \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}

n
pn = \infty .

9.3. Распространение на нульмерные группы. На нульмерных компактных абелевых
группах система \{ \gamma n(x)\} \infty n=0 (с трехиндексной нумерацией) была рассмотрена С.Ф. Луком-
ским [5]. Результаты данной работы на нульмерные компактные абелевы группы распро-
странить затруднительно, ибо (это отмечал еще Н.Я. Виленкин [1]) упорядочивание элемен-
тов зависит от способа отображения группы на отрезок [0, 1]. На нульмерных группах все
привязано к выбору базисных элементов \{ en\} \infty n=1, которые отображением Монна [26], [27]

переходят в
1

mn

\biggl( 
en \mapsto \rightarrow 1

mn
, n = 1, 2, . . .

\biggr) 
; в качестве такого en может быть выбран любой

элемент из Gn \setminus Gn+1. В зависимости от выбора базисных элементов en могут получаться
разные вaриации. Но это уже тема отдельной статьи.
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9.4. Точки разрыва первого рода. В ([9], §39; [10], гл. II, п. 8) показано, что тригонометри-

ческий ряд Фурье от функции ограниченной вариации (на [ - \pi , \pi ]) сходится к f(x+) + f(x - )

2
,

где f(x+) = \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
t\rightarrow x,t>x

f(t), f(x - ) = \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
t\rightarrow x,t<x

f(t).

Для систем Хаара и Уолша (а также типа Хаара и Уолша) положение совсем иное. Г. Фаб-
ер [28] (cм., например, [29]) и П.Л. Ульянов [30] показали, что справедлива

Теорема 16. Если f(t) — интегрируемая (по Лебегу) функция и в двоично-иррациональной
точке x \in [0, 1] существуют \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}

t\rightarrow x+
f(t) = f(x+) и \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}

t\rightarrow x - 
f(t) = f(x - ), а также f(x+) \not =

f(x - ), то ряд Фурье по системе Хаара от функции f(t) расходится в точке x.

Однако полное исследование данного вопроса для систем типа Хаара и Уолша занима-
ет более сорока страниц машинописного текста и является темой отдельной статьи (по-
видимому, и не одной).

9.5. Признаки Дини–Липшица и Жордана. Таким образом, как показано в данной
работе и в [8], для обобщенных систем Хаара признак сходимости Жордана не отличается
от условия Дини–Липшица. Однако функция из контрпримера [8] не является, в отличие от
функции из контрпримера в данной работе, функцией ограниченной вариации. Впрочем,
вопрос о вариации функции в [8] не ставился; результаты [8] распространяются и на нуль-
мерные компактные абелевы группы, а функции ограниченной вариации, как упоминается
в подразделе 9.3, перенести на нульмерные группы затруднительно.
Благодарю С.М. Воронова, Б.И. Голубова, В.В. Казакова, Т.П. Лукашенко, С.Ф. Луком-

ского и В.А. Скворцова за ценные советы и замечания. Выражаю признательность А.А.
Гаврилястому, С.А. Маненкову и А.Ю. Кудрявцеву за их помощь при оформлении рабо-
ты. Благодарю также организаторов 12-й Казанской летней [31] и Воронежской зимней [32]
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V.I. Shcherbakov

Jordan test for the Haar-type systems

Abstract.We consider Haar-type systems, which are generated by a (generally speaking, unbounded)
sequence \{ pn\} \infty n=1, and which are defined on the modified segment [0, 1]

\ast , i. e., on the segment [0, 1]
whose \{ pn\} -rational points are calculated two times. The main result of this work is a Jordan-type
test for the pointwise and uniform convergence of Fourier series with respect to Haar-type systems.
It is shown that the test obtained in the paper can not be improved. An example of a function of
bounded variation, whose Fourier series with respect to Haar-type system diverges at some point,
is constructed in the case of \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}

n
pn = \infty . Thus for any unbounded sequence \{ pn\} \infty n=1 there exists a

monotone function whose Fourier series with respect to Haar-type system, generated by the given
sequence \{ pn\} \infty n=1, diverges at some point. It is found that the Jordan test of convergence of Fourier
series with respect to Haar-type systems does not differ from the Dini–Lipschitz condition for those
systems. As the Dini–Lipschitz condition was considered earlier, the main value of this work is the
construction of a corresponding counterexample, i. e., the construction of an example (a model) of
a function of bounded variation whose Fourier series with respect to Haar-type Systems diverges
at some point. In the counterexamples from the earlier works on the Dini–Lipschitz criterion
(as well as for all Dini convergence criteria), the functions were not of bounded variation. The
article’s conclusion discusses how the Jordan convergence criterion evolved when transitioning
from trigonometric systems of functions to Price systems (and to N.Ya. Vilenkin systems), and
from there to generalized Haar systems and Haar-type systems.
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