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О НЕРАВЕНСТВЕ РИССА И БАЗИСНОСТИ СИСТЕМ КОРНЕВЫХ
ВЕКТОР-ФУНКЦИЙ ОПЕРАТОРА ТИПА ДИРАКА 2m-ГО ПОРЯДКА С

СУММИРУЕМЫМ КОЭФФИЦИЕНТОМ

Аннотация. Рассматривается оператор типа Дирака 2m-го порядка на конечном интервале
G = (a, b). Предполагается, что его коэффициент является комлекснозначной суммируемой на
G = (a, b) матрицей-функцией. Устанавливаются критерий риссовости для системы корневых
вектор-функций и доказывается теорема об эквивалентной базисности в L2m

p (G), 1 < p <\infty .
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1. Основные понятия и формулировка результатов

В настоящей работе изучаются свойства риссовости и базисности систем корневых вектор-
функций оператора типа Дирака 2m-го порядка. Корневые вектор-функции понимаются
в обобщенной трактовке, т. е. безотносительно к краевым условиям [1]. При таком обоб-
щенном их понимании В.А. Ильиным [1] установлены необходимые и достаточные усло-
вия безусловной базисности (базисности Рисса) в L2 систем корневых функций оператора
L =  - d2/dx2 + q(x). Работа [1] послужила отправной точкой для большого числа работ
многих авторов по исследованию свойств бесселевости, безусловной базисности и базисно-
сти систем корневых функций дифференциальных операторов высокого порядка.
Для оператора Дирака с потенциалом из класса L2 критерии бесселевости и безуслов-

ной базисности установлены в работе [2]. В работе [3] установлены критерии бесселевости и
безусловной базисности для системы корневых вектор-функций оператора Дирака с потен-
циалом из L1 и доказана теорема об эквивалентной базисности этих систем в L2

2. Покомпо-
нентная равномерная равносходимость на компакте, равномерная сходимость, риссовость,
эквивалентная базисность систем корневых вектор-функций оператора Дирака и безуслов-
ная базисность для оператора типа Дирака рассматривались в работах [4]–[8].
Для оператора типа Дирака 2m-го порядка с коэффициентом из класса L1 критерии

бесселовости и безусловной базисности установлены в работе [9].
Свойству базисности и другим спектральным свойствам корневых вектор-функций опе-

ратора Дирака (с граничными условиями) посвящена обширная литература (см. работы
[10]–[28]). Для 2\times 2-систем Дирака свойство базисности Рисса системы корневых векторов
(СКВ) в терминах граничных условий изучались в работах [10]–[18]. В работе [10] установ-
лена базисность Рисса для системы Дирака с потенциалом из класса L2 и с разделенными
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граничными условиями. Система Дирака с потенциалом из класса L2 и с общими регуляр-
ными граничными условиями также изучена в работе [12], где доказана базисность Рисса
из подпространств, а в случае сильно регулярных граничных условий базисность Рисса.
Свойство базисности СКВ в случае потенциальной матрицы \Omega \in L1[a, b] \otimes \BbbC 2\times 2 и сильно
регулярных граничных условий установлено независимо и разными методами в работах [14],
[16], [17]. При этом в [16], [17] доказана базисность Рисса также для систем типа Дирака
(b1 \not =  - b2), а в [14], [15] — базисность Рисса из подпространств в случае общих регуляр-
ных граничных условий. Отметим еще, что в недавней работе А.А. Лунева [19] получен
критерий базисности Бари для 2 \times 2-систем Дирака с сильно регулярными граничными
условиями.
Кроме того, в работе [13] найден критерий базисности Рисса СКВ для задачи с периоди-

ческими (всегда не сильно регулярными) граничными условиями. Этот критерий формули-
руется в терминах спектров периодической и антипериодической задач и задачи Дирихле.
В работе [18] найдены явные условия на потенциальную матрицу \Omega , при которых имеет
место базисность Рисса СКВ для 2\times 2-системы Дирака с периодическими (и более общими
регулярными, но не сильно регулярными) граничными условиями.
Для 2m\times 2m-систем Дирака, отметим, что впервые полнота СКВ граничных задач для

таких систем с регулярными граничными условиями установлена ([23], гл. 1) в случае непре-
рывной потенциальной матрицы \Omega . Вопросы полноты СКВ для общих 2m\times 2m-систем типа
Дирака с суммируемой потенциальной матрицей \Omega и регулярными граничными условиями
изучены в [24].
Базисности Рисса для 2m \times 2m-систем Дирака посвящено всего лишь несколько работ

[25]–[28]. Базисность Рисса из подпространств для задачи Дирихле для 2m \times 2m-системы
Дирака доказана в [25]. Впервые базисность Рисса из подпространств для общих 2m\times 2m-
систем 1-го порядка, охватывающих системы типа Дирака при некоторых специальных
регулярных граничных условиях, установлена в [26]. Базисность Рисса СКВ в случае общих
регулярных граничных условий для 2m \times 2m-систем типа Дирака исследована недавно в
[27], [28].
Рассмотрим оператор типа Дирака 2m-го порядка

D\psi = B
d\psi 

dx
+\Omega (x)\psi , \psi (x) = (\psi 1(x), \psi 2(x), . . . , \psi 2m(x))T ,

где

B =

\biggl( 
0 T1
T2 0

\biggr) 
, T1 = \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{g}(b1, b2, . . . , bm), T2 = \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{g}(bm+1, bm+2, . . . , b2m)

(b1 = b2 = . . . = bm > 0, bm+1 = bm+2 = . . . = b2m < 0),

\Omega (x) = \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{g}(p1(x), p2(x), . . . , p2m(x)), pi(x) (i = 1, 2m) — комплекснозначные суммируемые
функции на произвольном конечном интервале G = (a, b) действительной прямой.
Следуя работе [1], под собственной вектор-функцией оператораD, отвечающей комплекс-

ному собственному значению \lambda , будем понимать любую тождественно не равную нулю ком-

лекснозначную вектор-функцию
\circ 
\psi (x), которая абсолютно непрерывна на любом замкнутом

подинтервале интервала G и почти всюду в G удовлетворяет уравнению D
\circ 
\psi = \lambda 

\circ 
\psi .

Аналогично, под присоединенной вектор-функцией порядка l \geq 1, отвечающей тому же \lambda 

и собственной функции
\circ 
\psi (x), будем понимать любую комплекснозначную вектор-функцию
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l
\psi (x), которая абсолютно непрерывна на любом замкнутом подинтервале G и почти всюду

в G удовлетворяет уравнению D
l
\psi = \lambda 

l
\psi +

l - 1
\psi .

Пусть \{ \psi k(x)\} \infty k=1 — произвольная система, составленная из корневых (собственных и
присоединенных) вектор-функций оператора D , а \{ \lambda k\} \infty k=1 — соответствующая ей система
собственных значений. В дальнейшем считаем, что каждая вектор-функция \psi k(x) в систе-
му \{ \psi k(x)\} \infty k=1 входит вместе со всеми соответствующими ей присоединенными функциями
меньшего порядка и длины цепочек корневых вектор-функций равномерно ограничены. Это
означает, в частности, что каждая вектор-функция \psi k(x) почти всюду в G удовлетворяет
уравнению

D\psi k = \lambda k\psi k + \theta k\psi k - 1,

где \theta k равно либо нулю (в этом случае \psi k(x) — собственная вектор-функция), либо единице
(в этом случае \psi k(x) — присоединенная вектор-функция, \lambda k = \lambda k - 1 ).
Пусть L2m

p (G), p \geq 1, — пространство 2m-компонентных вектор-функций

f(x) = (f1(x), f2(x), . . . , f2m(x))T ,

\| f\| p,2m =

\left[  \int 
G

\Biggl( 
2m\sum 
i=1

| fi(x)| 2
\Biggr) p/2

dx

\right]  1/p

.

В случае p = \infty норма определяется равенством \| f\| \infty ,2m = \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
x\in G

\mathrm{v}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{i} | f(x)| .

Очевидно, что для вектор-функций f(x) \in L2m
p (G), g(x) \in L2m

q (G), p - 1 + q - 1 = 1, p \geq 1,
определено “cкалярное произведение”

(f, g) =

\int 
G

2m\sum 
i=1

fi(x)gi(x)dx.

Определение 1. Система \{ hk(x)\} \infty k=1 \subset L2m
q (G), q \geq 2, называется риссовой или удо-

влетворяющей неравенству Рисса (q-неравенствам Бесселя), если существует постоянная
M =M(p) такая, что для произвольной функции f(x) \in L2m

p (G) выполняется неравенство

\infty \sum 
k=1

| (f, hk)| q \leq M \| f\| qp,2m ,

где p - 1 + q - 1 = 1.

Определение 2. Система \{ zk(x)\} \infty k=1 \subset L2m
p (G), p \geq 1, называется p-близкой в L2m

p (G) к

системе \{ hk(x)\} \infty k=1 \subset L2m
p (G), если имеет место соотношение

\infty \sum 
k=1

\| zk  - hk\| pp,2m <\infty .

Определение 3. Две последовательности элементов в банаховом пространстве X называ-
ются эквивалентными, если существует линейный ограниченный и ограниченно обратимый
в X оператор, переводящий одну из этих последовательностей в другую.

В работе доказываются следующие основные утверждения.
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Теорема 1 (критерий риссовости). Пусть \Omega (x) \in L1(G), \{ \psi k(x)\} \infty k=1 — системы корневых

вектор-функций оператора D и существует постоянная C0 такая, что

| \mathrm{I}\mathrm{m}\lambda k| \leq C0, k = 1, 2, . . . . (1)

Тогда для риссовости системы
\Bigl\{ 
\psi k(x) \| \psi k\|  - 1

q,2m

\Bigr\} \infty 

k=1
\subset L2m

q (G) необходимо и достаточно

существование константы M1, при которой для любого действительного числа \nu выпол-

няется неравенство \sum 
| \mathrm{R}\mathrm{e}\lambda k - \nu | \leq 1

1 \leq M1. (2)

Пусть на интервале G дана пара биортогональных систем

\{ uk(x)\} \infty k=1 \subset Ln
p (G), \{ \upsilon k(x)\} \infty k=1 \subset Ln

q (G), p - 1 + q - 1 = 1, 1 < p \leq 2.

Теорема 2. Пусть выполняются следующие условия:
1) система \{ uk(x)\} \infty k=1 удовлетворяет неравенству Рисса, т. е. для произвольной f(x) \in 

Ln
p (G) выполняется неравенство

\infty \sum 
k=1

| (f, \upsilon k)| q \leq M\| f\| qp,n, (3)

где p - 1 + q - 1 = 1, 1 < p \leq 2;
2) система \{ uk(x)\} \infty k=1 p-близка в Ln

p (G) к некоторому базису \{ \tau k(x)\} \infty k=1 пространства

Ln
p (G).
Тогда системы \{ uk(x)\} \infty k=1 и \{ \upsilon k(x)\} \infty k=1 являются базисами в пространствах Ln

p (G) и
Ln
q (G) соответственно. При этом они эквивалентны соответственно базису \{ \tau k(x)\} \infty k=1

и ее биортогонально сопряженной системе.

Пусть D\ast — оператор, формально сопряженный к оператору D, т. е. D\ast =  - B\ast d

dx
+

\Omega \ast (x), где \Omega \ast (x) — сопряженная матрица-функция к \Omega (x), B\ast — сопряженная матрица к
матрице B. Обозначим через \{ \varphi k(x)\} \infty k=1 биортогонально сопряженную систему \{ \psi k(x)\} \infty k=1
и предположим, что она состоит из корневых вектор-функций оператора D\ast , т. е.

D\ast \varphi k = \lambda k\varphi k + \theta k+1\varphi k+1.

Теорема 3 (эквивалентная базисность). Пусть 1 < p \leq 2, \Omega (x) \in L1(G), выполняются
условия (1), (2), существует постоянная M2 такая, что

\| \psi k\| 2,2m \| \varphi k\| 2,2m \leq M2, k = 1, 2, . . . , (4)

и система
\Bigl\{ 
\psi k(x) \| \psi k\|  - 1

p,2m

\Bigr\} \infty 

k=1
p-близка к некоторому базису \{ \tau k(x)\} \infty k=1 в L2m

p (G). Тогда

системы
\Bigl\{ 
\psi k(x) \| \psi k\|  - 1

p,2m

\Bigr\} 
и
\Bigl\{ 
\varphi k(x) \| \psi k\| p,2m

\Bigr\} \infty 

k=1
являются базисами в L2m

p (G) и L2m
q (G)

соответственно, причем эти системы эквивалентны соответственно базису \{ \tau k(x)\} \infty k=1
и его биортогонально сопряженной системе.

Замечание. Если в теореме 3 поменять ролями системы \{ \psi k(x)\} \infty k=1 и \{ \varphi k(x)\} \infty k=1, то по-
лучим базисность системы \{ \psi k(x)\} \infty k=1 в L

2m
p (G) при p \geq 2.
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2. Вспомогательные утверждения

Приведем некоторые необходимые утверждения, которые будут использованы в доказа-
тельствах сформулированных выше теорем.

Утверждение 1 ([9]). Если функции pi(x), i = 1, 2m, принадлежат классу Lloc
1 (G) и точ-

ки x  - t, x, x + t, находятся в интервала G, то для корневой вектор-функции \psi k(x)
справедливы следующие формулы:

\psi k(x\pm t) =

\Biggl[ 
\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}

\lambda kt\sqrt{} 
| b1bm+1| 

I \mp \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}
\lambda kt\sqrt{} 

| b1bm+1| 
B\sqrt{} 

| b1bm+1| 

\Biggr] 
\psi k(x)\pm 

\pm B - 1

\int x\pm t

x

\Biggl( 
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}

\lambda k(t - | \xi  - x| )\sqrt{} 
| b1bm+1| 

B\sqrt{} 
| b1bm+1| 

\mp \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}
\lambda k(t - | \xi  - x| )\sqrt{} 

| b1bm+1| 
I

\Biggr) 
\times 

\times [\Omega (\xi )\psi k(\xi ) - \theta k\psi k - 1(\xi )] d\xi ,

(5)

\psi k(x - t) + \psi k(x+ t) = 2\psi k(x) \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}
\lambda kt\sqrt{} 

| b1bm+1| 
+

+B - 1

\int x+t

x - t

\Biggl( 
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}

\lambda k(t - | \xi  - x| )\sqrt{} 
| b1bm+1| 

B\sqrt{} 
| b1bm+1| 

 - \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{n}(\xi  - x)\times 

\times \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}
\lambda k(t - | \xi  - x| )\sqrt{} 

| b1bm+1| 
I

\Biggr) 
[\Omega (\xi )\psi k(\xi ) - \theta k\psi k - 1(\xi )] d\xi ,

(6)

где I — единичная матрица-функция.

Утверждение 2 ([9]). Пусть функции pi(x), i = 1, 2m, принадлежат классу L1(G). Тогда
существуют константы Cj(nk, G, b1, bm+1), j = 1, 2, не зависящие от \lambda k, такие, что

\| \theta k\psi k - 1\| \infty ,2m \leq C1(nk, G, b1, bm+1)(1 + | \mathrm{I}\mathrm{m}\lambda k| ) \| \psi k\| \infty ,2m , (7)

\| \psi k\| \infty ,2m \leq C2(nk, G, b1, bm+1)(1 + | \mathrm{I}\mathrm{m}\lambda k| )1/r \| \psi k\| r,2m , (8)

где nk — порядок корневой вектор-функции \psi k(x), r \geq 1.

3. Доказательство основных утверждений

Доказательство теоремы 1. Необходимость. Зафиксируем какое-либо действительное чис-
ло \nu . Введем множество индексов I\nu = \{ k : | \mathrm{R}\mathrm{e}\lambda k  - \nu | \leq 1, | \mathrm{I}\mathrm{m}\lambda k| \leq C0\} , где C0 — постоян-
ная из условия (1). Выберем такое положительное число R для любого множества E \subset G,

\mathrm{m}\mathrm{e}\mathrm{s}E \leq 2R, чтобы выполнялось неравенство \omega (R) = \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
E\subset G

\Bigl\{ 
\| \Omega \| 1,E

\Bigr\} 
\leq L - 1, где L — поло-

жительное число, которое выберем позже, а \| \Omega \| 1,E =

\int 
E

\Biggl( 
2m\sum 
i=1

| pi(x)| 

\Biggr) 
dx.
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Пусть x \in 
\biggl[ 
a,
a+ b

2

\biggr] 
. Запишем формулу среднего значения (6) для точек x, x+ t, x+ 2t,

где t \in [0, R] :

\psi k(x) = 2\psi k(x+ t) \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}
\lambda kt\sqrt{} 

| b1bm+1| 
 - \psi k(x+ 2t)+

+B - 1

\int x+2t

x

\Biggl\{ 
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}

\lambda k(t - | x+ t - \xi | )\sqrt{} 
| b1bm+1| 

B\sqrt{} 
| b1bm+1| 

 - \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{n}(\xi  - x - t) \times 

\times \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}
\lambda k(t - | x+ t - \xi | )\sqrt{} 

| b1bm+1| 
I

\Biggr\} 
[\Omega (\xi )\psi k(\xi ) - \theta k\psi k - 1(\xi )] d\xi .

Добавим и вычтем функцию 2\psi k(x + t) \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}
\nu t\sqrt{} 

| b1bm+1| 
в правой части этого равенства и

применим операцию R - 1

\int R

0
dt, получим

\psi k(x) = 2R - 1

\int R

0
\psi k(x+ t) \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}

\nu t\sqrt{} 
| b1bm+1| 

dt - R - 1

\int R

0
\psi k(x+ 2t)dt+

+4R - 1

\int R

0
\psi k(x+ t) \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}

\lambda k + \nu 

2
\sqrt{} 
| b1bm+1| 

\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}
\nu  - \lambda k

2
\sqrt{} 
| b1bm+1| 

dt+

+R - 1B - 1

\int R

0

\int x+2t

x

\Biggl\{ 
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}

\lambda k (t - | x+ t - \xi | )\sqrt{} 
| b1bm+1| 

B\sqrt{} 
| b1bm+1| 

 - 

 - \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{n}(\xi  - x - t) \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}
\lambda k (t - | x+ t - \xi | )\sqrt{} 

| b1bm+1| 
I

\Biggr\} 
[\Omega (\xi )\psi k(\xi ) - \theta k\psi k - 1(\xi )] d\xi .

Применив формулу (5) в третьем слагаемом, имеем

\psi k(x) = R - 1

\int 
G
\psi k(z)V (z)dz + 4R - 1

\int R

0

\Biggl( 
\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}

\lambda kt\sqrt{} 
| b1bm+1| 

I - 

 - \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}
\lambda kt\sqrt{} 

| b1bm+1| 
B\sqrt{} 

| b1bm+1| 

\Biggr) 
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}

(\lambda k + \nu )t

2
\sqrt{} 
| b1bm+1| 

\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}
(\nu  - \lambda k)t

2
\sqrt{} 

| b1bm+1| 
dt\psi k(x)+

+4R - 1B - 1

\int R

0

\int x+t

x

\Biggl\{ 
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}

\lambda k (t - | \xi  - x| )\sqrt{} 
| b1bm+1| 

B\sqrt{} 
| b1bm+1| 

+ \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}
\lambda k (t - | \xi  - x| )\sqrt{} 

| b1bm+1| 
I

\Biggr\} 
\times 

\times [\Omega (\xi )\psi k(\xi ) - \theta k\psi k - 1(\xi )] \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}
(\nu + \lambda k)t

2
\sqrt{} 
| b1bm+1| 

\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}
(\nu  - \lambda k)t

2
\sqrt{} 
| b1bm+1| 

dt+

+R - 1B - 1

\int R

0

\int x+2t

x

\Biggl\{ 
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}

\lambda k (t - | x+ t - \xi | )\sqrt{} 
| b1bm+1| 

B\sqrt{} 
| b1bm+1| 

+ \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}
\lambda k (t - | x+ t - \xi | )\sqrt{} 

| b1bm+1| 
I

\Biggr\} 
\times 

\times [\Omega (\xi )uk(\xi ) - \theta kuk - 1(\xi )] d\xi dt = R - 1

\int 
G
uk(z)V (z)dz + J1 + J2 + J3, (9)

где V (z) = 2 \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}
\nu (x - z)\sqrt{} 
| b1bm+1| 

 - 1

2
при x \leq z \leq x + R, V (z) =  - 1

2
при x + R < z \leq x + 2R,

V (z) = 0 при z /\in [x, x+ 2R].
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Пусть k \in I\nu . Оценим интегралы J\tau , \tau = 1, 3 . Используя неравенства

| \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} z| \leq 2, | \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} z| \leq 2, | \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} z| \leq 2 | z| , (10)

для которых справедливы | \mathrm{I}\mathrm{m}z| \leq 1, получим

| J1| \leq 8Rm

\Biggl( 
2\sqrt{} 

| b1bm+1| 
+

| b1| + | bm+1| 
| b1bm+1| 

\Biggr) 
| \nu  - \lambda k| | \psi k(x)| \leq 

\leq 8Rm

\Biggl( 
2\sqrt{} 

| b1bm+1| 
+

| b1| + | bm+1| 
| b1bm+1| 

\Biggr) 
\times 

\times (1 + | \mathrm{I}\mathrm{m}\lambda k| ) | \psi k(x)| \leq 8Rm

\Biggl( 
2\sqrt{} 

| b1bm+1| 
+

| b1| + | bm+1| 
| b1bm+1| 

\Biggr) 
(1 + C0) \| \psi k\| \infty ,2m .

Применив (10) и неравенство Гёльдера при p = 1, q = \infty , находим

| J2| \leq 32m

\Biggl( 
2\sqrt{} 

| b1bm+1| 
+

| b1| + | bm+1| 
| b1bm+1| 

\Biggr) \biggl( 
\omega (R) \| uk\| \infty ,2m +

R

2
\| \theta k\psi k - 1\| \infty ,2m

\biggr) 
,

| J3| \leq 2m

\Biggl( 
2\sqrt{} 

| b1bm+1| 
+

| b1| + | bm+1| 
| b1bm+1| 

\Biggr) \Bigl( 
\omega (R) \| \psi k\| \infty ,2m +R \| \theta k\psi k - 1\| \infty ,2m

\Bigr) 
.

Учитывая эти оценки в равенстве (9) приходим к неравенству

| \psi k(x)| \leq R - 1

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \int 
G
\psi k(z)V (z)dz

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| + 8

\Biggl( 
2\sqrt{} 

| b1bm+1| 
+

| b1| + | bm+1| 
| b1bm+1| 

\Biggr) 
\times 

\times (R(1 + C0) + 5\omega (R)) \| \psi k\| \infty ,2m + 18R

\Biggl( 
2\sqrt{} 

| b1bm+1| 
+

| b1| + | bm+1| 
| b1bm+1| 

\Biggr) 
\| \theta k\psi k - 1\| \infty ,2m . (11)

Аналогично доказываются неравенства (11) в случае x \in 
\biggl[ 
a+ b

2
, b

\biggr] 
. В этом случае V (z) =

 - 1

2
при x  - 2R \leq z < x  - R, V (z) = 2 \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}

\nu (x - z)\sqrt{} 
| b1bm+1| 

 - 1

2
при x  - R \leq z \leq x, V (z) = 0 при

z /\in [x - 2R, x].
Следовательно, неравенства (11) верны при любом x \in G. Применив оценки (7), (8) с

учетом 1 + | \mathrm{I}\mathrm{m}\lambda k| \leq 1 + C0 из неравенства (11) получим

| \psi k(x)| \leq R - 1

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \int 
G
\psi k(z)V (z)dz

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| +
+m

\Biggl( 
2\sqrt{} 

| b1bm+1| 
+

| b1| + | bm+1| 
| b1bm+1| 

\Biggr) \Bigl\{ 
40\omega (R)C2(nk, G, b1, bm+1)(1 + C0)

1/q+

+8RC2(nk, G, b1, bm+1)(1 + C0)
1+1/q+

+18RC1(nk, G, b1, bm+1 )C2(nk, G, b1, bm+1)\theta k(1 + C0)
1+1/q

\Bigr\} 
\| \psi k\| q,2m .

В силу равномерной ограниченности длины цепочек

40m

\Biggl( 
2\sqrt{} 

| b1bm+1| 
+

| b1| + | bm+1| 
| b1bm+1| 

\Biggr) 
C2(nk, G, b1, bm+1) \leq \gamma 1 = \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{s}\mathrm{t},
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8m

\Biggl( 
2\sqrt{} 

| b1bm+1| 
+

| b1| + | bm+1| 
| b1bm+1| 

\Biggr) 
C1(nk, G, b1, bm+1)C2(nk, G, b1, bm+1) \leq \gamma 2 = \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{s}\mathrm{t}.

Следовательно,

| \psi k(x)| \leq R - 1

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \int 
G
\psi k(z)V (z)dz

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| + \Bigl\{ \omega (R)\gamma 1(1 + C0)
1/q + \gamma 1R(1 + C0)

1+1/q +

+ R\gamma 2\theta k(1 + C0)
1+1/q

\Bigr\} 
\| \psi k\| q,2m .

Умножаем каждую сторону этого неравенства на \| \psi k\|  - 1
q,2m , возводим в степень q и приме-

няем неравенство

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
n\sum 

j=1

aj

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
q

\leq nq - 1
n\sum 

j=1

| aj | q, находим

| \psi k(x)| q \| \psi k\|  - q
q,2m \leq (2m+ 1)q - 1R - q

\Biggl\{ 
2m\sum 
i=1

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \int 
G
\psi i
k(z)V (z)dz

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| q
\Biggr\} 
\times 

\times \| \psi k\|  - q
q,2m + (2m+ 1)q - 1

\Bigl\{ 
\gamma 1L

 - 1(1 + C0)
1/q +R\gamma 1(1 + C0)

1+1/q +R\gamma 2\theta k(1 + C0)
1+1/q

\Bigr\} q
,

где \psi k(x) =
\bigl( 
\psi 1
k(x), \psi 

2
k(x), . . . , \psi 

2m
k (x)

\bigr) T
.

В силу неравенства Рисса и того, что \| V \| qp = O(Rq/p), получим\sum 
k\in J

| \psi k(x)| q \| \psi k\|  - q
q,2m \leq 2m(2m+ 1)q - 1MR

q
\Bigl( 

1
p
 - 1

\Bigr) 
+

+(2m+ 1)q - 1
\Bigl\{ 
\gamma 1L

 - 1(1 + C0)
1/q +R\gamma 1(1 + C0)

1+1/q +R\gamma 2\theta k(1 + C0)
1+1/q

\Bigr\} q\sum 
k\in J

1,

где J \subset I\nu — произвольное конечное множество индексов k, которому соответствуют корне-
вые функции \psi k(x). Интегрируя это неравенство по x \in G и выбирая R настолько малым
(следовательно, и число L - 1 ), чтобы имела место оценка

(2m+ 1)q - 1
\Bigl\{ 
\gamma 1L

 - 1(1 + C0)
1/q +R\gamma 1(1 + C0)

1+1/q +R\gamma 2\theta k(1 + C0)
1+1/q

\Bigr\} q
<

1

2\mathrm{m}\mathrm{e}\mathrm{s}G
,

приходим к неравенству \sum 
k\in J

1 \leq 4m(2m+ 1)q - 1MR - 1\mathrm{m}\mathrm{e}\mathrm{s}G,

из которого в силу произвольности конечного множества J и равномерной ограниченности
длины цепочек корневых вектор-функций следуют неравенства (2).
Достаточность. Для определенности возьмем G = (0, 2\pi ). Отметим, что в этом случае

нам достаточно установить бесселевость системы
\Bigl\{ 
\psi k(x) \| \psi k\|  - 1

2,2m

\Bigr\} \infty 

k=1
в L2m

2 (0, 2\pi ). Дей-

ствительно, в силу оценки (8) и условия (1) для любой вектор-функций f(x) \in L2m
2 (0, 2\pi )

выполняется неравенство

\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
k

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \int 2\pi 

0
f(x)\psi k(x) \| \psi k\|  - 1

2,2m dx

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \leq \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{s}\mathrm{t} \| f\| 1,2m ,

поэтому в силу интерполяционной теоремы Рисса–Торина (см., например, [29], c. 144) си-

стема
\Bigl\{ 
\psi k(x) \| \psi k\|  - 1

2,2m

\Bigr\} \infty 

k=1
будет риссовой.



О НЕРАВЕНСТВЕ РИССА И БАЗИСНОСТИ СИСТЕМ 31

С другой стороны, в силу оценки (8) и условий (1), (2) имеет место неравенство

\| \psi k\| 2,2m \| \psi k\|  - 1
q,2m \leq (2\pi )

1
2 \| \psi k\| \infty ,2m \| \psi k\|  - 1

q,2m \leq \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{s}\mathrm{t}, k = 1, 2, . . . .

Следовательно, для любой f(x) \in L2m
p (0, 2\pi ), 1 < p \leq 2, справедлива оценка

\infty \sum 
k=1

\bigm| \bigm| \bigm| \Bigl( f, \psi k \| \psi k\|  - 1
q,2m

\Bigr) \bigm| \bigm| \bigm| q = \infty \sum 
k=1

\| \psi k\| q2,2m \| \psi k\|  - q
q,2m

\bigm| \bigm| \bigm| \Bigl( f, \psi k \| \psi k\|  - 1
2,2m

\Bigr) \bigm| \bigm| \bigm| q \leq 
\leq \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{s}\mathrm{t}

\infty \sum 
k=1

\bigm| \bigm| \bigm| \Bigl( f, \psi k \| \psi k\|  - 1
2,2m

\Bigr) \bigm| \bigm| \bigm| q \leq M3 \| f\| qp,2m .

Итак, нам необходимо доказать бесселевость системы
\Bigl\{ 
\psi k(x) \| \psi k\|  - 1

2,2m

\Bigr\} \infty 

k=1
в L2m

2 (0, 2\pi ).

Записывая формулу сдвига (5) для \psi k(x + t) при x = 0 и умножая затем скалярно на
вектор-функцию f(t) = (f1(t), f2(t), . . . , f2m(t))T \in L2m

2 (0, 2\pi ), заключаем, что для доказа-

тельства бесселевости системы \varphi k(t) = \psi k(t) \| \psi k\|  - 1
2,2m , k = 1, 2, . . . , в L2m

2 (0, 2\pi ) достаточно
установить справедливость следующих неравенств:

\infty \sum 
k=1

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
\int 2\pi 

0
fi(t) \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}

\lambda kt\sqrt{} 
| b1bm+1| 

dt

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
2 \bigm| \bigm| \varphi i

k(0)
\bigm| \bigm| 2 \leq C \| f\| 22,2m , i = 1, 2m; (12)

\infty \sum 
k=1

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
\int 2\pi 

0
fi(t) \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}

\lambda kt\sqrt{} 
| b1bm+1| 

dt

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
2 \bigm| \bigm| \varphi 2m+1 - i

k (0)
\bigm| \bigm| 2 \leq C \| f\| 22,2m , i = 1, 2m; (13)

\infty \sum 
k=1

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
\int 2\pi 

0
fi(t)

\int t

0
p2m+1 - i(\xi )\varphi 

i
k(\xi ) \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}

\lambda k(t - \xi )\sqrt{} 
| b1bm+1| 

d\xi dt

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
2

\leq C \| f\| 22,2m , i = 1, 2m; (14)

\infty \sum 
k=1

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
\int 2\pi 

0
fi(t)

\int t

0
p2m+1 - i(\xi )\varphi 

2m+1 - i
k (\xi ) \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}

\lambda k(t - \xi )\sqrt{} 
| b1bm+1| 

d\xi dt

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
2

\leq C \| f\| 22,2m , i = 1, 2m; (15)

\infty \sum 
k=1

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \theta k
\int 2\pi 

0
fi(t)

\int t

0

\psi i
k - 1(\xi )

\| \psi k\| 2,2m
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}

\lambda k(t - \xi )\sqrt{} 
| b1bm+1| 

d\xi dt

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
2

\leq C \| f\| 22,2m , i = 1, 2m; (16)

\infty \sum 
k=1

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \theta k
\int 2\pi 

0
fi(t)

\int t

0

\psi 2m+1 - i
k - 1 (\xi )

\| \psi k\| 2,2m
\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}

\lambda k(t - \xi )\sqrt{} 
| b1bm+1| 

d\xi dt

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
2

\leq C \| f\| 22,2m , i = 1, 2m, (17)

где \varphi i
k(\xi ) = \psi i

k(\xi ) \| \psi k\|  - 1
2,2m .

Неравенства (12)–(17) доказаны в работе [9].
Теорема 1 доказана.

Доказательство теоремы 2. Из неравенства (3) и p-близости систем \{ uk(x)\} \infty k=1 и \{ \tau k(x)\} \infty k=1

в Ln
p (G) следует, что ряд

\infty \sum 
k=1

(f, \upsilon k)(uk(x) - \tau k(x)) сходится в Ln
p (G) для любой f(x) \in Ln

p (G).

Обозначим сумму этого ряда через Kf . В силу фундаментальности последовательности

Knf =
n\sum 

k=1

(f, \upsilon k)(uk(x)  - \tau k(x)) в L
n
p (G) линейный оператор действует в Ln

p (G), т. е. Kf \in 

Ln
p (G) при f(x) \in Ln

p (G). Очевидно, \| Kf  - Knf\| p,n = o(1)\| f\| p,n, т. е. последовательность
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конечномерных операторов \{ Kn\} сходится к оператору K, а значит, этот оператор ком-
пактен в Ln

p (G). Кроме того, Kuk = uk  - \tau k, т. е. (E  - K)uk = \tau k, k = 1, 2, . . . , где E —
единичный оператор.
Покажем, что оператор E - K непрерывно обратим. Из компактности оператора и альтер-

нативы Фредгольма следует, что если оператор E - K необратим, то существует ненулевой
элемент g \in Ln

q (G) такой, что (E  - K)\ast g = 0. Элемент g удовлетворяет соотношению

(g, \tau k) = (g, (E  - K)uk) = ((E  - K)\ast g, uk) = 0, k = 1, 2, . . . .

Отсюда в силу базисности системы \{ \tau k(x)\} \infty k=1 в Ln
p (G) вытекает, что элемент g ра-

вен нулю. Полученное противоречие доказывает обратимость оператора E  - K. Следо-
вательно, система \{ uk(x)\} является базисом в Ln

p (G), эквивалентным базису \{ \tau k(x)\} \infty k=1.
Если обозначить через \{ yk(x)\} \infty k=1 биортогонально сопряженную к \{ \tau k(x)\} \infty k=1 систему, то
\upsilon k(x) = (E - K)\ast yk(x). Это означает, что система \{ \upsilon k(x)\} \infty k=1 является базисом, эквивалент-
ным базису \{ yk(x)\} \infty k=1 в L

n
q (G).

Теорема 2 доказана.

Доказательство теоремы 3. Так как система \{ \varphi k(x)\} \infty k=1 состоит из корневых вектор-
функций формально сопряженного к D оператора D\ast , то в силу теоремы 1 условия (1),

(2) обеспечивают риссовость системы
\Bigl\{ 
\varphi k(x) \| \varphi k\|  - 1

q,2m

\Bigr\} \infty 

k=1
, т. е.

\infty \sum 
k=1

\bigm| \bigm| \bigm| \Bigl( f, \varphi k \| \varphi k\|  - 1
q,2m

\Bigr) \bigm| \bigm| \bigm| q \leq M \| f\| qp,2m (18)

для любой вектор-функции f(x) \in L2m
p (G), где 1 < p \leq 2, p - 1 + q - 1 = 1.

Значит, системы \{ \psi k(x)\| \psi k\|  - 1
p,2m\} \infty k=1 и \{ \varphi k(x)\| \varphi k\|  - 1

q,2m\} \infty k=1 удовлетворяют условиям тео-

ремы 2. А это означает, что если в теореме 2 принять uk(x) = \psi k(x)\| \psi k\|  - 1
p,2m и \upsilon k(x) =

\varphi k(x)\| \varphi k\|  - 1
q,2m, то получим справедливость теоремы 3.

Теорема 3 доказана.
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Abstract. We consider a Dirac-type operator of 2mth order on a finite interval G = (a, b). It
is assumed that its coefficient is a complex-valued matrix function summable on G = (a, b). A
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