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Аннотация. Получено описание всех делимых, примарных, а также сепарабельных и алгебра-
ически компактных групп без кручения, лиево кольцо эндоморфизмов которых разрешимо.
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Все группы в статье предполагаются абелевыми. Запись H \leq G означает, что H — под-
группа в группе G, G[n] = \{ g \in G | ng = 0\} , Z(n) — циклическая группа порядка n, Q —
аддитивная группа рациональных чисел, \BbbZ — кольцо или группа целых чисел. Подгруппа
H \leq G называется чистой в группе G, если nH = H \cap nG для всякого n \in \BbbZ ; вполне
инвариантной в G, если f(H) \leq H для всякого эндоморфизма f группы G. Напомним, что
длина конечной цепи из n элементов равна n - 1.
Хорошо известно ([1]; глава 5, §10), что если вместо умножения в кольце эндоморфизмов

E = E(G) абелевой группы G взять операцию коммутирования \alpha \circ \beta = [\alpha , \beta ] = \alpha \beta  - \beta \alpha ,

то получим лиево кольцо эндоморфизмов L = L(G) группы G. Если L(0) = L, а L(1) =
\langle L \circ L\rangle — идеал кольца L, порожденный всеми коммутаторами [\alpha , \beta ], где \alpha , \beta \in L, то

L(n+1) = \langle L(n) \circ L(n)\rangle — n + 1-коммутант кольца L. Кольцо L называется разрешимым

ступени n для натурального числа n, если L(n) = 0, но L(n - 1) \not = 0; в этом случае кратко
будем говорить, что группа G L-разрешима ступени n. Ясно, что прямые слагаемые L-
разрешимых групп разрешимы, подгруппы в общем случае нет. Необходимые сведения по
абелевым группам можно почерпнуть в [2]–[5].
В [6], [7] и в других работах автора изучались группы, лиевы кольца эндоморфизмов

которых являются энгелевыми (там эти группы назывались E-энгелевыми), а также E-
разрешимые и E-нильпотентные группы; тождества, которым удовлетворяют коммутато-
ры эндоморфизмов этих групп часто встречаются в алгебре (см., например, [8]–[9]). E-
нильпотентные группы, это группы с нильпотентными лиевыми кольцами эндоморфизмов,
поэтому эти группы образуют подкласс групп с разрешимыми лиевыми кольцами эндо-
морфизмов. E-разрешимые группы, это группы с условием (L(1))n = 0 для некоторого

натурального числа n. Так как L(n) \leq (L(1))n, то E-разрешимые группы являются L-
разрешимыми. В [10] описаны группы с минимальным или максимальным условием, лиевы
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кольца эндоморфизмов которых разрешимы. Напомним, что группы с условием максималь-
ности для подгрупп — это в точности прямые суммы конечного числа циклических групп
([3], теорема 15.5); а группы с условием минимальности для подгрупп — это в точности
прямые суммы конечного числа коциклических групп ([3], теорема 25.1). Коциклическая
группа — это циклическая группа Z(pn) порядка pn либо квазициклическая группа Z(p\infty )
для некоторого простого числа p ([3], теорема 3.1). Данная статья продолжает исследование
L-разрешимых групп, т. е. групп с разрешимыми лиевыми кольцами эндоморфизмов.

Лемма 1. Пусть G = G1\oplus G2 — группа, для которой существуют такие \alpha \in \mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}(G1, G2),
\beta \in \mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}(G2, G1), что 2n(\alpha \beta )n \not = 0 при любом n \in \BbbN . Тогда G не является L-разрешимой
группой.

Доказательство. Имеем

\biggl[ \biggl( 
1 0
\alpha 0

\biggr) 
,

\biggl( 
1 0
0 0

\biggr) \biggr] 
=

\biggl( 
0 0
\alpha 0

\biggr) 
\in L(1). Аналогично

\biggl( 
0 \beta 
0 0

\biggr) 
\in 

L(1), где L = L(G).
Отсюда \biggl[ \biggl( 

0 0
\alpha 0

\biggr) 
,

\biggl( 
0 \beta 
0 0

\biggr) \biggr] 
=

\biggl( 
 - \beta \alpha 0
0 \alpha \beta 

\biggr) 
\in L(2),\biggl[ \biggl( 

 - \beta \alpha 0
0 \alpha \beta 

\biggr) 
,

\biggl( 
0 0
\alpha 0

\biggr) \biggr] 
=

\biggl( 
0 0

2(\alpha \beta )\alpha 0

\biggr) 
\in L(2),\biggl[ \biggl( 

 - \beta \alpha 0
0 \alpha \beta 

\biggr) 
,

\biggl( 
0 \beta 
0 0

\biggr) \biggr] 
=

\biggl( 
0  - 2(\beta \alpha )\beta 
0 0

\biggr) 
\in L(2).

Покажем, что если n четное число \geq 2, то\biggl( 
0 0

2r(\alpha \beta )r\alpha 0

\biggr) 
,

\biggl( 
0 2r(\beta \alpha )r\beta 
0 0

\biggr) 
,

\biggl( 
 - 2r - 1(\beta \alpha )r 0

0 2r - 1(\alpha \beta )r

\biggr) 
\in L(n),

где r \geq 1 — некоторое целое число.
Если n — нечетное число \geq 3, то\biggl( 

0 0
2r(\alpha \beta )r\alpha 0

\biggr) 
,

\biggl( 
0 2r(\beta \alpha )r\beta 
0 0

\biggr) 
,

\biggl( 
 - 2r(\beta \alpha )r+1 0

0 2r(\alpha \beta )r+1

\biggr) 
\in L(n).

Показатели r в вышеприведенных формулах удовлетворяют следующим соотношениям
(в зависимости от четности): r2n+1 = 2r2n = 4r2n - 1 + 2 и r2n = 2r2n - 1 + 1 = 4r2n - 2 + 1.
Действительно, для нечетного n имеем\biggl[ \biggl( 

0 0
2r(\alpha \beta )r\alpha 0

\biggr) 
,

\biggl( 
0 2r(\beta \alpha )r\beta 
0 0

\biggr) \biggr] 
=

\biggl( 
 - 22r(\beta \alpha )2r+1 0

0 22r(\alpha \beta )2r+1

\biggr) 
,\biggl[ \biggl( 

0 0
2r(\alpha \beta )r\alpha 0

\biggr) 
,

\biggl( 
 - 2r - 1(\beta \alpha )r 0

0 2r - 1(\alpha \beta )r

\biggr) \biggr] 
=

\biggl( 
0 0

 - 22r(\alpha \beta )2r\alpha 0

\biggr) 
,\biggl[ \biggl( 

0 2r(\beta \alpha )r\beta 
0 0

\biggr) 
,

\biggl( 
 - 2r - 1(\beta \alpha )r 0

0 2r - 1(\alpha \beta )r

\biggr) \biggr] 
=

\biggl( 
0 22r(\beta \alpha )2r\beta 
0 0

\biggr) 
,

что подтверждает формулу r2n+1 = 2r2n = 4r2n - 1 + 2.
Для четного n имеем (ввиду идентичности ограничимся одним коммутатором)\biggl[ \biggl( 

0 0
2r(\alpha \beta )r\alpha 0

\biggr) 
,

\biggl( 
 - 2r(\beta \alpha )r+1 0

0 2r(\alpha \beta )r+1

\biggr) \biggr] 
=

\biggl( 
0 0

 - 22r+1(\alpha \beta )2r+1\alpha 0

\biggr) 
,

что подтверждает формулу r2n = 2r2n - 1 + 1 = 4r2n - 2 + 1.
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Итак, для каждого натурального n имеем L(n) \not = 0, т. е. группа G не является L-разреши-
мой. \square 

Следствие 1. Всякая L-разрешимая группа не содержит прямое слагаемое, изоморфное
группе A\oplus A, где A[2] = 0.

Замечание 1. Как показано в ([10], лемма 3.8), группа Z(2n)\oplus Z(2n) является L-разрешимой
для каждого целого числа n \geq 1.

Лемма 2. Пусть G = G1 \oplus G2 \oplus G3 \oplus . . . — группа, для которой существуют такие \alpha i \in 
\mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}(Gi, Gi+1), что \alpha n . . . \alpha 2\alpha 1 \not = 0 при любом n \in \BbbN . Тогда G не является L-разрешимой
группой.

Доказательство. Рассмотрим прямое слагаемое G1\oplus G2. Имеем

\biggl[ \biggl( 
1 0
\alpha 1 0

\biggr) 
,

\biggl( 
1 0
0 0

\biggr) \biggr] 
=\biggl( 

0 0
\alpha 1 0

\biggr) 
\in L(1)(G1 \oplus G2), аналогично

\biggl( 
0 0
\alpha 2 0

\biggr) 
\in L(1)(G2 \oplus G3). Дополняя строки и

столбцы матриц нулями, можно считать, что полученные матрицы принадлежат коммута-
тору L(1) = L(1)(G). Далее\left[  \left(  0 0 0

\alpha 1 0 0
0 0 0

\right)  ,

\left(  0 0 0
0 0 0
0 \alpha 2 0

\right)  \right]  =

\left(  0 0 0
0 0 0

 - \alpha 2\alpha 1 0 0

\right)  \in L(2),

\left[      
\left(      

0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

\alpha 2\alpha 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

\right)      ,

\left(      
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 \alpha 4\alpha 3 0 0

\right)      
\right]      =

\left(      
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 - \alpha 4\alpha 3\alpha 2\alpha 1 0 0 0 0

\right)      \in L(3).

Применив индукцию, несложно проверить, что если \alpha 2n . . . \alpha 2\alpha 1 \not = 0, то L(n+1) \not = 0. \square 

Лемма 3. Пусть G = A \oplus B — такая группа, что \mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}(A,B) = 0 и \mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}(B,A) \not = 0,
A — L-разрешимая группа ступени n, B — L-разрешимая группа ступени m. Тогда G —

L-разрешимая группа ступени \leq \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}\{ n,m\} + 1.

Доказательство. Имеем\biggl[ \biggl( 
\alpha 1 \beta 1
0 \gamma 1

\biggr) 
,

\biggl( 
\alpha 2 \beta 2
0 \gamma 2

\biggr) \biggr] 
=

\biggl( 
[\alpha 1, \alpha 2] \alpha 1\beta 2 + \beta 1\gamma 2  - \alpha 2\beta 1  - \beta 2\gamma 1

0 [\gamma 1, \gamma 2]

\biggr) 
.

Отсюда непосредственно следует справедливость утверждения леммы. \square 

Замечание 2. Ступень L-разрешимости группы G в лемме 3 может совпадать как с
\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}\{ n,m\} + 1, так и с \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}\{ n,m\} . Например, пусть G = Z(pn) \oplus Z(p\infty ). Как легко ви-
деть, группа G L-разрешима ступени 2, что больше ступеней L-разрешимости ее взаим-
но дополнительных прямых слагаемых Z(pn) и Z(p\infty ). Пусть теперь G = W \oplus (U \oplus V ),
где U, V,W — группы без кручения ранга 1, t(U) < t(V ), t(W ), а тип t(W ) несравним
с типом t(V ). Тогда \mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}(W,U \oplus V ) = 0, а \mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}(U \oplus V,W ) \not = 0. Несложно видеть, что
U \oplus V — L-разрешимая группа ступени 2, кроме того, [\gamma 1, \gamma 2](U \oplus V ) \leq V для любых
\gamma 1, \gamma 2 \in \mathrm{E}(U \oplus V ). Как и в лемме 3, всякий коммутатор эндоморфизмов группы G ввиду

коммутативности кольца \mathrm{E}(W ) имеет вид

\biggl( 
0 \delta 
0 []

\biggr) 
для некоторого \delta \in \mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}(U \oplus V,W ).
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Тогда

\biggl[ \biggl( 
0 \delta 
0 []

\biggr) 
,

\biggl( 
0 \delta \prime 

0 []\prime 

\biggr) \biggr] 
=

\biggl( 
0 \delta []\prime  - \delta \prime []
0 0

\biggr) 
, но для всякого коммутатора [] эндомор-

физмов группы U \oplus V имеем [](U \oplus V ) \leq V , поэтому \delta []\prime = 0 и \delta \prime [] = 0, т. е. ступень
L-разрешимости группы G совпадает со ступенью L-разрешимости ее прямого слагаемого
U \oplus V .

Предложение 1. p-группа G \not = 0 при p \not = 2 является L-разрешимой тогда и только

тогда, когда G = A\oplus B, где A = 0 или A \sim = Z(pn1)\oplus Z(pn2)\oplus \cdot \cdot \cdot \oplus Z(pnk) для некоторого

натурального числа k, причем n1 < n2 < \cdot \cdot \cdot < nk при k > 1; а B = 0 или B \sim = Z(p\infty ).

Доказательство. Необходимость. Если делимая часть B группы G ненулевая, то вви-
ду леммы 1 B \sim = Z(p\infty ). По той же лемме все инварианты Ульма–Капланского ([3], §37)
fn(R(G)) редуцированной части R(G) группы G при n < \omega равны нулю или единице. Вви-
ду леммы 2 pnk+1R(G) = 0 для некоторого натурального числа k, т. е. группа G имеет
указанный в предложении вид. Достаточность доказана в ([10], лемма 3.6). \square 

Предложение 2. p-группа G \not = 0 при p = 2 является L-разрешимой тогда и только

тогда, когда G = A\oplus B, где
1) A = 0 или A = A2n1 \oplus A2n2 \oplus \cdot \cdot \cdot \oplus A2nk для некоторого натурального числа k, где

A2ni
\sim = Z(2ni) или A2ni

\sim = Z(2ni)\oplus Z(2ni) при i = 1, . . . , k, причем n1 < n2 < \cdot \cdot \cdot < nk, если

k > 1;
2) B = 0 или B \sim = Z(2\infty ).

Доказательство. Необходимость. Пусть B — делимая часть группы G. Тогда п. 2) следует
из леммы 1. Из леммы 2 следует, что инварианты Ульма–Капланского fn(A) группы A при
n < \omega конечны, а сама группа A ограниченная. Поэтому в силу ([10], теорема 1.2) fn(A) = 1
или fn(A) = 2 при fn(A) \not = 0. Достаточность как и в предложении 1 доказывается индук-
цией по k. \square 

Следствие 2. Периодическая группа является L-разрешимой тогда и только тогда, когда
каждая ее примарная компонента L-разрешима и при этом ступени разрешимости лиевых
колец примарных компонент ограничены в совокупности.

Следствие 3. Пусть G — прямая сумма циклических групп. Тогда G является L-разреши-
мой группой тогда и только тогда, когда G = T \oplus R, где T — L-разрешимая периодическая
часть группы G, а R = 0 или R \sim = Z.

Из предложений 1 и 2 следует, что L-разрешимая p-группа удовлетворяет условию мини-
мальности, а L-разрешимая группа из следствия 3 удовлетворяет условию максимальности.

Следствие 4. Делимая группа G является L-разрешимой тогда и только тогда, когда
G = T \oplus D, где D = 0 или D \sim = Q, а T — делимая периодическая группа, каждая ненулевая
p-компонента которой изоморфна группе Z(p\infty ).

Доказательство. Необходимость следует из леммы 1, а достаточность из леммы 3. При-
чем ступень L-разрешимой делимой смешанной группы равна 2. \square 

Ввиду леммы 3 изучение L-разрешимых групп сводится к редуцированному случаю.

Следствие 5. Редуцированная сепарабельная (векторная) группа без крученияG является
L-разрешимой тогда и только тогда, когда G не содержит ненулевых прямых слагаемых,
изоморфных группам вида A\oplus A, и удовлетворяет следующему условию: существует такое
натуральное число n, что для всякого прямого слагаемого B = B1 \oplus \cdot \cdot \cdot \oplus Bm группы G
с условием r(Bi) = 1 и t(B1) < \cdot \cdot \cdot < t(Bm) вытекает m \leq n.



94 А.Р.ЧЕХЛОВ

Доказательство. Необходимость следует из леммы 2. Достаточность. Пусть L = L(G). И
пусть сначала G — сепарабельная группа, а 0 \not = g \in G. Возьмем такую проекцию \pi 1 группы
G на прямое слагаемое ранга 1, что \pi 1(g) \not = 0, и пусть G = \pi 1(G) \oplus C, а f1, . . . , fn \in L(1).
Тогда f1(\pi 1(g)) \in C. Поскольку C не имеет прямых слагаемых, изоморфных \pi 1(G), тип
t(\pi 1(g)) < t(\pi 2(f1(\pi 1(g)))) для всякой проекции \pi 2 группы G на прямое слагаемое ранга 1
со свойством \pi 2(f1(\pi 1(g))) \not = 0. Имеем t(\pi 1(G)) < t(\pi 2(G)). Так как всякая возрастающая
последовательность типов прямых слагаемых ранга 1 группы G имеет длину не выше n - 1,
то \pi n+1(fn(. . . (f1(\pi 1(g))) . . . )) = 0 для каждой проекции \pi n+1 группыG на прямое слагаемое
ранга 1. Значит, произведение fn . . . f1 аннулирует каждую координату всякого элемента
g \in G. Следовательно, fn . . . f1 = 0 для всякого набора f1, . . . , fn \in L(1), т. е. (L(1))n = 0.

Поскольку L(n) \leq (L(1))n, то и L(n) = 0.
Заметим, что если A =

\prod 
i\in I Ai — редуцированная векторная группа, где Ai — группы

без кручения ранга 1, и I — неизмеримое множество, \varphi \in E(A) — такой эндоморфизм, что
\varphi 
\bigl( \bigoplus 

i\in I Ai

\bigr) 
= 0, то \varphi = 0. Действительно, для всякой проекции \pi j : A \rightarrow Aj , где j \in I, имеем

гомоморфизм \pi j\varphi : A \rightarrow Aj в узкую группу Aj . Поэтому по теореме Лося ([4], теорема 94.4)
\pi j\varphi = 0. Отсюда \varphi = 0 ввиду произвольности j \in I.
Запишем нашу векторную группу G в виде G =

\prod 
t\in \Omega Gt, где Gt — прямое произведение

групп ранга 1 одного и того же типа t. Тогда ввиду условий на группу G ранг каждой
группы Gt равен единице. Множество типов \Omega имеет мощность не более континуум, поэтому
\Omega неизмеримо.
Допустим, что fn . . . f1 \not = 0 для некоторых fn, . . . , f1 \in L(1), где n \geq 2. Тогда по сказан-

ному выше fn . . . f1
\bigl( \bigoplus 

t\in \Omega Gt

\bigr) 
\not = 0, значит, fn . . . f1(gt) \not = 0 для некоторого gt \in Gt. Тогда

t(\pi i1f1(gt)) > t для всякой проекции \pi i1 такой, что \pi i1f1(gt) \not = 0. Имеем f1(gt) \in 
\prod 

t(1)>tGt(1) .
Поэтому если

f2f1

\Bigl( 
Gt \oplus 

\Bigl( \bigoplus 
t(1)>t

Gt(1)

\Bigr) \Bigr) 
= 0, то, как и выше, f2f1

\Bigl( 
Gt \oplus 

\Bigl( \prod 
t(1)>t

Gt(1)

\Bigr) \Bigr) 
= 0.

Если последнее равенство выполняется для всякого t \in \Omega , то f2f1 = 0, противоречие.
Поэтому f2(gt(1)) \not = 0 для некоторого gt(1) \in Gt(1) , где t(1) > t. Значит, t(2) = t(\pi i2f2(gt(1)) >

t(1) > t при некотором \pi i2 . По индукции получаем, что если fn . . . f1 \not = 0, то найдутся

t(1), . . . , t(n) \in \Omega такие, что t(n) > \cdot \cdot \cdot > t(1) > t. Однако по условию длины подобных
цепочек не могут быть больше n - 1. Таким образом, (L(1))n и L(n) равны нулю. \square 

Следствие 6. Ненулевая редуцированная алгебраически компактная группа без кручения

является L-разрешимой тогда и только тогда, когда она изоморфна группе
\prod 

p\in \pi 
\widehat \BbbZ p, где\widehat \BbbZ p — аддитивная группа целых p-адических чисел, а \pi — некоторое непустое подмножество

множества всех простых чисел.

Доказательство. Необходимость вытекает из следствия 1 ввиду строения алгебраически
компактных групп ([3], предложение 40.1), а достаточность очевидна, поскольку кольцо
эндоморфизмов такой группы коммутативно. \square 

Можно указать ступени L-разрешимости изучаемых групп. Так, если в следствии 4 обе
группы T и D ненулевые, то ступень L-разрешимости группы G равна двум; а ступень L-
разрешимости группы G в следствии 5 равна n, если n - 1 совпадает с наименьшей из длин
возрастающих цепей типов прямых слагаемых группы G ранга 1.
Приведем примеры сильно неразложимой (т. е. не имеющей нетривиальных квазиразло-

жений ([2], §4)) L-неразрешимой группы.
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Пример 1. Пусть E = \BbbZ [i, j, k] — кольцо кватернионов с целыми коэффициентами. По-
скольку аддитивная группа E+ кольца E является счетной редуцированной группой, суще-
ствует редуцированная группа без кручения G, кольцо эндоморфизмов которой совпадает
с E ([4], теорема 110.1). Так как [i, j] = 2k, [k, i] = 2j, [j, k] = 2i, то группа G не является
L-разрешимой. Поскольку E — кольцо без делителей нуля, в E нет нетривиальных ква-
зиидемпотентов, т. е. таких элементов x \not = 0, n, что x2 = nx для некоторого целого числа
n \not = 0. Поэтому группа G сильно неразложима. Так как ранг группы E+ равен 4, то группа
G имеет ранг \leq 8 ([4], теорема 110.2).

Пример 2. Пусть S = \{ 0, 1, a, b, c, p, q, r, s, x, y\} — полугруппа с 0 и 1, заданная таблицей
умножения

Таблица

a b c d p q r s x y
a 0 c 0 0 0 0 0 0 0 0
b 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
c 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
d s 0 r 0 q 0 0 0 s r
p x 0 y 0 0 0 0 0 0 0
q s 0 r 0 0 0 0 0 0 0
r 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
s 0 r 0 0 0 0 0 0 0 0
x 0 y 0 0 0 0 0 0 0 0
y 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

K = \BbbZ S — полугрупповое целочисленное кольцо для S. Поскольку аддитивная группа
K+ кольца K является счетной редуцированной группой без кручения, существует группа
G без кручения, кольцо эндоморфизмов которой есть K. Имеем L(1) = \langle c, s, x, r, y, q\rangle —

идеал кольца L = L(G), порожденный элементами c, s, x, r, y, q. Так как L(2) = \langle r\rangle , то
L(3) = 0, т. е. G — L-разрешимая группа ступени 3. Если U = \{ 0, 1, a, b, c\} — подполугруппа
в S, R = \BbbZ U , а A — группа с кольцом эндоморфизмов R, то A — L-разрешимая группа
ступени 2. В кольце K нет нетривиальных квазиидемпотентов. Действительно, допустим,
что \alpha 2 = n\alpha для \alpha = l1 + l2a + l3b + l4c + l5d + l6p + l7q + l8r + l9s + l10x + l11y, где li \in \BbbZ 
при i = 1, . . . , 11 и 0 \not = n \in \BbbZ . Получаем систему уравнений: l21 = nl1, 2l1l2 = nl2, 2l1l3 = nl3,
2l1l4+ l2l3 = nl4, 2l1l5 = nl5, 2l1l6 = nl6, 2l1l7+ l5l6 = nl7, 2l1l8+ l4l5+ l5l11+ l4l7+ l3l9 = nl8,
2l1l9+ l2l5+ l5l10+ l2l7 = nl9, 2l1l10+ l2l6 = nl10, 2l1l11+ l4l6+ l3l10 = nl11. Имеется всего два
решения системы: l1 = l2 = \cdot \cdot \cdot = l11 = 0 и l1 = n, l2 = \cdot \cdot \cdot = l11 = 0, т. е. \alpha = 0 или \alpha = n.
Значит, группа G сильно неразложима. Так как ранг группы S+ равен 11, то группа G
имеет ранг \leq 22 ([4], теорема 110.2).

Предложение 3. Для каждого целого числа n \geq 1 существуют L-разрешимые неразло-
жимые группы G без кручения ступени n такие, что

1) G — неоднородная группа ранга n;

2) G — однородная группа ранга
n(n+ 1)

2
.

Доказательство. 1) Пусть p, p1, . . . , pn — различные простые числа,

Ei = \langle p - \infty 
1 . . . p - \infty 

i bi\rangle , A =

n\bigoplus 
i=1

Ei, G = \langle A, p - 1(b1 + bn), . . . , p
 - 1(bn - 1 + bn)\rangle ;
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здесь группа G рассматривается как подгруппа некоторой делимой группы без кручения D,
под p - \infty a понимается последовательность элементов p - 1a, p - 2a, . . . , а b1, . . . , bn — независи-
мые элементы из D (по поводу таких конструкций см. ([4], §88)). Допустим, что G = U \oplus V .
Так как подгруппа En вполне инвариантна в G, то En \leq U или En \leq V , пусть для опреде-
ленности En \leq V . Если En - 1 \leq U , то p - 1(bn - 1 + bn) = x + y для некоторых x \in U , y \in V .
Тогда bn - 1 = px и bn = py, что невозможно, так как элементы bn - 1, bn не делятся на p
в группе G. Значит, En - 1 \leq V . Аналогично получаем E1, . . . , En - 2 \leq V . Следовательно,
U = 0, т. е. группа G неразложима. Группа A L-разрешима ступени n (см. замечание после
следствия 6). Группа G, как квазиравная группе A, также является L-разрешимой ступени
n.
2) Пусть G1 < \cdot \cdot \cdot < Gn — чистые подгруппы аддитивной группы целых p-адических

чисел \widehat \BbbZ p, ранг каждой группы Gi равен i, H =
\bigoplus n

i=1Gi — внешняя прямая сумма групп
Gi. Пусть G = \langle H, p - 1(g1+gn), . . . , p

 - 1(gn - 1+gn)\rangle , где gi \in Gi\setminus pGi. Так как \mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}(Gi, Gj) = 0
для всякого 1 < i \leq n при 1 \leq j < i, а кольца эндоморфизмов групп Gi коммутативны, то
дальнейшее доказательство аналогично доказательству п. 1). \square 

Обозначим через SLn — класс L-разрешимых ступени n сильно неразложимых редуци-
рованных групп без кручения. Группы в предложении 3 квазиразложимы. В связи с этим
уместен следующий

Вопрос. a) Для каждого ли целого числа n \geq 3 существуют группы из класса SLn?

b) Какой мощности могут достигать ранги групп G \in SLn, могут ли такие группы G
быть однородными?

Автор выражает благодарность рецензенту за внимательное отношение к работе и по-
лезные советы.
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Abelian groups with solvable Lie endomorphism rings

Abstract. A description has been obtained of all divisible, primary, as well as separable and
algebraically compact torsion-free groups, the Lie endomorphism ring of which is solvable.
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