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Аннотация. Рассматривается семейство операторов\widehat \bfH \mu := \widehat \Delta \widehat \Delta  - \mu \widehat \bfV , \mu > 0,

т. е. билапласиан с конечномерным возмущением на одномерной решетке \BbbZ , где \widehat \Delta — дискрет-

ный лапласиан, а \widehat \bfV — оператор ранга два. Доказано, что для любого \mu > 0 дискретный

спектр \widehat \bfH \mu является двухэлементным e1(\mu ) < 0 и e2(\mu ) < 0. Находим сходящиеся разложения
собственных значений ei(\mu ), i = 1, 2, в малой окрестности нуля при малых \mu > 0.
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Введение

Эллиптические операторы четвертого порядка в \BbbR \mathrm{d}, в частности, бигармонические опера-
торы играют центральную роль в широком классе физических моделей, таких как линейная
теория упругости, проблемы жесткости (например, строительство подвесных мостов) и при
формулировке потоков Стокса (см. [1]). Более того, недавние исследования показали, что
бигармонические операторы обладают высоким потенциалом при сжатии изображений с
оптимизированными и достаточно разреженными сохраненными данными [2]. Необходи-
мость соответствующего численного моделирования привела к появлению обширной лите-
ратуры, посвященной разнообразным дискретным приближениям к решениям уравнений
четвертого порядка [3]–[5]. Вопрос об устойчивости таких моделей в основном связан с их
спектральными свойствами, и поэтому численной оценке собственных значений посвящены
многочисленные исследования [6]–[8].
Спектральные свойства дискретных операторов Шрёдингера с невырожденным нижнем

порогом (т. е. когда \varepsilon ведет себя как O(| p - p0| 2) вблизи своей точки минимума p0) в послед-
ние годы активно изучались (см., например, [9]–[14]). Более того, довольно много результа-
тов для непрерывных операторов Шрёдингера были доказаны и для дискретного случая.
М. Клаус в [15] исследовал собственные значения оператора Шрёдингера  - d2/dx2 + \lambda V

для \lambda > 0 и V , удовлетворяющего\int 
\BbbR 
(1 + | x| )| V (x)| \mathrm{d}x < \infty ,
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расширяя результаты Б. Саймона из [16] в одномерном случае. М. Клаус показал, что если\int 
V (x)dx > 0, то для малых и положительных значений \lambda связанное состояние отсут-

ствует, а если

\int 
V (x)dx \leq 0, то существует единственное связанное состояние E(\lambda ), и оно

удовлетворяет асимптотике

( - E(\lambda ))1/2 =  - \lambda 

2

\int 
V (x)dx - \lambda 2

4

\int 
V (x)| x - y| V (y)dxdy + o(\lambda 2)

при \lambda \searrow 0. Результаты, аналогичные результатам [15], [16], недавно были установлены для
широкого класса операторов типа Шрёдингера с невырожденными нижними и верхними
порогами в одно и двумерной решетках.
В работе [11] рассматривается гамильтониан системы двух частиц, взаимодействующих

с помощью контактного потенциала, т. е. лапласиан с одномерным возмущением на решет-
ке. Показано существование единственного собственного значения соответствующего двух-
частичного оператора Шрёдингера, лежащего ниже дна существенного спектра при всех
значениях константы связи и двухчастичного квазиимпульса, и найдено разложение соб-
ственного значения в виде сходящегося ряда.

В данной работе рассматривается \widehat \bfH \mu билапласиан с двумерным возмущением на од-
номерной решетке. Доказано существование двух отрицательных собственных значений.
Получены сходящиеся разложения для обоих собственных значений в малой окрестности
нуля по малым \mu > 0.

1. Постановка задачи и формулировка основного результата

Пусть \BbbZ — одномерная решетка, а \ell 2(\BbbZ ) — гильбертово пространство квадратично-сум-
мируемых функций на \BbbZ . Рассмотрим семейство самосопряженных дискретных операторов\widehat \bfH \mu в гильбертовом пространстве \ell 2(\BbbZ ):\widehat \bfH \mu = \widehat \Delta \widehat \Delta  - \mu \widehat \bfV , \mu > 0.

Здесь \widehat \Delta \widehat \Delta — дискретный билапласиан, где \widehat \Delta — дискретный лапласиан, т. е.

(\widehat \Delta \^f)(x) = \^f(x) - 
\^f(x+ 1) + \^f(x - 1)

2
, \^f \in \ell 2(\BbbZ );

\widehat \bfV — оператор умножения в \ell 2(\BbbZ ) на функцию

\widehat v(x) =
\left\{   
1

2
при | x| = 1;

0 при | x| \not = 1.

Пусть \BbbT — одномерный тор, а L2(\BbbT ) — гильбертово пространство квадратично-интегри-
руемых функций, определенных на \BbbT . Рассмотрим

\scrF : \ell 2(\BbbZ ) \rightarrow L2(\BbbT ), \scrF \^f(p) =
1\surd 
2\pi 

\sum 
x\in \scrZ 

\^f(x)eipx

— стандартное преобразование Фурье с обратным

\scrF  - 1 : L2(\BbbT ) \rightarrow \ell 2(\BbbZ ), \scrF  - 1f(x) =
1\surd 
2\pi 

\int 
\BbbT 
f(p)e - ipxdp,
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где x \in \BbbZ , p \in \BbbT . Оператор \widehat \bfH \mu в импульсном представлении определяется как \bfH \mu =

\scrF \widehat \bfH \mu \scrF  - 1 и действует в L2(\BbbT ) по формуле
\bfH \mu := \bfH 0  - \mu \bfV , \mu > 0,

где \bfH 0 := \scrF \widehat \Delta \widehat \Delta \scrF  - 1 — оператор умножения в L2(\BbbT ) на функцию
\varepsilon (p) := (1 - \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} p)2,

\bfV := \scrF \widehat \bfV \scrF  - 1 — интегральный оператор ранга два вида

(\bfV f)(p) =
1

2\pi 

\int 
\BbbT 
\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}(p - s) f(s)ds.

Поскольку

\sigma (\widehat \Delta ) = \sigma ess(\widehat \Delta ) = [0, 2],

верно равенство
\sigma (H0) = \sigma \mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}(H0) = [0, 4].

В силу компактности оператора \bfV и теоремы Вейля о сохранении существенного спектра
при компактных возмущениях [17] имеем

\sigma \mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}(\bfH \mu ) = \sigma \mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}(H0) = [0, 4]

для любого \mu > 0.
Существенный и дискретный спектры модельных трехчастичных операторов Шрёдинге-

ра изучены в работах [18]–[20].
Пусть L2,\mathrm{e}(\BbbT ) (соответственно L2,\mathrm{o}(\BbbT )) — подпространство четных (соответственно нечет-

ных) функций. Известно, что

L2(\BbbT ) = L2,\mathrm{e}(\BbbT )\oplus L2,\mathrm{o}(\BbbT ).

Лемма 1. Подпространства L2,\mathrm{e}(\BbbT ) и L2,\mathrm{o}(\BbbT ) инвариантны относительно оператора \bfH \mu .

Доказательство непосредственно вытекает из определения оператора \bfH \mu . \square 

Обозначим через \bfH 
(\mathrm{e})
\mu := \bfH \mu 

\bigm| \bigm| 
L2,\mathrm{e}(\BbbT ) и \bfH 

(\mathrm{o})
\mu := \bfH \mu 

\bigm| \bigm| 
L2,\mathrm{o}(\BbbT ) сужения оператора \bfH \mu на

подпространства L2,\mathrm{e}(\BbbT ) и L2,\mathrm{o}(\BbbT ) соответственно, т. е.

(\bfH (\mathrm{e})
\mu f)(p) = (1 - \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} p)2f(p) - \mu 

2\pi 

\int 
\BbbT 
\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} p \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} s f(s)ds

и

(\bfH (\mathrm{o})
\mu f)(p) = (1 - \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} p)2f(p) - \mu 

2\pi 

\int 
\BbbT 
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} p \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} s f(s)ds.

Теорема 1. Для любого \mu > 0 оператор \bfH 
(\mathrm{e})
\mu имеет единственное собственное значение

e(\mu ) вне существенного спектра, а соответствующая собственная функция имеет вид

f\mu (p) :=
\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} p

\varepsilon (p) - e(\mu )
.

Кроме того,

1) e(\mu ) < 0 для любого \mu > 0;
2) функция \mu \in (0,+\infty ) \mapsto \rightarrow e(\mu ) вещественно-аналитическая, строго убывающая,

строго вогнутая в (0,+\infty ) с асимптотикой

\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
\mu \searrow 0

e(\mu ) = 0 и \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
\mu \rightarrow +\infty 

e(\mu )

\mu 
=  - 1

2
; (1)
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3) для достаточно малых и положительных \mu верно равенство

( - e(\mu ))1/4 =
\sum 
n\geq 1

Cn\mu 
n/3, (2)

где Cn, n = 1, 2, . . . — некоторые действительные числа и

C1 = 2 - 1/3, C2 = 0, C3 = 0, C4 =
2 - 1/3

3
.

Теорема 2. Для любого \mu > 0 оператор \bfH 
(\mathrm{o})
\mu имеет единственное собственное значение

e(\mu ) вне существенного спектра, а соответствующая собственная функция имеет вид

f\mu (p) :=
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} p

\varepsilon (p) - e(\mu )
.

Кроме того,

1) e(\mu ) < 0 для любого \mu > 0;
2) функция \mu \in (0,+\infty ) \mapsto \rightarrow e(\mu ) вещественно-аналитическая, строго убывающая,

строго вогнутая в (0,+\infty ) с асимптотикой

\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
\mu \searrow 0

e(\mu ) = 0 и \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
\mu \rightarrow +\infty 

e(\mu )

\mu 
=  - 1

2
; (3)

3) для достаточно малых и положительных \mu верно равенство

( - e(\mu ))1/4 = 2 - 3 \mu  - 2 - 11(28 + 1)\mu 2 +
\sum 
n\geq 2

cn\mu 
n+1, (4)

где cn, n = 2, 3, 4, . . . — действительные коэффициенты.

2. Определитель Фредгольма, ассоциированный с оператором \bfH 
(\mathrm{e})
\mu 

Лемма 2. Число z < 0 является собственным значением оператора \bfH 
(\mathrm{e})
\mu тогда и только

тогда, когда \Delta (\mu ; z) = 0, где

\Delta (\mu ; z) := 1 - \mu 

2\pi 

\int 
\BbbT 

\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}2 q dq

\varepsilon (q) - z
. (5)

Более того, если z является собственным значением \bfH 
(\mathrm{e})
\mu , то соответствующая соб-

ственная функция (с точностью до постоянного множителя) имеет вид

f(p) =
\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} p

\varepsilon (p) - z
.

Доказательство. Необходимость. Предположим, что z < 0 является собственным значе-

нием оператора \bfH 
(\mathrm{e})
\mu с соответствующей собственной функцией 0 \not = f \in L2,\mathrm{e}(\BbbT ). Тогда из

равенства \bfH 
(\mathrm{e})
\mu f = zf следует

f(p) =
C \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} p

\varepsilon (p) - z
, (6)

где

C :=
\mu 

2\pi 

\int 
\BbbT 
\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} qf(q)dq. (7)

Поскольку C \not = 0 (иначе f = 0 по (6)), поставляя (6) в (7), получим \Delta (\mu ; z) = 0.
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Достаточность. Предположим, что \Delta (\mu ; z) = 0 для некоторого z < 0. Положим

f(p) :=
\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} p

\varepsilon (p) - z
.

Тогда f \in L2,\mathrm{e}(\BbbT ) \setminus \{ 0\} и имеет место равенство\bigl( 
\bfH (\mathrm{e})

\mu  - z
\bigr) 
f(p) = \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} p

\biggl( 
1 - \mu 

2\pi 

\int 
\BbbT 

\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}2 q dq

\varepsilon (q) - z

\biggr) 
= \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} p\Delta (\mu ; z) = 0,

т. е. z является собственным значением оператора \bfH 
(\mathrm{e})
\mu . \square 

Теперь, используя теорему о вычетах для аналитических функций, мы вычисляем интег-
рал, стоящий в правой части равенства (5).

Лемма 3. Для любого z < 0 верно равенство\int 
\BbbT 

\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}2 q dq

\varepsilon (q) - z
=2\pi +

\surd 
2\pi ( - z) - 3/4

(4 - z)1/4

\sqrt{} 
1 +

\sqrt{} 
 - z

4 - z

\Biggl[ 
1 - 

 - 4
\surd 
 - z\surd 

4 - z +
\surd 
 - z

+ z

\Biggr] 
. (8)

Доказательство. Для простоты, положив z =  - \alpha 4, где \alpha > 0, по формуле Эйлера eiq =
\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} q + i \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} q перепишем интеграл

I(z) :=

\int 
\BbbT 

\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}2 q dq

\varepsilon (q) - z
в виде

I(z) :=

\int 
\BbbT 

( e
iq+e - iq

2 )2dq\bigl( 
1 - eiq+e - iq

2

\bigr) 2
+ \alpha 4

=  - i

\int 
\BbbT 

(e2iq + 1)2deiq

eiq((eiq  - 1)4 + 4\alpha 4e2iq)
.

Вводя переменную \xi = eiq, получаем

I(z) =  - i

\int 
| \xi | =1

(\xi 2 + 1)2d\xi 

\xi ((\xi  - 1)4 + 4\alpha 4\xi 2)
.

Поскольку

(\xi  - 1)4+4\alpha 4\xi 2 = (\xi  - 1)4  - 4i2\alpha 4\xi 2 =

=
\bigl( 
\xi 2  - 2(1 + i\alpha 2)\xi + 1

\bigr) \bigl( 
\xi 2  - 2(1 - i\alpha 2)\xi + 1

\bigr) 
,

решим уравнения
\xi 2  - 2(1 + i\alpha 2)\xi + 1 = 0 (9)

и
\xi 2  - 2(1 - i\alpha 2)\xi + 1 = 0. (10)

Очевидно, что решения уравнения (9) имеют вид

\xi 1,2 := (1 + i\alpha 2)\pm 
\sqrt{} 
(1 + i\alpha 2)2  - 1.

Так как \sqrt{} 
(1 + i\alpha 2)2  - 1 =

\sqrt{} 
2i\alpha 2  - \alpha 4 = i\alpha 

\sqrt{} 
\alpha 2  - 2i = i\alpha 

\Bigl( 
A - i

A

\Bigr) 
,

где

A :=

\sqrt{} \surd 
4 + \alpha 4 + \alpha 2

2
, (11)
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то корни \xi 1,2 можно представить в виде

\xi 1,2 := (1 + i\alpha 2)\pm i\alpha 
\Bigl( 
A - i

A

\Bigr) 
,

отсюда

\xi 1 :=
\Bigl( 
1 +

\alpha 

A

\Bigr) 
+ i (\alpha 2 +A\alpha ) и \xi 2 :=

\Bigl( 
1 - \alpha 

A

\Bigr) 
+ i (\alpha 2  - A\alpha ). (12)

Поскольку коэффициенты (9) комплексно сопряжены с соответствующими коэффициен-
тами (10), решения уравнения (10) равны на \xi 1,2, т. е.

\xi 3 :=
\Bigl( 
1 +

\alpha 

A

\Bigr) 
 - i (\alpha 2 +A\alpha ) и \xi 4 :=

\Bigl( 
1 - \alpha 

A

\Bigr) 
 - i (\alpha 2  - A\alpha ). (13)

Из положительности \alpha и A следует | \xi 1| > 1 и | \xi 3| > 1, поэтому | \xi 2| < 1 и | \xi 4| < 1 согласно
теореме Виета \xi 1\xi 2 = \xi 3\xi 4 = 1.
Пусть \xi 5 := 0. Таким образом, по теореме о вычетах имеем

I(z) = 2\pi 

\Biggl[ 
1 +

1

\xi 2  - \xi 4

\Biggl( \bigl( 
\xi 22 + 1

\bigr) 2
\xi 1

(\xi 2  - \xi 1)(\xi 2  - \xi 3)
 - 

\bigl( 
\xi 24 + 1

\bigr) 2
\xi 3

(\xi 4  - \xi 1)(\xi 4  - \xi 3)

\Biggr) \Biggr] 
.

Используя равенства \xi 4 = \xi 2, \xi 3 = \xi 1, \xi 4  - \xi 1 = \xi 2  - \xi 3, \xi 4  - \xi 3 = \xi 2  - \xi 1 и
\bigl( 
\xi 22 + 1

\bigr) 2
=\bigl( 

\xi 24 + 1
\bigr) 2
, получаем \bigl( 

\xi 24 + 1
\bigr) 2
\xi 3

(\xi 4  - \xi 1)(\xi 4  - \xi 3)
=

\bigl( 
\xi 22 + 1

\bigr) 2
\xi 1

(\xi 2  - \xi 1)(\xi 2  - \xi 3)
.

В силу равенства \xi 1\xi 2 = 1 имеем

I(z) = 2\pi +
4\pi i

\xi 2  - \xi 4
\mathrm{I}\mathrm{m}

\bigl( 
\xi 22 + 1)

\bigr) 2
\xi 1

(\xi 2  - \xi 1)(\xi 2  - \xi 3)
=

= 2\pi +
4\pi i

\xi 2  - \xi 4
\mathrm{I}\mathrm{m}

\bigl( 
\xi 22 + 1

\bigr) 2
\xi 21\xi 2

(\xi 2  - \xi 1)(\xi 2  - \xi 3)
= 2\pi +

4\pi i

\xi 2  - \xi 4
\mathrm{I}\mathrm{m}

\xi 2

\Bigl( 
\xi 2 + \xi 1

\Bigr) 2
(\xi 2  - \xi 1)(\xi 2  - \xi 3)

,

(14)

где \mathrm{I}\mathrm{m} — мнимая часть комплексного числа. Из (12) и (13) следуют

\xi 2 =
\Bigl( 
1 - \alpha 

A

\Bigr) 
 - A\alpha i

\Bigl( 
1 - \alpha 

A

\Bigr) 
=
\Bigl( 
1 - \alpha 

A

\Bigr) 
(1 - A\alpha i),

\xi 2  - \xi 4 = 2i(\alpha 2  - A\alpha ) =  - 2A\alpha i
\Bigl( 
1 - \alpha 

A

\Bigr) 
,

\xi 2  - \xi 1 =  - 2\alpha 

A
 - 2A\alpha i =  - 2\alpha 

\Bigl( 1

A
+Ai

\Bigr) 
,

\xi 2  - \xi 3 =  - 2\alpha 

A
+ 2\alpha 2i =  - 2\alpha 

A
(1 - A\alpha i),

\xi 2 + \xi 1 = 2 + 2i\alpha 2.

Таким образом, подставляя эти отношения в (14), получаем

I(z) = 2\pi +
4\pi i

 - 2A\alpha i
\Bigl( 
1 - \alpha 

A

\Bigr) \mathrm{I}\mathrm{m}

\Bigl( 
1 - \alpha 

A

\Bigr) 
(1 - A\alpha i)

2\alpha 

\biggl( 
1

A
+Ai

\biggr) 
2\alpha 

A
(1 - A\alpha i)

(2 + 2i\alpha 2)2 =
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= 2\pi  - \pi 

2\alpha 3
\mathrm{I}\mathrm{m}

1

A
 - Ai

1

A2
+A2

(2 + 2i\alpha 2)2 = 2\pi +
2A\pi 

\alpha 3

\biggl( 
1

A2
+A2

\biggr) \biggl( 1 - 2\alpha 2

A2
 - \alpha 4

\biggr) 
.

Из явного вида (11) числа A имеем

1

A2
+A2 =

2\surd 
4 + \alpha 4 + \alpha 2

+

\surd 
4 + \alpha 4 + \alpha 2

2
=

\surd 
4 + \alpha 4  - \alpha 2

2
+

\surd 
4 + \alpha 4 + \alpha 2

2
=
\sqrt{} 
4 + \alpha 4.

Таким образом,

I(z) = 2\pi +
2A\pi 

\alpha 3
\surd 
4 + \alpha 4

\biggl( 
1 - 2\alpha 2

A2
 - \alpha 4

\biggr) 
.

Отсюда вытекает равенство (8). \square 

Лемма 4. Пусть \mu > 0. Функция

\Delta (\mu ; z) = 1 - \mu 

2\pi 

\int 
\BbbT 

\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}2 q dq

\varepsilon (q) - z

является вещественно-аналитической в (\mu , z) \in (0,+\infty ) \times (\BbbC \setminus [0, 4]). Более того, \Delta (\mu ; \cdot )
строго убывает в ( - \infty , 0) и

\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
z\rightarrow  - \infty 

\Delta (\mu ; z) = 1, (15)

\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
z\rightarrow 0 - 

\Delta (\mu ; z) =  - \infty . (16)

Доказательство. Аналитичность функции \Delta (\cdot ; \cdot ) очевидна. Так как

\partial 

\partial z
\Delta (\mu ; z) =  - \mu 

2\pi 

\int 
\BbbT 

\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}2 q dq

(\varepsilon (q) - z)2
< 0

для любого z < 0, то функция \Delta (\mu ; \cdot ) строго убывает в ( - \infty , 0). Равенство (15) следует из
теоремы Лебега, а равенства (16) — из представлений (8). \square 

Доказательство теоремы 1. Согласно непрерывности и строгой монотонности \Delta (\mu ; \cdot ), а
также равенств (15) и (16) для каждого \mu > 0 существует единственное e(\mu ) < 0 такое,
что \Delta (\mu ; e(\mu )) = 0. По лемме 2 число e(\mu ) является единственным собственным значени-

ем оператора \bfH 
(\mathrm{e})
\mu в ( - \infty , 0). Из вещественной аналитичности \Delta (\cdot ; \cdot ) и теоремы о неявной

функции в монотонном случае следует, что решение уравнения \Delta (\mu ; z) = 0, т. е. функция
z = e(\mu ) также вещественно-аналитична в (0,+\infty ). Функция e(\cdot ) строго убывающая и стро-
го вогнутая. По лемме 3 число e(\mu ) удовлетворяет уравнению

\mu +
\mu ( - e(\mu )) - 3/4

\surd 
2(4 - e(\mu ))1/4

\sqrt{}    1 +

\sqrt{} 
 - e(\mu )

4 - e(\mu )

\Biggl[ 
1 - 

4
\sqrt{} 

 - e(\mu )\sqrt{} 
4 - e(\mu ) +

\sqrt{} 
 - e(\mu )

+ e(\mu )

\Biggr] 
= 1. (17)

Значит, \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
\mu \searrow 0

e(\mu ) = 0. Аналогично можно показать, что

\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
\mu \rightarrow +\infty 

e(\mu )

\mu 
=  - 1

2\pi 

\int 
\BbbT 
\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}2 q dq =  - 1

2
.
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Наконец, мы докажем (2). Положив \mu := \lambda 3 и e(\mu ) =  - \alpha 4, где \alpha := \alpha (\lambda ) > 0, перепишем
(17) в виде

2\alpha 3 = \lambda 3

\Biggl[ 
2\alpha 3 +

\surd 
2

(4 + \alpha 4)1/4

\sqrt{} 
1 +

\sqrt{} 
\alpha 4

4 + \alpha 4

\Biggl( 
1 - 4\alpha 2

\surd 
4 + \alpha 4 + \alpha 2

+ \alpha 4

\Biggr) \Biggr] 
. (18)

Решим это уравнение относительно \alpha . С этой целью мы сначала перепишем правую часть (18)
как абсолютно сходящийся ряд по \alpha , а затем из теоремы о неявной функции в аналитиче-
ском случае выводим, что \alpha имеет сходящийся степенной ряд по \lambda и коэффициенты ряда
будут найдены индуктивно из ряда по \alpha . В силу строгого убывания \alpha (\cdot ) и асимптотики
(1) существует единственное число \gamma 1 > 0 такое, что | \alpha (\lambda )| < 1 для любого \lambda \in (0, \gamma 1).
Учитывая

(1 + x) - 1/4 = 1 +
\sum 
n\geq 1

( - 1)n

4nn!

n - 1\prod 
j=0

(1 + 4j)xn (19)

и

(1 + x)1/2 = 1 +
x

2
+
\sum 
n\geq 2

( - 1)n - 1

2nn!

n - 2\prod 
j=0

(1 + 2j)xn (20)

при | x| < 1, имеем
\surd 
2

(4 + \alpha 4)1/4
= 1 +

\sum 
n\geq 1

( - 1)n

16nn!

n - 1\prod 
j=0

(1 + 4j)\alpha 4n (21)

и

\alpha 2

\surd 
4 + \alpha 4

=
\alpha 2

2

\biggl( 
1 +

\alpha 4

4

\biggr)  - 1/2

=
\alpha 2

2
+
\sum 
n\geq 1

( - 1)n

2 \cdot 8nn!

n - 1\prod 
j=0

(1 + 2j)\alpha 4n+2. (22)

Таким образом, \sqrt{} 
1 +

\alpha 2

\surd 
4 + \alpha 4

= 1 +
\alpha 2

4
+
\sum 
n\geq 1

( - 1)n

4 \cdot 8nn!

n - 1\prod 
j=0

(1 + 2j)\alpha 4n+2+

+
\sum 
n\geq 2

( - 1)n - 1

2nn!

n - 2\prod 
j=0

(1 + 2j)

\biggl( 
\alpha 2

2
+
\sum 
m\geq 1

( - 1)m

2 \cdot 8mm!

m - 1\prod 
j=0

(1 + 2j)\alpha 4m+2

\biggr) n

;

\biggl( 
1 +

\alpha 4

4

\biggr) 1/2

= 1 +
\alpha 4

8
+
\sum 
n\geq 2

( - 1)n - 1

2nn!

n - 2\prod 
j=0

(1 + 2j)

\biggl( 
\alpha 4

4

\biggr) n

, (23)

\surd 
2

(4 + \alpha 4)1/4

\sqrt{} 
1 +

\sqrt{} 
\alpha 4

4 + \alpha 4
= 1 +

\alpha 2

4
 - \alpha 4

32
+
\sum 
n\geq 3

\~Cn\alpha 
2n, (24)

где \~Cn, n = 3, 4, . . . , — действительные коэффициенты. В частности,

\surd 
2

(4 + \alpha 4)1/4

\sqrt{} 
1 +

\sqrt{} 
\alpha 4

4 + \alpha 4

\Biggl( 
1 - 4\sqrt{} 

4
\alpha 4 + 1 + 1

 - \alpha 4

\Biggr) 
= 1 - 3

32
\alpha 4 +

\sum 
n\geq 3

cn\alpha 
2n,
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где cn, n = 3, 4, . . . , — действительные коэффициенты. Таким образом, для \lambda \in (0, \gamma 1)
уравнение (18) представляется в виде

2\alpha 3 = \lambda 3
\Bigl( 
2\alpha 3 + 1 - 3

32
\alpha 4 +

\sum 
n\geq 3

cn\alpha 
2n
\Bigr) 
,

из которого следует

21/3\alpha = \lambda 

\Biggl( 
1 + 2\alpha 3  - 3

32
\alpha 4 +

\sum 
n\geq 3

cn\alpha 
2n

\Biggr) 1/3

. (25)

В силу равенства

(1 + x)1/3 = 1 +
x

3
+
\sum 
n\geq 2

( - 1)n - 1

3nn!

n - 2\prod 
j=0

(1 + 3j)xn, | x| < 1,

из (25) получим

\alpha = \lambda 

\Biggl( 
2 - 1/3 +

2 \cdot 2 - 1/3

3
\alpha 3 +

\sum 
n\geq 2

2 - 1/3cn\alpha 
2n

\Biggr) 
. (26)

Обозначив \alpha = \lambda (2 - 1/3 + u), перепишем (26) в виде

u = 22/3
\lambda 3(2 - 1/3 + u)3

3
+
\sum 
n\geq 2

2 - 1/3cn\lambda 
2n(2 - 1/3 + u)2n. (27)

Уравнение (27) представим в виде
F (u, \lambda ) = 0,

где функция

F (u, \lambda ) := u - 22/3
\lambda 3(2 - 1/3 + u)3

3
+
\sum 
n\geq 2

2 - 1/3cn\lambda 
2n(2 - 1/3 + u)2n

аналитична в окрестности точки (u, \lambda ) = (0, 0) и удовлетворяет условиям

F (0, 0) = 0 и Fu(0, 0) = 1 > 0.

Следовательно, по теореме о неявной функции в аналитическом случае существуют \gamma \in 
(0, \gamma 1) и аналитическая функция u = u(\lambda ) такие, что u(0) = 0 и F (u(\lambda ), \lambda ) \equiv 0 для | \lambda | < \gamma .

Подставляя u(\lambda ) :=
\sum 
n\geq 1

cn\lambda 
n в (27), получаем

\sum 
n\geq 1

cn\lambda 
n  - 22/3 \cdot 

\lambda 3

\Biggl( 
2 - 1/3 +

\sum 
n\geq 1

cn\lambda 
n

\Biggr) 3

3
 - 
\sum 
n\geq 2

2 - 1/3cn\lambda 
2n

\Biggl( 
2 - 1/3 +

\sum 
n\geq 1

cn\lambda 
n

\Biggr) 2n

= 0.

Коэффициенты ck могут быть найдены индуктивно:

c1 = 0, c2 = 0, c3 =
2 - 1/3

3
и т. д.

Таким образом,

\alpha (\lambda ) = 2 - 1/3 \lambda +
2 - 1/3

3
\lambda 4 +

\sum 
n\geq 4

cn\lambda 
n+1.
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Из определений \alpha и \lambda мы получим искомое равенство (2). \square 

3. Доказательство теоремы 2

Доказательства лемм 5, 6 и 7 аналогичны доказательствам лемм 2, 3 и 4 сответственно.

Лемма 5. Число z < 0 является собственным значением оператора \bfH 
(\mathrm{o})
\mu тогда и только

тогда, когда \Delta (\mu ; z) = 0, где

\Delta (\mu ; z) := 1 - \mu 

2\pi 

\int 
\BbbT 

\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}2 q dq

\varepsilon (q) - z
.

Более того, если z является собственным значением \bfH 
(\mathrm{o})
\mu , то соответствующая соб-

ственная функция (с точностью до постоянного множителя) имеет вид

f(p) =
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} p

\varepsilon (p) - z
.

Лемма 6. Для любого z < 0 верно равенство\int 
\BbbT 

\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}2 q dq

\varepsilon (q) - z
= - 2\pi +

\surd 
2\pi ( - z) - 3/4

(4 - z)1/4

\sqrt{} 
1 +

\sqrt{} 
 - z

4 - z

\Biggl[ 
4
\surd 
 - z\surd 

4 - z +
\surd 
 - z

 - z

\Biggr] 
.

Лемма 7. Пусть \mu > 0. Функция

\Delta (\mu ; z) = 1 - \mu 

2\pi 

\int 
\BbbT 

\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}2 q dq

\varepsilon (q) - z

является вещественно-аналитической в (\mu , z) \in (0,+\infty ) \times (\BbbC \setminus [0, 4]). Более того, \Delta (\mu ; \cdot )
строго убывает в ( - \infty , 0) и

\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
z\rightarrow  - \infty 

\Delta (\mu ; z) = 1, (28)

\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
z\rightarrow 0 - 

\Delta (\mu ; z) =  - \infty . (29)

Доказательство теоремы 2. Из непрерывности и строгой монотонности \Delta (\mu ; \cdot ), а также
равенств (28) и (29) следует, что для каждого \mu > 0 существует единственное число e(\mu ) < 0
такое, что\Delta (\mu ; e(\mu )) = 0. По лемме 5 число e(\mu ) является единственным собственным значе-

нием оператора \bfH 
(\mathrm{o})
\mu в ( - \infty , 0). Из вещественной аналитичности \Delta (\cdot ; \cdot ) и теоремы о неявной

функции в монотонном случае вытекает, что решение уравнения \Delta (\mu ; z) = 0, т. е. функция
z = e(\mu ) также вещественно-аналитична в (0,+\infty ). Функция e(\cdot ) строго убывающая и стро-
го вогнутая. По лемме 6 число e(\mu ) удовлетворяет уравнению

 - \mu +
\mu ( - e(\mu )) - 3/4

\surd 
2(4 - e(\mu ))1/4

\sqrt{}    1 +

\sqrt{} 
 - e(\mu )

4 - e(\mu )

\Biggl[ 
4
\sqrt{} 

 - e(\mu )\sqrt{} 
4 - e(\mu ) +

\sqrt{} 
 - e(\mu )

 - e(\mu )

\Biggr] 
= 1. (30)

Следовательно, \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
\mu \searrow 0

e(\mu ) = 0. Аналогично можно показать, что

\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
\mu \rightarrow +\infty 

e(\mu )

\mu 
=  - 1

2\pi 

\int 
\BbbT 
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}2 q dq =  - 1

2
.
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Наконец, мы докажем (4). Положив \mu := \kappa и e(\mu ) =  - \beta 4, где \beta := \beta (\kappa ) > 0, мы перепишем
(30) в виде

2\beta 3=\kappa 

\Biggl[ \surd 
2

(4 + \beta 4)1/4

\sqrt{}    1+

\sqrt{} 
\beta 4

4 + \beta 4
 - 2\beta 3 - 

\surd 
2

(4 + \beta 4)1/4

\sqrt{}    1+

\sqrt{} 
\beta 4

4 + \beta 4

\Biggl( 
1 - 4\beta 2\sqrt{} 

4 + \beta 4 + \beta 2
+\beta 4

\Biggr) \Biggr] 
.

(31)
Решим это уравнение относительно \beta . С этой целью мы сначала перепишем правую часть
(31) как абсолютно сходящийся ряд по \beta , а затем из теоремы о неявной функции в анали-
тическом случае выводим, что \beta имеет сходящийся степенной ряд по \kappa и коэффициенты
ряда будут найдены индуктивно из ряда по \beta . В силу убываемости \beta (\cdot ) и асимптотики (3)
существует единственное \gamma 1 > 0 такое, что | \beta (\kappa )| < 1 для любого \kappa \in (0, \gamma 1). Согласно
(19)–(24) для \kappa \in (0, \gamma 1) уравнение (31) представим в виде

2\beta 3 = \kappa 

\Biggl( 
1 +

\beta 2

4
 - \beta 4

32
+
\sum 
n\geq 3

Bn\beta 
2n  - 

\Biggl( 
2\beta 3 + 1 - 3

32
\beta 4 +

\sum 
n\geq 3

Cn\beta 
2n

\Biggr) \Biggr) 
,

где Bn, Cn, n = 3, 4, . . . , — действительные коэффициенты. Из этого уравнения получим

\beta = \kappa 

\Biggl( 
1

8
 - \beta +

1

32
\beta 2 +

\sum 
n\geq 3

Dn\beta 
n

\Biggr) 
, (32)

где Dn, n = 3, 4, . . . , — действительные коэффициенты. Обозначив \beta = \kappa (2 - 3  - u), перепи-
шем (32) в виде

u = \kappa (2 - 3  - u) - 2 - 5\kappa 2(2 - 3  - u)2  - 
\sum 
n\geq 3

Dn\kappa 
n(2 - 3  - u)n. (33)

Уравнение (33) представим в виде
G(u, \kappa ) = 0,

где функция

G(u, \kappa ) := u - \kappa (2 - 3  - u) + 2 - 5\kappa 2(2 - 3  - u)2 +
\sum 
n\geq 3

Dn\kappa 
n(2 - 3  - u)n

аналитична в окрестности точки (u, \kappa ) = (0, 0) и удовлетворяет условиям

G(0, 0) = 0 и Gu(0, 0) = 1 > 0.

Следовательно, по теореме о неявной функции в аналитическом случае, существуют \gamma \in 
(0, \gamma 1) и аналитическая функция u = u(\kappa ) такие, что u(0) = 0 и G(u(\kappa ), \kappa ) \equiv 0 для | \kappa | < \gamma .

Подставляя u(\kappa ) :=
\sum 
n\geq 1

cn\kappa 
n в (33), получим

\sum 
n\geq 1

cn\kappa 
n  - \kappa 

\biggl( 
2 - 3  - 

\sum 
n\geq 1

cn\kappa 
n

\biggr) 
+ 2 - 5\kappa 2

\biggl( 
2 - 3  - 

\sum 
n\geq 1

cn\kappa 
n

\biggr) 2

+
\sum 
n\geq 3

Dn\kappa 
n

\biggl( 
2 - 3  - 

\sum 
n\geq 1

cn\kappa 
n

\biggr) n

= 0.

Теперь, коэффициенты ck могут быть найдены индуктивно:

c1 = 2 - 3, c2 =  - 2 - 11
\bigl( 
28 + 1

\bigr) 
и т. д.

Таким образом,

\beta (\kappa ) = 2 - 3 \kappa  - 2 - 11
\bigl( 
28 + 1

\bigr) 
\kappa 2 +

\sum 
n\geq 2

cn\kappa 
n+1.

Из определений \beta и \kappa мы получим равенство (4). \square 
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Expansions of eigenvalues of a discrete bilaplacian with two-dimensional perturbation

Abstract. In this paper we consider the family of operators\widehat \bfH \mu := \widehat \Delta \widehat \Delta  - \mu \widehat \bfV , \mu > 0,

that is, a bilaplacian with a finite-dimensional perturbation on a one-dimensional lattice \BbbZ , where\widehat \Delta is a discrete Laplacian, and \widehat \bfV is an operator of rank two. It is proved that for any \mu > 0 the

discrete spectrum \widehat \bfH \mu is two-element e1(\mu ) < 0 and e2(\mu ) < 0. We find convergent expansions of
the eigenvalues ei(\mu ), i = 1, 2 in a small neighborhood of zero for small \mu > 0.
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