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Àííîòàöèÿ. Â ñòàòüå ïðåäñòàâëåíû íîâûå ðåçóëüòàòû, êàñàþùèåñÿ âû÷èñëåíèÿ ñòðóêòóðè-
ðîâàííûõ ñèíãóëÿðíûõ çíà÷åíèé íåîòðèöàòåëüíûõ ìàòðèö, ïîäâåðæåííûõ ÷èñòî ìíèìûì
âîçìóùåíèÿì. Äîêàçàíà ýêâèâàëåíòíîñòü ñòðóêòóðèðîâàííûõ ñèíãóëÿðíûõ çíà÷åíèé è ñïåê-
òðàëüíîãî ðàäèóñà âîçìóùåííîé ìàòðèöû (M4). Ïðåäëîæåíû è ïðîàíàëèçèðîâàíû íîâûå
ðåçóëüòàòû îá ýêâèâàëåíòíîñòè ñòðóêòóðèðîâàííûõ ñèíãóëÿðíûõ çíà÷åíèé, íåîòðèöàòåëüíî-
ãî ñïåêòðàëüíîãî ðàäèóñà è íåîòðèöàòåëüíîãî äåòåðìèíàíòà ìàòðèöû (M4). Â ÷àñòíîñòè,
ïîêàçàíî, ÷òî ïðè åäèíè÷íîì ñïåêòðàëüíîì ðàäèóñå ìàòðèöû (M4) ñòðóêòóðèðîâàííûå ñèí-
ãóëÿðíûå çíà÷åíèÿ è ñïåêòðàëüíûé ðàäèóñ â òî÷íîñòè ðàâíû. Íàêîíåö, ïðåäëîæåíà òî÷íàÿ
ýêâèâàëåíòíîñòü ìåæäó ñòðóêòóðèðîâàííûì ñèíãóëÿðíûì çíà÷åíèåì è íàèáîëüøèì ñèíãó-
ëÿðíûì çíà÷åíèåì ìàòðèöû (M4).
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Ââåäåíèå

Ñòðóêòóðèðîâàííîå ñèíãóëÿðíîå çíà÷åíèå ÿâëÿåòñÿ èçâåñòíûì èíñòðóìåíòîì â òåîðèè
ñèñòåì. Êîíöåïöèÿ ñòðóêòóðèðîâàííîãî ñèíãóëÿðíîãî çíà÷åíèÿ áûëà ïðåäëîæåíà Äæ. Äîé-
ëîì [1] äëÿ àíàëèçà íàäåæíîñòè è ïðîèçâîäèòåëüíîñòè è ñèíòåçà ñèñòåì ñ ëèíåéíîé îáðàò-
íîé ñâÿçüþ, ïîäâåðæåííûõ ñòðóêòóðíûì íåîïðåäåëåííîñòÿì èëè ñòðóêòóðíûì âîçìóùåíè-
ÿì. Âäîáàâîê ê ýòîìó, âû÷èñëåíèå ñòðóêòóðèðîâàííûõ ñèíãóëÿðíûõ çíà÷åíèé äîïîëíÿåò
H∞-ïîäõîä ê ïðîåêòèðîâàíèþ ñèñòåì óïðàâëåíèÿ.
Òî÷íîå âû÷èñëåíèå ñòðóêòóðèðîâàííîãî ñèíãóëÿðíîãî çíà÷åíèÿ î÷åíü òðóäîåìêî è, â

äåéñòâèòåëüíîñòè, ÿâëÿåòñÿ NP-çàäà÷åé [2]. Ïðèðîäà NP-ñëîæíîñòè ñòðóêòóðèðîâàííîãî
ñèíãóëÿðíîãî çíà÷åíèÿ ïîçâîëÿåò âû÷èñëèòü íèæíþþ è âåðõíþþ îöåíêè. Âåðõíèå ãðà-
íèöû îïðåäåëÿþò êîíñåðâàòèâíûå îöåíêè ðàçìåðà âîçìóùåíèé è îïèñûâàþò óñòîé÷èâîñòü
ñèñòåìû ñ ëèíåéíîé îáðàòíîé ñâÿçüþ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, âû÷èñëåíèå íèæíèõ ãðàíèö ñòðóê-
òóðèðîâàííûõ ñèíãóëÿðíûõ çíà÷åíèé äàåò âîçìóùåíèå çàäà÷è è îïèñûâàåò íåóñòîé÷èâîñòü
ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ.
Çàäà÷à âû÷èñëåíèÿ ñòðóêòóðèðîâàííûõ ñèíãóëÿðíûõ çíà÷åíèé ìîæåò áûòü ïåðåôîðìó-

ëèðîâàíà êàê çàäà÷à ãëàäêîé îïòèìèçàöèè [3]. Îäíàêî ïðåäëîæåííûé ìåòîä ïîçâîëÿåò íàé-
òè òîëüêî íèæíèå îöåíêè, òàê êàê ôóíêöèÿ, êîòîðóþ íàäî ìàêñèìèçèðîâàòü, îáëàäàåò, ñêî-
ðåå, ëîêàëüíûìè ìàêñèìóìàìè, ÷åì ãëîáàëüíûì. Â ðàáîòå [4] ñõîæèé ïîäõîä ðàçðàáîòàí äëÿ
àïïðîêñèìàöèè íèæíèõ îöåíîê ñòðóêòóðèðîâàííûõ ñèíãóëÿðíûõ çíà÷åíèé.

Ïîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 29.03.2023, ïîñëå äîðàáîòêè 29.03.2023. Ïðèíÿòà ê ïóáëèêàöèè 29.05.2023.
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Ïðàêòè÷åñêèé àëãîðèòì òî÷íîé àïïðîêñèìàöèè âåðõíèõ îöåíîê ñòðóêòóðèðîâàííûõ ñèí-
ãóëÿðíûõ çíà÷åíèé ðàçðàáîòàí Ï.Ì. ßíãîì è äð. â [5] è äîñòóïåí ñðåäè µ-èíñòðóìåíòîâ âî
âêëàäêå Toolbox â ñðåäå MATLAB. Ýòîò àëãîðèòì, ðàçðàáîòàííûé â [5], ÿâëÿåòñÿ âûñîêî-
ýôôåêòèâíûì è ê òîìó æå òî÷íî ïîäñ÷èòûâàåò ãðàíèöû ñòðóêòóðèðîâàííûõ ñèíãóëÿðíûõ
çíà÷åíèé. Áîëåå òîãî, îí ñïðàâëÿåòñÿ ñ çàäà÷àìè, èìåþùèìè îêîëî 100 âîçìóùåíèé.
Â ðàáîòå [6] ðåøåí ÷àñòíûé ñëó÷àé çàäà÷è î ñòðóêòóðèðîâàííîì ñèíãóëÿðíîì çíà÷åíèè.

Áûëî ïîêàçàíî, ÷òî çàäà÷à âû÷èñëåíèÿ ñòðóêòóðèðîâàííîãî ñèíãóëÿðíîãî çíà÷åíèÿ ýêâè-
âàëåíòíà ñìåøàííîé çàäà÷å î µ-çíà÷åíèè ðàíãà 1. Òàêæå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ñìåøàííàÿ
çàäà÷à î µ-çíà÷åíèè ýêâèâàëåíòíà àïïðîêñèìàöèè âåðõíèõ ãðàíèö.
Íåêîòîðûå íîâûå ðåçóëüòàòû îòíîñèòåëüíî âû÷èñëåíèÿ è áîëåå õîðîøåé àïïðîêñèìàöèè

âåðõíèõ ãðàíèö ïðåäñòàâëåíû â [7] âìåñòå ñ ìåòîäîì âû÷èñëåíèÿ äâîéñòâåííîé õàðàêòåðè-
çàöèè ñòðóêòóðèðîâàííûõ ñèíãóëÿðíûõ çíà÷åíèé è ñêîøåííûõ ñòðóêòóðèðîâàííûõ ñèíãó-
ëÿðíûõ çíà÷åíèé. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû òàêæå ïîëåçíû äëÿ âû÷èñëåíèÿ íèæíèõ ãðàíèö.
Íîâûé èòåðàöèîííûé ìåòîä, îñíîâàííûé íà îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèÿõ
ìàëîãî ðàíãà, ïðåäñòàâëåí â [8]. Ýòîò èòåðàöèîííûé ìåòîä àïïðîêñèìèðóåò ñòðóêòóðèðî-
âàííîå ñèíãóëÿðíîå çíà÷åíèå ñíèçó è äàåò ãîðàçäî ëó÷øèé ðåçóëüòàò â ñðàâíåíèè ñ ôóíê-
öèåé mussv ñðåäû MATLAB. Áîëåå òîãî, çàäà÷à î µ-çíà÷åíèè ñâîäèòñÿ ê ýêâèâàëåíòíîé åé
çàäà÷å îïòèìèçàöèè (ìàêñèìèçàöèÿ è ìèíèìèçàöèÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è ñèíãóëÿðíûõ
çíà÷åíèé).
Ââîäíûé êóðñ ïî âû÷èñëåíèþ ÷èñòî ìíèìûõ ñòðóêòóðèðîâàííûõ ñèíãóëÿðíûõ çíà÷åíèé

ïðåäñòàâëåí â [9]. Ïðåäëîæåííûé ìåòîä ïîëåçåí äëÿ àíàëèçà ïðîèçâîäèòåëüíîñòè è íàäåæ-
íîñòè ñèñòåì çàìêíóòîãî öèêëà â òåîðèè ñèñòåì. Äðîáíî-ëèíåéíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ èñïîëü-
çóþòñÿ äëÿ îïèñàíèÿ ðàññìàòðèâàåìûõ ñèñòåì ñ öåëüþ îáúåäèíåíèÿ ìåòîäà ïðîñòðàíñòâà
ñîñòîÿíèé è ìåòîäà ÷àñòîòíûõ îáëàñòåé.
Âû÷èñëåíèå ñòðóêòóðèðîâàííîãî ñèíãóëÿðíîãî çíà÷åíèÿ âåùåñòâåííîçíà÷íîé ìàòðèöû

îòíîñèòåëüíî ÷èñòî ìíèìûõ áëî÷íî äèàãîíàëüíûõ ìàòðèö ðàññìîòðåíî â [10], ãäå ïîêàçàíî,
÷òî âû÷èñëåíèå µ-çíà÷åíèÿ ýêâèâàëåíòíî åãî âûïóêëîé âåðõíåé ãðàíèöå.
Â ðàáîòå [11] äëÿ àïïðîêñèìàöèè íèæíèõ ãðàíèö ñòðóêòóðèðîâàííûõ ñèíãóëÿðíûõ çíà÷å-

íèé ïðåäñòàâëåí èòåðàöèîííûé ìåòîä, îñíîâàííûé íà îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèÿõ ìàëîãî ðàíãà. Â íåì èñïîëüçóåòñÿ äâóõóðîâíåâûé àëãîðèòì. Âî âíóòðåííåé
÷àñòè àëãîðèòìà ïîäñ÷èòûâàþòñÿ ïîäõîäÿùèå ëîêàëüíûå ýêñòðåìóìû ìíîæåñòâà ñòðóêòó-
ðèðîâàííûõ ñïåêòðàëüíûõ çíà÷åíèé, â òî âðåìÿ êàê óðîâåíü âîçìóùåíèÿ ïîäãîíÿåòñÿ âî
âíåøíåé åãî ÷àñòè. Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ïðåäëîæåíû è ïðîàíàëèçèðîâàíû íîâûå ðåçóëü-
òàòû, êàñàþùèåñÿ âû÷èñëåíèÿ ñòðóêòóðèðîâàííûõ ñèíãóëÿðíûõ çíà÷åíèé. Ìû ïðèìåíÿåì
èíñòðóìåíòàðèé ëèíåéíîé àëãåáðû è ìàòðè÷íîãî àíàëèçà äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîêàçàòü, ÷òî
çàäà÷à î µ-çíà÷åíèè ýêâèâàëåíòíà âû÷èñëåíèþ íåîòðèöàòåëüíîãî ñïåêòðàëüíîãî ðàäèóñà
ìàòðèöû (M4) ïðè íåêîòîðîì ïîäõîäÿùåì âîçìóùåíèè 4. Êðîìå òîãî, ðåøåíû ñëåäóþ-
ùèå çàäà÷è.
Çàäà÷à 1. Íàõîæäåíèå ôîðì ýêâèâàëåíòíîñòè µ-çíà÷åíèé äëÿ äàííîé M ∈ Cn,n è íåîò-

ðèöàòåëüíîãî ñïåêòðàëüíîãî ðàäèóñà (M4), à òàêæå äåòåðìèíàíòà ãëàâíîé ïîäìàòðèöû,
ïîëó÷åííîé óäàëåíèåì ñòðîê è ñòîëáöîâ èç (M4).
Çàäà÷à 2. µ-çíà÷åíèå ýêâèâàëåíòíî åäèíè÷íîìó ñïåêòðàëüíîìó ðàäèóñó (M4), êîãäà 4

ÿâëÿåòñÿ ÷èñòî ìíèìîé íåîïðåäåëåííîñòüþ.
Çàäà÷à 3. Íàõîæäåíèå µ-çíà÷åíèå äëÿ äàííîé M ∈ Cn,n ðàâíî âû÷èñëåíèþ µ-çíà÷åíèÿ

(D∗MD), åñëè òàêàÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà D ñóùåñòâóåò.
Çàäà÷à 4. Äëÿ ìíîæåñòâà ÷èñòî ìíèìûõ íåîïðåäåëåííîñòåé íàõîæäåíèå µ-çíà÷åíèÿ â

òî÷íîñòè ñîâïàäàåò ñ âû÷èñëåíèåì íàèáîëüøåãî ñèíãóëÿðíîãî çíà÷åíèÿ, ò. å. σ(M4).
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Çàäà÷à 5. Òî÷íîå âû÷èñëåíèå µ-çíà÷åíèÿ äëÿ äàííîé M ∈ Cn,n ïðè ÷èñòî ìíèìûõ
íåîïðåäåëåííîñòÿõ ýêâèâàëåíòíî âû÷èñëåíèþ åäèíè÷íîãî íàèáîëüøåãî ñèíãóëÿðíîãî çíà-
÷åíèÿ (M∗M), ò. å. σ(M∗M) = 1.

1. Ïðåäâàðèòåëüíûå ìàòåìàòè÷åñêèå ñâåäåíèÿ

Ìíîæåñòâà âñåõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, êîìïëåêñíûõ âåêòîðîâ äëèíû n è êîìïëåêñíûõ ìàò-
ðèö ðàçìåðà n× n îáîçíà÷àþòñÿ ÷åðåç C,Cn è Cn×n ñîîòâåòñòâåííî. Äëÿ âåêòîðà v ∈ Cn,1
îáîçíà÷èì ÷åðåç v∗ êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûé è òðàíñïîíèðîâàííûé âåêòîð. Íîðìà v ââî-
äèòñÿ ÷åðåç ðàâåíñòâî ‖v‖2 =

√
v∗v. Äëÿ ìàòðèöûM ∈ Cn×n îáîçíà÷èì ÷åðåçM∗ êîìïëåêñ-

íî ñîïðÿæåííóþ è òðàíñïîíèðîâàííóþ ìàòðèöó. Ìàòðèöà, ïîëíîñòüþ ñîñòîÿùàÿ èç 1, îáî-
çíà÷àåòñÿ ÷åðåç N . ×åðåç diag(A1, A2, . . . An) îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî áëî÷íî-äèàãîíàëüíûõ
ìàòðèö Ai ∀i = 1 : n, ðàñïîëîæåííûõ íà ãëàâíîé äèàãîíàëè. Ñèìâîë det(A) îáîçíà÷àåò äå-
òåðìèíàíò A; ñèìâîë ρ(A) � ñïåêòðàëüíûé ðàäèóñ A. ×åðåç σmax(A) îáîçíà÷èì íàèáîëüøåå
ñèíãóëÿðíîå çíà÷åíèå A; ÷åðåç µ4(A) � ñòðóêòóðèðîâàííîå ñèíãóëÿðíîå çíà÷åíèå ìàòðèöû
A îòíîñèòåëüíî áëî÷íî-äèàãîíàëüíîé ìàòðèöû 4. Äëÿ äàííîé ìàòðèöûM ∈ Cn,n è ìíîæå-
ñòâà ÷èñòî ìíèìûõ âîçìóùåíèé B∗2, ãäå B∗2 = {diag(41,42, . . .4F );4i ∈ Cmi×mi ∀i = 1 : F},
µ-çíà÷åíèå èëè ñòðóêòóðèðîâàííîå ñèíãóëÿðíîå çíà÷åíèå, îáîçíà÷àåìîå ÷åðåç µB∗2(M), çà-
äàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

µB∗2(M) :=

0, åñëè ρ(M4) 6= 1, 4 ∈ B∗2;
1

min {‖4‖2 : 4 ∈ B∗2, ρ(M4) = 1}
, èíà÷å.

Ñòðóêòóðèðîâàííîå ñèíãóëÿðíîå çíà÷åíèå äëÿ äàííîé ìàòðèöû M ∈ Cn,n îòíîñèòåëü-
íî ìíîæåñòâà áëî÷íî-äèàãîíàëüíûõ ìàòðèö B∗1, ãäå B∗1 := {diag(δ1I1, δ2I2, . . . δsIs) : Si ∈
Cmi×1 ∀ i = 1 : s}, çàäàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: µB∗1(M) = 0, åñëè ρ(M4) 6= 1 äëÿ 4 ∈ B∗1.
Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå µB∗1(M) = (min{‖4‖2 : 4 ∈ B∗1, ρ(M4) = 1})−1.
Ñïåêòðàëüíûé ðàäèóñ äëÿ äàííîé ìàòðèöûM ∈ Cn,n îïðåäåëÿåòñÿ êàê ρ(M) := max

i
|λi|,

ãäå λi ∀i ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè M .

2. Íåîòðèöàòåëüíûå ìàòðèöû, ρ(A) è σmax(A)

Â ýòîì ðàçäåëå ïðèâîäÿòñÿ íåêîòîðûå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû, êàñàþùèåñÿ âû÷èñëåíèÿ
ñïåêòðàëüíîãî ðàäèóñà íåîòðèöàòåëüíûõ ìàòðèö. Ñëåäóþùàÿ ëåììà 1 ïîêàçûâàåò, ÷òî
ñïåêòðàëüíûé ðàäèóñ äëÿ äàííîé íåîòðèöàòåëüíîé ìàòðèöûN îãðàíè÷åí ñíèçó ìèíèìóìîì
(Nx)i
xi

∀i, ãäå x � ñîáñòâåííûé âåêòîð N .

Ëåììà 1 ([12]). Ïóñòü N�n-ìåðíàÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ ìàòðèöà, òîãäà min
(Nx)i
xi
≤ρ(N).

Åñëè íåîòðèöàòåëüíàÿ ìàòðèöà N íåïðèâîäèìà, òî ñïåêòðàëüíûé ðàäèóñ â òî÷íîñòè ðà-

âåí ìèíèìóìó
(Nx)i
xi

∀i.

Ëåììà 2. Äëÿ äàííîé íåîòðèöàòåëüíîé ìàòðèöû N èìååì min
(Nx)i
xi

= ρ(N), åñëè N

íåïðèâîäèìà è x � ñîáñòâåííûé âåêòîð N .

Òåîðåìà 1 îïèñûâàåò ñâÿçü ìåæäó ñïåêòðàëüíûì ðàäèóñîì è íåîòðèöàòåëüíîé ìàòðèöåé,
ó êîòîðîé ñóììû ýëåìåíòîâ ïî ñòðîêàì ïîëîæèòåëüíû.
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Òåîðåìà 1 ([13]). Ïóñòü N = (nij) ÿâëÿåòñÿ íåîòðèöàòåëüíîé ìàòðèöåé ðàçìåðà n× n,
ó êîòîðîé ñóììû ñòðîê p1, p2, . . . , pn ïîëîæèòåëüíû, òîãäà

ρ(N) ≥ min
1≤i≤n

(
n∑
j=1

nijpj

) 1
2

.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü A � íåîòðèöàòåëüíàÿ íåïðèâîäèìàÿ ìàòðèöà, òîãäà

ρ(N) = min
1≤i≤n

(
n∑
j=1

nijpj

) 1
2

.

Â ðàáîòå [14] È. Øóð ïðèâåë îöåíêó íàèáîëüøåãî ñèíãóëÿðíîãî çíà÷åíèÿ σmax(A) äëÿ
äàííîé ìàòðèöû A ∈ Cm×n. Åãî ðåçóëüòàò ñëåäóþùèé: σmax(A) ≤ √max ricj , ãäå ri =∑
k∈[n]

|aik| è cj =
∑
k∈[m]

|akj |. Íèæíÿÿ ãðàíèöà äëÿ σmax(A) ïîëó÷åíà â [15] ïðè óñëîâèè, ÷òî

A ∈ Cm×n íå ÿâëÿåòñÿ íóëåâîé. Íèæíÿÿ ãðàíèöà äëÿ σmax(A) çàäàåòñÿ âûðàæåíèåì

σmax(A) ≤
√

max
i∈[m]

∑
j∈[n]

|aij |cj ≤
√

max
aij 6=0

ricj .

Áîëåå îáùàÿ ôîðìà äëÿ σmax(A) ïîëó÷åíà â òåîðåìå 3.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü A ∈ Cm×n � íåíóëåâàÿ ìàòðèöà è s ≥ 0, t ≥ 1, òîãäà

σ2tmax(A) ≤ max
k∈[m],ws

|A|(k)6=0

(
ws+t|A| (k)

ws|A|(k)

)
,

ãäå |A| = (|aij |).

3. Íîâûå ðåçóëüòàòû î ñòðóêòóðèðîâàííûõ ñèíãóëÿðíûõ çíà÷åíèÿõ

Â ýòîì ðàçäåëå ñòàòüè ìû ïðåäëàãàåì è àíàëèçèðóåì íîâûå ðåçóëüòàòû î ñòðóêòóðè-
ðîâàííûõ ñèíãóëÿðíûõ çíà÷åíèÿõ äëÿ çàäàííîé êâàäðàòíîé íåîòðèöàòåëüíîé êîìïëåêñíî-
çíà÷íîé ìàòðèöû. Â îñíîâíîì ìû îòâå÷àåì íà âîïðîñû, óïîìÿíóòûå âî ââåäåíèè ê äàííîé
ñòàòüå. Ïðè ýòîì íàìè èñïîëüçóþòñÿ òàêèå èíñòðóìåíòû ëèíåéíîé àëãåáðû êàê ñïåêòðàëü-
íûé ðàäèóñ, ñèíãóëÿðíîå ðàçëîæåíèå è äåòåðìèíàíò êâàäðàòíîé êîìïëåêñíîçíà÷íîé ìàò-
ðèöû, äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëó÷èòü îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè äëÿ ñòðóêòóðèðîâàííûõ ñèí-
ãóëÿðíûõ çíà÷åíèé. Ñëåäóþùàÿ ëåììà 3 îïèñûâàåò âû÷èñëåíèå ñòðóêòóðèðîâàííîãî ñèí-
ãóëÿðíîãî çíà÷åíèÿ äëÿ äàííîé íåîòðèöàòåëüíîé ìàòðèöû îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà ÷èñòî
ìíèìûõ âîçìóùåíèé ÷åðåç ýêâèâàëåíòíîå âû÷èñëåíèå ñïåêòðàëüíîãî ðàäèóñà âîçìóùåííîé
ìàòðèöû M∆, ãäå ∆ � äîïóñòèìîå âîçìóùåíèå.

Ëåììà 3. Äëÿ M ∈ Cn,n,4 ∈ B∗2 èìååì

µB∗2(M) = max
4∈B∗2

ρ(M4).

Çà äîêàçàòåëüñòâîì ìû îòñûëàåì çàèíòåðåñîâàííîãî ÷èòàòåëÿ ê ðàáîòå [1]. �
Äàëåå ïîêàæåì, ÷òî äëÿ äàííîé êâàäðàòíîé ïîëîæèòåëüíî ïîëóîïðåäåëåííîé ìàòðè-

öûM òî÷íîå âû÷èñëåíèå ñòðóêòóðèðîâàííûõ ñèíãóëÿðíûõ çíà÷åíèé ýêâèâàëåíòíî òî÷íîìó
âû÷èñëåíèþ íàèáîëüøèõ ïî ìîäóëþ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé âîçìóùåííîé ìàòðèöûM∆, ãäå
∆ ïðèíàäëåæèò B∗2.
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Òåîðåìà 4. Äëÿ äàííîé íåîòðèöàòåëüíîé ïîëîæèòåëüíî ïîëóîïðåäåëåííîé ìàòðèöû M
èìååì

µB∗2(M) = ρ(M4), 4 ∈ B∗2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü N =


1 . . . 1
. . . . .
. . . . .
. . . . .
1 . . . 1

 � ìàòðèöà, âñÿ ñîñòîÿùàÿ èç 1, è Ms :=

M+
1

s
N > 0 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæèòåëüíî ïîëóîïðåäåëåííûõ ìàòðèö. Ïóñòü γs > 0,

γ̂s > 0 � ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è âåêòîðû Ms ñîîòâåòñòâåííî. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {γ̂s}∞s=1

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî âåùåñòâåííûõ ÷èñåë, ïîñêîëüêó ÿâëÿåòñÿ åäè-
íè÷íîé 1-ñôåðîé. Ïîýòîìó {γ̂s}∞s=1 → v, ãäå v ≥ 0. Áîëåå òîãî, v 6= 0. Ïîýòîìó γ̂si > 0 è

‖γ̂si‖2 = 1. Èç ôîðìóëû Ms = M +
1

s
N > 0 î÷åâèäíî, M1 > M2 > . . . > M . Òàêèì îáðàçîì,

γ1 ≥ γ2 ≥ . . . ≥ γ. Â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå lims→∞ γs = γ̂∗ ñóùåñòâóåò è γ̂∗ ≥ γ. Ñ äðóãîé

ñòîðîíû, lims→∞(Ms) = lims→∞

(
M +

1

s
N

)
= M . Íàêîíåö,

Mv = lim
k→∞

Msk γ̂k = lim
k→∞

γskγsk = γ̂∗v.

Ñëåäîâàòåëüíî, γ̂∗ ≤ γ. Îòñþäà óæå ïîëó÷àåì γ̂∗ = γ. �

Íàø ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò ïîêàçûâàåò, êàêèì îáðàçîì âû÷èñëåíèå ñòðóêòóðèðîâàííîãî
ñèíãóëÿðíîãî çíà÷åíèÿ ýêâèâàëåíòíî âû÷èñëåíèþ íåîòðèöàòåëüíîãî ñïåêòðàëüíîãî ðàäèóñà
è íåîòðèöàòåëüíîãî äåòåðìèíàíòà âîçìóùåííûõ ìàòðèö.

Òåîðåìà 5. Äëÿ M ∈ Cn,n è 4 ∈ B∗2 èìååì

µB∗2(M) = ρ(M4) ≥ 0⇔ det(M̂4̂) ≥ 0,

ãäå (M̂4̂) � ãëàâíàÿ ïîäìàòðèöà, ïîëó÷åííàÿ óäàëåíèåì îïðåäåëåííûõ ñòðîê è ñòîëáöîâ

èç ìàòðèöû (M4).

Äîêàçàòåëüñòâî. ⇒. Äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî åñëè (M4) ÿâëÿåòñÿ íåîòðèöàòåëüíîé êàê

ïîëîæèòåëüíî ïîëóîïðåäåëåííàÿ ìàòðèöà, òî èìååì det(M̂4̂) ≥ 0 äëÿ ãëàâíîé ïîäìàòðèöû

(M̂4̂). Ðàññìîòðèì ïåðåñòàíîâêó ñòðîê è ñòîëáöîâ, êîòîðàÿ ïîìåùàåò (M̂4̂) â âåðõíþþ
ëåâóþ ÷àñòü ìàòðèöû (M4). Äðóãèìè ñëîâàìè, ñóùåñòâóåò ìàòðèöà ïåðåñòàíîâêè P òàêàÿ,

÷òî (M̂4̂) ÿâëÿåòñÿ (1,1)-áëîêîì, ñîîòâåòñòâóþùèì ìàòðèöå P ∗(M4)P . Ïîñêîëüêó (M4)
ÿâëÿåòñÿ íåîòðèöàòåëüíîé, òî äëÿ ëþáîãî äîïóñòèìîãî v ∈ Cn,1

v∗(M̂4̂)v = w∗(M̂4̂)w ≥ 0,

ãäå w = P

(
v
0

)
∈ Cn,1. Òàêèì îáðàçîì, (M̂4̂) ≥ 0, îòñþäà det(M̂4̂) ≥ 0.

⇐. Ïðîâåäåì äîêàçàòåëüñòâî ñ ïîìîùüþ ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè. Ïðè n = 1 óòâåðæäå-
íèå î÷åâèäíî. Äîêàæåì øàã n− 1→ n îò ïðîòèâíîãî. Ïóñòü λ < 0 � ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå
(M4) è x ∈ Cn,1, ‖x‖2 = 1, � ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå (M4). Îñòàâøèåñÿ ñîáñòâåííûå çíà÷å-
íèÿ ïîëîæèòåëüíû, îòêóäà det(M4) < 0, ÷òî ÿâëÿåòñÿ ïðîòèâîðå÷èåì. Áîëåå òîãî, ïóñòü

λ̂ ≤ 0 � êàêîå-ëèáî äðóãîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå (M4) òàêîå, ÷òî λ̂ 6= λ. Ïóñòü ŷ � ñîîò-
âåòñòâóþùèé ñîáñòâåííûé âåêòîð, ïðè÷åì ‖ŷ‖2 = 1. Íàøà öåëü � íàéòè òàêîå α ∈ R, ÷òî
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s = x+αŷ. Âåêòîð s óñòðîåí òàê, ÷òî â íåì åñòü õîòÿ áû îäèí ýëåìåíò 0. Åñëè ýëåìåíò 0 ñòî-
èò íà i−ì ìåñòå â s, òî s∗(M4)s = (x+αŷ)(M4)(x+αŷ) = (λ+α2λ̂) < 0. Íàêîíåö, ó÷òåì,

÷òî (M̂4̂) ïîëó÷åíà èç (M4) óäàëåíèåì i-é ñòðîêè è i-ãî ñòîëáöà. Òàêæå ŝ ïîëó÷àåòñÿ èç
s óäàëåíèåì èç íåãî i-ãî ýëåìåíòà. Òàêèì îáðàçîì,

ŝ∗(M̂4̂)ŝ = s(M4)s < 0,

îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ãëàâíàÿ ïîäìàòðèöà (M̂4̂) íå ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî ïîëóîïðåäåëåí-
íîé, ÷òî ïîçâîëÿåò ïðèìåíèòü èíäóêöèîííûé ïåðåõîä. �

Ëåììà 4. Ïóñòü Ssmooth : R → Cn,n � ãëàäêîå ñåìåéñòâî ìàòðèö è λ(t), t ∈ R, � ñîá-

ñòâåííîå çíà÷åíèå Ssmooth(t). Ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå λ(t) ñõîäèòñÿ ê ïðîñòîìó ñîáñòâåí-

íîìó çíà÷åíèþ λ(0) ìàòðèöû Ssmooth(0) ïðè t→ 0. Òîãäà λ(t) àíàëèòè÷íà â îêðåñòíîñòè
t = 0 è

d

dt
(λ(t)) =

y∗(0)S1x(0)

y∗(0)x(0)
,

ãäå S1 =
d

dt
(Ssmooth(0)) è y∗(0) (Ssmooth(0)− λ(0)I) = 0.

Âû÷èñëåíèå òî÷íîãî ñòðóêòóðèðîâàííîãî ñèíãóëÿðíîãî çíà÷åíèÿ íåîòðèöàòåëüíîé ìàò-
ðèöû M îòíîñèòåëüíî ÷èñòî ìíèìîãî âîçìóùåíèÿ âèäà δiIi äëÿ âñåõ i, ãäå δi ∈ C, èìååò
áîëüøóþ ôèçè÷åñêóþ âàæíîñòü. Âîñïîëüçóåìñÿ ëîêàëüíûìè ýêñòðåìóìàìè, ïîëó÷åííûìè
â òåîðåìå 6, ÷òîáû ïîêàçàòü, ÷òî òî÷íîå âû÷èñëåíèå ñòðóêòóðèðîâàííûõ ñèíãóëÿðíûõ çíà-
÷åíèé òàêæå ýêâèâàëåíòíî òî÷íîìó âû÷èñëåíèþ åäèíè÷íîãî ñïåêòðàëüíîãî ðàäèóñà âîçìó-
ùåííîé ìàòðèöû M∆.

Òåîðåìà 6. Ïóñòü B∗1 = {diag(δ1I1, δ2I2, . . . , δkIk); si ∈ C, i = 1 : k}, ãäå ‖δiIi‖2 = 1 ∀i =
1 : k. Ïóñòü òàêæå λ(t) = |λ(t)|eiθ, θ ∈ [0, 2π), � ïðîñòîå ìàêñèìàëüíîå ñîáñòâåííîå

çíà÷åíèå (MδiIi), i = 1 : k. Ïðàâûé è ëåâûé ñîáñòâåííûå âåêòîðû x è y ìàñøòàáèðîâàíû

òàê, ÷òî a = eiθy∗x > 0. Ïðåäïîëîæèì äîïîëíèòåëüíî, ÷òî δiIi, i = 1 : k, z∗
k̂
xk̂ 6= 0

∀k̂ = 1 : k. Òîãäà |λi| = 1 ∀i = 1 : k.

Çà äîêàçàòåëüñòâîì ìû îòñûëàåì çàèíòåðåñîâàííîãî ÷èòàòåëÿ ê ðàáîòå [8]. �

Ëåììà 5. Äëÿ êâàäðàòíîé ìàòðèöû M èìååì: åñëè ρ(M) < 1, òî limn→∞ ‖Mn‖ = 0,
à åñëè ρ(M) > 1, òî limn→∞ ‖Mn‖ =∞.

Òåîðåìà 7.

µB∗1(M) = ρ(M4)

äëÿ 4 ∈ B∗1, ãäå ρ(M4) = 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ µB∗1(M) = ρ(M4) ïðè 4 ∈ B∗1 è ρ(M4) = 1 ðàññìîòðèì s ≥ 1 �
öåëîå ÷èñëî òàêîå, ÷òî (M4)s > 0. Äîêàæåì íàø ðåçóëüòàò îò ïðîòèâíîãî. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî äëÿ äàíííîé ìàòðèöû M âûïîëíÿåòñÿ

(M4)v 6= ρ(M4)v,

îòêóäà âûðàæåíèå (M4)v − ρ(M4)v ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåîòðèöàòåëüíóþ è íåíóëåâóþ
ìàòðèöó. Èìååì (M4)s((M4)v− sv) > 0. Ïîýòîìó (M4)s > 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò
m > 1 òàêîå, ÷òî (M4)s((M4)v −mv) > 0, îòñþäà[

(M4)s+1v
]
i
≥ m [(M4)sv]i → 0 ∀i. (1)
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Ïîñêîëüêó èçâåñòíî, ÷òî (M4) ≥ 0, ïîëó÷àåì[
(M4)s+2v

]
i
≥ m

[
(M4)s+1v

]
i
→ 0 ∀i. (2)

Èç íåðàâåíñòâ (1) è (2) èìååì[
(M4)s+2v

]
i
≥ m2 [(M4)sv]i ∀i.

Îòñþäà [
(M4)s+ŝv

]
i
≥ m [(M4)sv]i ∀ŝ ≥ 0 è ∀i.

Ïóñòü β òàêîå, ÷òî 1 < β < m, è ïóñòü M̂ =
(M4)

β
, òîãäà

[
(M4)s+ŝv

]
i
≥
(
m

β

)ŝ (
M̂ sv

)
i
∀ŝ ≥ 0 è ∀i,

îòêóäà limŝ→0 ‖M̂‖2 =∞. Îäíàêî ìû çíàåì, ÷òî ρ(M̂) =
1

β
< 1, è ýòî ïðîòèâîðå÷èò ëåììå 3.

Èòàê, (M4)v = ρ(M4)v, ãäå ρ(M4) = 1. �

Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî âû÷èñëåíèå òî÷íîãî ñòðóêòóðèðîâàííîãî ñèíãóëÿðíîãî çíà÷åíèÿ
äëÿ äàííîé íåîòðèöàòåëüíîé ìàòðèöûM îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà ïîëíîñòüþ êîìïëåêñíûõ
áëîêîâ ýêâèâàëåíòíî âû÷èñëåíèþ òî÷íîãî ñòðóêòóðèðîâàííîãî ñèíãóëÿðíîãî çíà÷åíèÿ äëÿ
ìàòðèöû D ∗MD, ãäå D � ïîëîæèòåëüíàÿ äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà.

Òåîðåìà 8. Ïóñòü ∆ = {diag(41,42, . . . ,4n) : 4i ∈ Cmi,mi ∀i = 1 : n}. Òîãäà µ4(M) =
µ4(D∗MD), åñëè ñóùåñòâóåò D = diag(d1, d2, . . . , dn), |di| ≥ 0 ∀i = 1 : n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì ñóùåñòâîâàíèå ìàòðèöû D = diag(d1, d2, . . . , dn), |di| ≥ 0 ∀i.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî A,B ≥ 0. Ïóñòü rank(A + B) = s è N � íåñèíãóëÿðíàÿ ìàòðèöà òàêàÿ,
÷òî

N∗(A+B)N = N∗AN +N∗BN =

(
Iγ 0
0 0

)
.

Ìàòðèöà N∗BN ðàçáèâàåòñÿ íà áëîêè:

N∗BN =

(
B11 B12

B21 B22

)
.

Åñëè A ≥ B, òî C∗AC ≥ C∗BC äëÿ ëþáîé êîìïëåêñíîé ìàòðèöû C.
Òàêèì îáðàçîì, N∗(A+B)N ≥ N∗BN . Â ñâîþ î÷åðåäü, èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî B12, B21, B22

ñòàíîâÿòñÿ íóëåâûìè. ÏîñêîëüêóB11 � íåíóëåâàÿ è íåîòðèöàòåëüíàÿ ìàòðèöà, òî ñóùåñòâó-
åò ìàòðèöà Rλ×λ òàêàÿ, ÷òî

R∗B11R =

. . . O

O
. . .


� äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà. Ïîñòðîèì ìàòðèöó P ñëåäóþùèì îáðàçîì:

P = N

(
R 0
0 In−λ

)
.

Òîãäà P ∗BP è P ∗AP = P ∗(A + B)P − P ∗BP � äèàãîíàëüíûå ìàòðèöû. Íàêîíåö, äëÿ ïî-
ñòðîåíèÿ ìàòðèöû D ïðåäïîëîæèì, ÷òî A îáðàòèìà, è âîçüìåì A = E∗E äëÿ íåêîòîðîãî E.
Òàêèì îáðàçîì, (E−1)∗BE−1 = UDU∗, ãäå D = diag(d1, d2, . . . dn), |di| ≥ 0 ∀i = 1 : n. �

Ëåììà 6. Äëÿ P = E−1U èìååì P ∗AP = I è P ∗BP = D.
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Ïóñòü B∗ = {diag(δηi Ii, Oj); i = 1 : s, j = 1 : F}, ãäå δηi = η∗(U∗i Ui − V ∗i Vi)η ∀i = 1 : s,

η ∈ Cn,1, ‖η‖2 = 1 è Oj ∈ Cmj ,mj , j = 1 : F , òàêèå, ÷òî O =

(
O11 O12

O21 O22

)
.

Â òåîðåìå 9 ïîêàçûâàåòñÿ, êàêèì îáðàçîì òî÷íîå âû÷èñëåíèå ñòðóêòóðèðîâàííîãî ñèí-
ãóëÿðíîãî çíà÷åíèÿ äëÿ ðàçáèòîé íà áëîêè íåîòðèöàòåëüíîé ìàòðèöû M ýêâèâàëåíòíî âû-
÷èñëåíèþ íàèáîëüøåãî ñèíãóëÿðíîãî çíà÷åíèÿ M∆, ãäå ∆ ïðèíàäëåæèò ëèáî ìíîæåñòâó
ïîëíîñòüþ íóëåâûõ ìàòðèö, ëèáî4 = δηi Ii äëÿ âñåõ i. ×èñòî ìíèìûå ñêàëÿðû δi ïîëó÷àþòñÿ
ñ ïîìîùüþ ñèíãóëÿðíîãî ðàçëîæåíèÿ.

Òåîðåìà 9. Äëÿ äàííîé ìàòðèöûM =

(
M11 M12

M21 M22

)
è4 ∈ B∗ èìååì µB∗(M) = σmax(M4)

ïðè 4 = O ∈ B∗ èëè 4 = δηi Ii, ãäå δ
η
i = η∗(U∗i Ui − V ∗i Vi)η, η ∈ Cn,1, ‖η‖2 = 1. Ìàòðèöû

Ui, Vi èçâëå÷åíû èç ñèíãóëÿðíîãî ðàçëîæåíèÿ M è îðòîãîíàëüíû, ò. å. U∗i Ui = UiU
∗
i = Ii

è V ∗i Vi = ViV
∗
i = Ii.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ïîëíîñòüþ ñêàëÿðíûõ áëîêîâ ðàññìîòðèì 4 = O ∈ B∗ � ïîëíûå
áëîêè, ÿâëÿþùèåñÿ íóëåâûìè ìàòðèöàìè. Ñèíãóëÿðíîå ðàçëîæåíèå

M4 =

(
M11 M12

M21 M22

)(
O11 O12

O21 O22

)
äàåò σi = 0 ∀i. Î÷åâèäíî, ÷òî σmax(M4) = 0, ïîýòîìó è µB∗(M) = 0.
Äëÿ ñêàëÿðíûõ áëîêîâ ðàññìîòðèì

4 = δηi = η∗(U∗i Ui − V ∗i Vi)η,
òîãäà

‖4‖2 = ‖δηi ‖2 = ‖η∗(U∗i Ui − V ∗i Vi)η‖2 =

= ‖η∗(U∗i Ui)η − η∗(V ∗i Vi)η‖2 = ‖η∗Iη‖2 − ‖η∗Iη‖2 = ‖η∗η‖2 − ‖η∗η‖2 = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, σmax(4) = 0 äëÿ 4 = δηi = η∗(U∗i Ui − V ∗i Vi), îòñþäà µB∗ = σmax(M4). �

Ïðåäïîëîæåíèå 1. Ïóñòü u, v ∈ Cn,1, ãäå ‖u‖2 = ‖v‖2 = 1.

Íàêîíåö, ïîêàæåì, ÷òî âû÷èñëåíèå ñòðóêòóðèðîâàííîãî ñèíãóëÿðíîãî çíà÷åíèÿ äëÿ äàííîé
ìàòðèöûM ∗M , ãäå ∗ îáîçíà÷àåò êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå è òðàíñïîíèðîâàíèå, â òî÷íîñòè
ýêâèâàëåíòíî âû÷èñëåíèþ åäèíè÷íîãî íàèáîëüøåãî ñèíãóëÿðíîãî çíà÷åíèÿ M ∗M .

Òåîðåìà 10. Ïóñòü M ∈ Cn,n. Òîãäà µB∗(M∗M) = σmax(M∗M) = 1 ïðè 4 ∈ B∗.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü u 6= 0, v 6= 0 è a =
u

‖u‖2
, b =

v

‖v‖2
, c = ‖u‖v. Êðîìå òîãî, ïóñòü

M = I + uv∗, u, v ∈ Cn,1. Ìàòðèöà (M∗M) ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé âèä:

M∗M = (I + ac∗)∗(I + ac∗) = I + ac∗ + ca∗ + cc∗. (3)

Èç óðàâíåíèÿ (3) ìîæíî ïîëó÷èòü óðàâíåíèå

M∗M − I = (a+ c)(a+ c)∗ − aa∗. (4)

Èç óðàâíåíèÿ (4) ïîíÿòíî, ÷òî ëþáîé âåêòîð, îðòîãîíàëüíûé ê a =
u

‖u‖2
, ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåí-

íûì âåêòîðîì (M∗M). Ñîîòâåòñòâóþùåå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ðàâíî 1. Ïîýòîìó, âûáèðàÿ
c = sa, ïîëó÷èì λ(M∗M) = (1+s)2 = (1+a∗c)2. Òàêæå èìååì s2λ = (λ−1−s)2 = (λ−1−a∗c)2
è

|s|2 =

(√
λ− 1 + a∗c√

λ

)2

. (5)
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Â óðàâíåíèè (5) âûðàæåíèå
√
λ ðàâíî ëèáî σmax(M∗M), ëèáî σmin(M∗M). Íàêîíåö, ïîëà-

ãàÿ σmin = 0, ïîëó÷àåì σmax(M∗M) = |s| = ‖u‖‖v‖, à ïðåäïîëîæåíèå 1 âëå÷åò ðàâåíñòâî
σmax(M∗M) = 1. �

Çàêëþ÷åíèå

Â äàííîé ñòàòüå ïðåäñòàâëåíû íîâûå ðåçóëüòàòû, êàñàþùèåñÿ àíàëèçà µ-çíà÷åíèé � õî-
ðîøî èçâåñòíîãî èíñòðóìåíòà â òåîðèè óïðàâëåíèÿ. Ãëàâíûì âêëàäîì ñòàòüè ÿâëÿþòñÿ
ïðåäëîæåííûå ðåçóëüòàòû îá ýêâèâàëåíòíîñòè µ-çíà÷åíèé è ñïåêòðàëüíîãî ðàäèóñà, äåòåð-
ìèíàíòà è íàèáîëüøåãî ñèíãóëÿðíîãî çíà÷åíèÿ íåîòðèöàòåëüíûõ ìàòðèö. Ïî áîëüøåé ÷à-
ñòè ìû îòâåòèëè íà ñëåäóþùèå âîïðîñû, êàñàþùèåñÿ µ-çíà÷åíèé íåîòðèöàòåëüíûõ ìàòðèö,
ïîäâåðæåííûõ ÷èñòî ìíèìûì âîçìóùåíèÿì.
1. Äëÿ äàííîé íåîòðèöàòåëüíîé ìàòðèöûM ∈ Cn,n ïîêàçàòü, ÷òî âû÷èñëåíèå µ-çíà÷åíèÿ

â òî÷íîñòè ýêâèâàëåíòíî âû÷èñëåíèþ ñïåêòðàëüíîãî ðàäèóñà è äåòåðìèíàíòà âîçìóùåííîé
ìàòðèöû (M4).
2. µ-çíà÷åíèå â òî÷íîñòè ðàâíî åäèíè÷íîìó ñïåêòðàëüíîìó ðàäèóñó ìàòðèöû (M4) ñ

÷èñòî ìíèìûìè âîçìóùåíèÿìè 4.
3. Äëÿ äèàãîíàëüíîé ìàòðèöû D = diag(d1, d2, . . . , dn), ãäå |di| ≥ 0 ∀i, ïîêàçàíî, ÷òî

µ-çíà÷åíèÿ M â òî÷íîñòè ðàâíû µ-çíà÷åíèÿì (D∗MD).
4. Äëÿ äàííîé íåîòðèöàòåëüíîé ìàòðèöûM ∈ Cn,n ïîêàçàíî, ÷òî âû÷èñëåíèå µ-çíà÷åíèÿ

â òî÷íîñòè ýêâèâàëåíòíî âû÷èñëåíèþ íàèáîëüøåãî ñèíãóëÿðíîãî çíà÷åíèÿ (M4), ãäå 4 �
äîïóñòèìîå ÷èñòî ìíèìîå âîçìóùåíèå.
Â áëèæàéøåå âðåìÿ ìû ïëàíèðóåì ðàçðàáîòàòü ìåòîä, ïîçâîëÿþùèé ðåøèòü ñëåäóþùèå

çàäà÷è.
Çàäà÷à I. Òî÷íîå âû÷èñëåíèå µ-çíà÷åíèÿ ýêâèâàëåíòíî âû÷èñëåíèþ ñïåêòðàëüíîãî ðà-

äèóñà, äåòåðìèíàíòà è íàèáîëüøåãî ñèíãóëÿðíîãî çíà÷åíèÿ äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ è îòðèöà-
òåëüíûõ ìàòðèö.
Çàäà÷à II. Íàéòè ôîðìû òî÷íîé ýêâèâàëåíòíîñòè µ-çíà÷åíèÿ, ÷èñëåííîãî ðàäèóñà è

÷èñëîâîãî äèàïàçîíà äëÿ ïîçèöèîííûõ îòðèöàòåëüíûõ ìàòðèö.
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Non-negative matrices and their structured singular values

Abstract. In this article, we present new results for the computation of structured singular values
of non-negative matrices subject to pure complex perturbations. We prove the equivalence of
structured singular values and spectral radius of perturbed matrix (M4). The presented new
results on the equivalence of structured singular values, non-negative spectral radius and non-
negative determinant of (M4) is presented and analyzed. Furthermore, it has been shown that
for a unit spectral radius of (M4), both structured singular values and spectral radius are exactly
equal. Finally, we present the exact equivalence between structured singular value and the largest
singular value of (M4).
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