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Краткое сообщение

Ф.Г.АВХАДИЕВ

АНАЛОГ МЕТРИКИ ПУАНКАРЕ И ИЗОПЕРИМЕТРИЧЕСКИЕ

КОНСТАНТЫ

Аннотация. Для плоской области мы определяем новую метрику, близкую к метрике Пу-
анкаре с гауссовой кривизной k =  - 4. Для этой квазигиперболической метрики изучаются
неравенства изопериметрического типа.

Доказано, что константа в линейном квазигиперболическом изопериметрическом неравен-
стве для допустимых подобластей заданной области является конечной тогда и только тогда,
когда область не содержит бесконечно удаленной точки и имеет равномерно совершенную
границу. Даны также оценки этих констант с использованием известных числовых характе-
ристик областей.
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ство, равномерно совершенное множество.
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Введение

Пусть \Omega \subset \BbbC — область, имеющая не менее трех граничных точек. Тогда в этой области
определена метрика Пуанкаре ds = \lambda \Omega (z)| dz| с гауссовой кривизной \kappa =  - 4. Гиперболиче-
ский радиус R(z,\Omega ) := 1/\lambda \Omega (z) удовлетворяет следующему уравнению Лиувилля:

R2(z,\Omega )\Delta \mathrm{l}\mathrm{n}R(z,\Omega ) \equiv  - 4, z = x+ iy \in \Omega , (1)

где \Delta = 4\partial 2/(\partial z\partial z) — лапласиан. Имеет место неравенство

R(z,\Omega ) \geqslant \rho (z, \partial \Omega ) := \mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}
w\in \partial \Omega 

| z  - w| > 0 \forall z \in \Omega (2)

(см. [1]–[5]). Известно, что расстояние от точки z \in \Omega до границы \partial \Omega области \Omega удовле-
творяет условию Липшица | \rho (z, \partial \Omega )  - \rho (w, \partial \Omega )| \leqslant | z  - w| ( \forall z, w \in \Omega ), и поэтому является
дифференцируемой почти всюду в области \Omega (см., например, [6]–[8]).
Очевидно, что функция \rho (., \partial \Omega ) : \Omega \rightarrow (0,\infty ) корректно определена для любой области

\Omega \subset \BbbC , имеющей не менее одной граничной точки w \not = \infty . Следовательно, в такой области
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\Omega можно рассматривать новую метрику

d\sigma =
| dz| 

\rho (z, \partial \Omega )
, z \in \Omega , | dz| =

\sqrt{} 
(dx)2 + (dy)2. (3)

Конечносвязную область G \subset \Omega назовем допустимой подобластью, если ее граница \partial G
состоит из конечного числа кусочно-гладких кривых и \partial G \subset \Omega . Для площади A(G) и
периметра L(\partial G) области G по метрике (3) имеем

A(G) =

\int \int 
G

dxdy

\rho 2(z, \partial \Omega )
, L(\partial G) =

\int 
\partial G

| dz| 
\rho (z, \partial \Omega )

(z = x+ iy).

Определение 1. Пусть область \Omega \subset \BbbC обладает свойством \BbbC \cap (\partial \Omega ) \not = \emptyset . Определим

q(\Omega ) = \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
G

\int \int 
G

dxdy

\rho 2(z, \partial \Omega )

\bigg/ \int 
\partial G

| dz| 
\rho (z, \partial \Omega )

,

где точная верхняя граница берется по множеству всех допустимых конечносвязных под-
областей G, удовлетворяющих условию G \subset \Omega . Постоянную q(\Omega ) будем называть изопери-
метрической константой для метрики | dz| /\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{t}(z, \partial \Omega ).

Очевидно, величина q(\Omega ) является наилучшей постоянной в следующем линейном нера-
венстве изопериметрического типа:

A(G) \leqslant q(\Omega )L(\partial G), где q(\Omega ) = \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
G

A(G)/L(\partial G). (4)

Неравенства вида (4) для метрики Пуанкаре изучались ранее (см., например, [9], [10]).
Речь идет о неравенствах вида\int \int 

G

dxdy

R2(z,\Omega )
\leqslant h(\Omega )

\int 
\partial G

| dz| 
R(z,\Omega )

\biggl( 
h(\Omega ) = \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}

G

\int \int 
G

dxdy

R2(z,\Omega )

\bigg/ \int 
\partial G

| dz| 
R(z,\Omega )

\biggr) 
. (5)

Для оценки сверху константы q(\Omega ) нам потребуется известная числовая характеристика
области, а именно, евклидов максимальный модуль M0(\Omega ).

Определение 2. Пусть A(a,w, b) = \{ z \in \BbbC : a < | z  - w| < b\} , где w \in \BbbC , 0 < a < b < \infty ,
и пусть область \Omega \subset \BbbC имеет не менее двух граничных точек. Евклидов максимальный
модуль M0(\Omega ) этой области определим равенством M0(\Omega ) = \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}A(a,z0,b) (2\pi )

 - 1 \mathrm{l}\mathrm{n}(b/a), где
точная верхняя граница берется по множеству колец A(a,w, b) \subset \Omega таких, что w \in \partial \Omega и
A(a,w, b) разделяет границу \Omega . Если таких колец нет, то полагаем M0(\Omega ) = 0.

Если M0(\Omega ) < \infty , то говорят, что граница области \Omega является равномерно совершенным
множеством [4], [11], [12].

1. Основные результаты

Следующее утверждение играет ключевую роль при оценках констант q(\Omega ) и h(\Omega ) с
использованием известных числовых характеристик области.

Предложение 1. Пусть \Omega \subset \BbbC — область, имеющая не менее трех граничных точек.

Тогда для любой конечносвязной подобласти G \subset \Omega с кусочно-гладкой границей \partial G \subset \Omega 
имеет место неравенство \int \int 

G

dxdy

R2(z,\Omega )
\leqslant 

1

4

\int 
\partial G

| \nabla R(z,\Omega )| 
R(z,\Omega )

| dz| . (6)
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Доказательство. Полагаем u(z) \equiv 1 и v(z) = \mathrm{l}\mathrm{n}R(z,\Omega ) в первой формуле Грина\int \int 
\Omega 
(u(z)\Delta v(z) + (\nabla u(z),\nabla v(z))) dxdy =

\int 
L
u(z)

\partial v(z)

\partial n
| dz| , (z = x+ iy),

где n — внешняя нормаль. Прямыми вычислениями с учетом уравнения (1) получаем

 - 4

\int \int 
G

dxdy

R2(z,\Omega )
=

\int 
\partial G

\partial \mathrm{l}\mathrm{n}R(z,\Omega )

\partial n
| dz| .

Отсюда и вытекает неравенство (6), так как

 - \partial \mathrm{l}\mathrm{n}R(z,\Omega )

\partial n
\leqslant 

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \partial \mathrm{l}\mathrm{n}R(z,\Omega )

\partial n

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \leqslant | \nabla R(z,\Omega )| 
R(z,\Omega )

.

\square 

Теорема 1. Пусть \Omega \subset \BbbC — область такая, что \Omega \not = \BbbC и \partial \Omega является равномер-

но совершенным множеством. Тогда изопериметрическая константа q(\Omega ) для метрики

| dz| /\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{t}(z, \partial \Omega ) удовлетворяет неравенству

q(\Omega ) \leqslant 2

\biggl( 
\pi M0(\Omega ) +

(\Gamma (1/4))4

4\pi 2

\biggr) 2

, (7)

где \Gamma — гамма функция Эйлера, (\Gamma (1/4))4/(4\pi 2) \approx 4.38.

Доказательство. Пусть \alpha (\Omega ) = \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{f}z\in \Omega \rho (z, \partial \Omega )/R(z,\Omega ). В силу оценки (2) имеем \alpha (\Omega ) \leqslant 1.
Так как \Omega \subset \BbbC , \Omega \not = \BbbC , и \partial \Omega является равномерно совершенным множеством, то евклидов
максимальный модуль M0(\Omega ) < \infty и \alpha (\Omega ) \in (0, 1] (см., например, [4]). Пользуясь величиной
\alpha (\Omega ) и оценкой | \nabla R(z,\Omega )| /R(z,\Omega ) \leqslant 2/\rho (z, \partial \Omega ) (см. Б. Осгуд [13]), преобразуем неравен-
ство (6). Как следствие (6) получаем, что для любой конечносвязной подобласти G \subset \Omega с
кусочно-гладкой границей \partial G \subset \Omega имеет место неравенство\int \int 

G

dxdy

\rho 2(z, \partial \Omega )
\leqslant 

1

2\alpha 2(\Omega )

\int 
\partial G

| dz| 
\rho (z, \partial \Omega )

| dz| .

Последнее неравенство влечет оценку

q(\Omega ) \leqslant 
1

2\alpha 2(\Omega )
, (8)

так как изопериметрическая константа q(\Omega ) для метрики (3) определена как точная по-
стоянная в неравенстве (4). Далее применяем следующее усиленное неравенство Бирдона и
Поммеренке, обоснованное в монографии автора и К.-Й. Виртса [4]:

1

\alpha (\Omega )
\leqslant 2\pi M0(\Omega ) +

(\Gamma (1/4))4

2\pi 2
. (9)

Очевидно, что неравенство (7) является простым следствием (8) и (9).
\square 

Выделим в виде леммы один из этапов доказательства последующей теоремы 2.

Лемма. Пусть \Omega \subset \BbbC — область, имеющая не менее двух граничных точек. Если

M0(\Omega ) = \infty ,

то q(\Omega ) = \infty .
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Доказательство. Если M0(\Omega ) = \infty , то по определению евклидова максимального модуля
существует последовательность круговых концентрических колец A(an, wn, bn) \subset \Omega таких,
что wn \in \partial \Omega , 0 < an < bn < \infty , A(an, wn, bn) = \{ z \in \BbbC : an < | z - wn| < bn\} разделяет грани-
цу \Omega и M0(\Omega ) = \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}n\rightarrow \infty (2\pi ) - 1 \mathrm{l}\mathrm{n}(bn/an) = \infty . Рассмотрим кольца Gn \subset A(an, wn, bn) \subset \Omega ,
определенные формулой

Gn = \{ z \in \BbbC :
\sqrt{} 

anbn < | z  - wn| < (an + bn)/2\} .
Имеем

\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
n\rightarrow \infty 

\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} (Gn) = \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
n\rightarrow \infty 

(2\pi ) - 1 \mathrm{l}\mathrm{n}
an + bn

2
\surd 
anbn

=
1

4\pi 
\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
n\rightarrow \infty 

\mathrm{l}\mathrm{n}(bn/an) = \infty .

Поскольку wn \in \partial \Omega , то для любой точки z \in Gn\sqrt{} 
anbn  - an \leqslant | z  - wn|  - an \leqslant \rho (z, \partial \Omega ) \leqslant | z  - wn| \leqslant (an + bn)/2. (10)

В вычислениях будем пользоваться полярными координатами, полагая z  - wn = rei\theta , где
0 \leqslant \theta \leqslant 2\pi , r = | z  - wn| \in 

\bigl[ \surd 
anbn, (an + bn)/2

\bigr] 
. С учетом оценок сверху для \rho (z, \partial \Omega ) в

неравенствах (10) получаем

A(Gn) =

\int \int 
Gn

dxdy

\rho 2(z, \partial \Omega )
\geqslant 

\int \int 
Gn

dxdy

| z  - wn| 2
= 2\pi 

\int (an+bn)/2

\surd 
anbn

dr

r
= 2\pi \mathrm{l}\mathrm{n}

an + bn

2
\surd 
anbn

.

Следовательно, \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}n\rightarrow \infty A(Gn) = \infty . С другой стороны, учитывая оценки снизу для \rho (z, \partial \Omega )
в неравенствах (10), будем иметь

L(\partial Gn) =

\int 
\partial Gn

| dz| 
\rho (z, \partial \Omega )

\leqslant 
\int 
\partial Gn

| dz| 
| z  - wn|  - an

=
2\pi 

\surd 
anbn\surd 

anbn  - an
+

2\pi (an + bn)/2

(an + bn)/2 - an
=: Ln.

Легко видеть, что \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}n\rightarrow \infty Ln = 4\pi . Поскольку Gn \subset \Omega и неравенство (4) должно вы-
полняться для любой допустимой подобласти \Omega , то q(\Omega ) \geqslant A(Gn)/Ln для любого n \in \BbbN .
Следовательно,

q(\Omega ) \geqslant \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
n\in \BbbN 

2\pi 

Ln
\mathrm{l}\mathrm{n}

an + bn

2
\surd 
anbn

\geqslant \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
n\rightarrow \infty 

2\pi 

Ln
\mathrm{l}\mathrm{n}

an + bn

2
\surd 
anbn

= \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
n\rightarrow \infty 

1

2
\mathrm{l}\mathrm{n}

an + bn

2
\surd 
anbn

= \infty .

\square 

Теорема 2. Пусть \Omega \subset \BbbC — область такая, что \BbbC \cap (\partial \Omega ) \not = \emptyset . Изопериметрическая кон-
станта q(\Omega ) для метрики | dz| /\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{t}(z, \partial \Omega ) является конечной тогда и только тогда, когда
область \Omega \subset \BbbC , \Omega \not = \BbbC , и ее граница \partial \Omega является равномерно совершенным множеством.

Доказательство. Если область \Omega \subset \BbbC , \BbbC \cap (\partial \Omega ) \not = \emptyset , и ее граница \partial \Omega является равномерно
совершенным множеством, то M0(\Omega ) < \infty , следовательно, q(\Omega ) < \infty в силу теоремы 1.
Докажем обратное. Точнее, предположим, что область \Omega \subset \BbbC обладает свойством \BbbC \cap 

(\partial \Omega ) \not = \emptyset и q(\Omega ) < \infty . Докажем, что при этих предположениях область \Omega \subset \BbbC и ее граница
\partial \Omega является равномерно совершенным множеством. Рассмотрим два случая.
Случай 1. Предположим, что \infty \in \Omega , w \in \partial \Omega . Тогда r0(\Omega ) = \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}z\in \partial \Omega | z  - w| < \infty ,

односвязная область Gr0 = \{ z \in C : | z  - w| > 2r0(\Omega )\} компактно вложена в область \Omega и

A(Gr0) =

\int \int 
Gr0

dxdy

\rho 2(z, \partial \Omega )
\geqslant 

\int \int 
Gn

dxdy

| z  - w| 2
= 2\pi 

\int \infty 

2r0(\Omega )

dr

r
= \infty .

С другой стороны,

L(\partial Gr0 =

\int 
\partial Gr0

| dz| 
\rho (z, \partial \Omega )

\leqslant 
\int 
\partial Gr0

| dz| 
r0(\Omega )

= 4\pi .
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Получаем, что изопериметрическая константа q(\Omega ) = \infty , что противоречит нашему пред-
положению q(\Omega ) < \infty . Следовательно, если q(\Omega ) < \infty , то \infty \not \in \Omega .
Остается рассмотреть случай, когда \infty \not \in \Omega и q(\Omega ) < \infty .
Случай 2. Предположим, что область \Omega \subset \BbbC обладает свойством \Omega \not = \BbbC и q(\Omega ) < \infty .

Необходимо доказать, что граница \partial \Omega области \Omega является равномерно совершенным мно-
жеством, т. е.M0(\Omega ) < \infty . Предположим обратное:M0(\Omega ) = \infty . Но тогда q(\Omega ) = \infty согласно
лемме 1, что противоречит предположению q(\Omega ) < \infty . Таким образом, если область \Omega \subset \BbbC 
обладает свойством \BbbC \cap (\partial \Omega ) \not = \emptyset и q(\Omega ) < \infty , то область \Omega \subset \BbbC , \Omega \not = \BbbC , и ее граница \partial \Omega 
является равномерно совершенным множеством. \square 

Неравенства для интегралов от степеней \rho (z, \partial \Omega ) и R(z,\Omega ) имеют ряд интересных при-
менений в прикладных задачах [14]–[18].
Ниже в теореме 3 описана связь константы q(\Omega ) с неравенствами типа Харди.
Пусть область \Omega \subset \BbbC обладает свойством \BbbC \cap (\partial \Omega ) \not = \emptyset , и пусть p \in [1,\infty ). Символом

C1
0 (\Omega ) обозначим семейство непрерывно дифференцируемых финитных функций u : \Omega \rightarrow \BbbR .

Рассмотрим следующее вариационное неравенство типа Харди [5], [6], [8]:\int \int 
\Omega 

| \nabla u(z)| p

\rho 2 - p(z, \partial \Omega )
dxdy \geqslant cp(\Omega )

\int \int 
\Omega 

| u(z)| p

\rho 2(z, \partial \Omega )
dxdy \forall u \in C1

0 (\Omega ),

где \nabla u = 2\partial u/\partial z — градиент функции u, | \nabla u(z)| =
\sqrt{} 
(\partial u(z)/\partial x)2 + (\partial u(z)/\partial y)2, константа

cp(\Omega ) \in [0,\infty ) определена однозначно, как наилучшая постоянная (т. е. как максимальная
из возможных постоянных на этом месте). Очевидно, если cp(\Omega ) = 0, то вариационное
неравенство теряет смысл. Поэтому желателен критерий положительности этой константы.
Справедлива

Теорема 3. Пусть область \Omega \subset \BbbC обладает свойством \BbbC \cap (\partial \Omega ) \not = \emptyset . Тогда
q(\Omega ) < \infty \Leftarrow \Rightarrow cp(\Omega ) > 0 для некоторого p \in [1,\infty ) \Leftarrow \Rightarrow cp(\Omega ) > 0 для любого p \in [1,\infty ).

2. Некоторые дополнения и примеры

Константа h(\Omega ) является конформно инвариантной характеристикой области \Omega \subset \BbbC . В
отличие от этого константы \alpha (\Omega ), q(\Omega ) и M0(\Omega ) не являются конформно инвариантными,
они инвариантны лишь по отношению к линейным конформным преобразованиям вида
w = az+ b (a \not = 0). Тем не менее указанные четыре константы взаимосвязаны, что подтвер-
ждается следующим утверждением.

Предложение 2. Пусть \Omega \subset \BbbC — область, имеющая не менее трех граничных точек, и

пусть \alpha (\Omega ) = \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{f}z\in \Omega \rho (z, \partial \Omega )/R(z,\Omega ) > 0. Тогда \alpha (\Omega )h(\Omega ) \leqslant q(\Omega ) \leqslant h(\Omega )/\alpha 2(\Omega ).

Доказательство. Пусть G \subset \Omega — конечносвязная допустимая подобласть, граница которой
состоит из кусочно-гладких кривых. Применяя неравенство (4) и оценки

\alpha (\Omega )R(z,\Omega ) \leqslant \rho (z, \partial \Omega ) \leqslant R(z,\Omega ) \forall z \in \Omega ,

получаем цепочку неравенств\int \int 
G

dxdy

R2(z,\Omega )
\leqslant 

\int \int 
G

dxdy

\rho 2(z, \partial \Omega )
\leqslant q(\Omega )

\int 
\partial G

| dz| 
\rho (z, \partial \Omega )

\leqslant 
q(\Omega )

\alpha (\Omega )

\int 
\partial G

| dz| 
R(z,\Omega )

.

Следовательно, для любой допустимой конечносвязной подобласти G \subset \Omega имеем оценку\int \int 
G

dxdy

R2(z,\Omega )
\leqslant 

q(\Omega )

\alpha (\Omega )

\int 
\partial G

| dz| 
R(z,\Omega )

.
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Сравнение этой оценки с неравенством (5) влечет оценку h(\Omega ) \leqslant q(\Omega )/\alpha (\Omega ).
Применим теперь неравенство (5) и оценки \alpha (\Omega ) \leqslant \rho (z, \partial \Omega )/R(z,\Omega ) \leqslant 1 \forall z \in \Omega . Получа-

ем цепочку неравенств

\alpha 2(\Omega )

\int \int 
G

dxdy

\rho 2(z, \partial \Omega )
\leqslant 

\int \int 
G

dxdy

R2(z,\Omega )
\leqslant h(\Omega )

\int 
\partial G

| dz| 
R(z,\Omega )

\leqslant h(\Omega )

\int 
\partial G

| dz| 
\rho (z, \partial \Omega )

.

Поэтому для любой допустимой конечносвязной подобласти G \subset \Omega имеем

\alpha 2(\Omega )

\int \int 
G

dxdy

\rho 2(z, \partial \Omega )
\leqslant h(\Omega )

\int 
\partial G

| dz| 
\rho (z, \partial \Omega )

.

Эту оценку сравниваем с неравенством (4). Получаем q(\Omega ) \leqslant h(\Omega )/\alpha 2(\Omega ). \square 

Для уточнения оценки (7) теоремы 1 можно использовать тот факт, что M0(\Omega ) = 0 для
ряда многосвязных областей. Наиболее простая оценка получается для выпуклых областей.

Предложение 3. Имеют место следующие утверждения:
1) если \Omega — полуплоскость, то q(\Omega ) = 1;
2) если \Omega \subset \BbbC — выпуклая область, то q(\Omega ) \leqslant 2.

Опишем свойства использованных констант для двух невыпуклых областей, получаемых
удалением некоторого множества точек из круга | z| < 3.

Пример 1. Пусть \Omega 1 = \{ z \in \BbbC : 0 < | z| < 3\} — круг с выколотым центром. Тогда

h(\Omega 1) = 1/2, q(\Omega 1) = M0(\Omega 1) = \infty , \alpha (\Omega 1) = 0.

Пример 2. Пусть \Omega 2 = \{ z \in \BbbC : | z| < 3\} \setminus \BbbK , где \BbbK — классическое канторово множество,
лежащее на отрезке [0, 1]. Тогда M0(\Omega 2) = (2\pi ) - 1 \mathrm{l}\mathrm{n} 3, q(\Omega 2) < \infty , h(\Omega 2) < \infty , \alpha (\Omega 2) > 0.

Нетрудно распространить предложения 1 и 2 на случай n-мерных областей при n \geqslant 3.
Пусть \Omega \subset \BbbR n — область гиперболического типа в смысле Лёвнера–Ниренберга [3], [19].
В такой области определен гиперболический радиус R(.,\Omega ) : \Omega \rightarrow (0,\infty ), удовлетворяю-
щий уравнению Лиувилля R(x,\Omega )\Delta R(x,\Omega ) = (n/2)| \nabla R(x,\Omega )| 2  - 2n и граничному условию
R(x,\Omega )| \partial \Omega = 0. Если \Omega = H — полупространство, то R(x,H) = 2 \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{t}(x, \partial H).
В частности, полагая u(x) \equiv 1, v(x) = R2 - n(x,\Omega ) и следуя схеме доказательства предло-

жения 1, получаем

Предложение 4. Пусть n \geqslant 3, и пусть \Omega \subset \BbbR n — область гиперболического типа. Тогда

для любой подобласти G \subset \Omega с границей \partial G \subset \Omega , состоящей из конечного числа кусочно-

гладких поверхностей размерности n - 1, имеет место неравенство\int 
G

4n+ (n - 2) | \nabla R(x,\Omega )| 2

Rn(x,\Omega )
dx1dx2 . . . dxn \leqslant 2

\int 
\partial G

| \nabla R(x,\Omega )| 
Rn - 1(x,\Omega )

dS,

где x = (x1, x2, . . . , xn) \in \Omega , dS — дифференциальный элемент (n - 1)-мерной площади.

Если \Omega = H — полупространство, то предложение 4 влечет известное изопериметрическое
неравенство, принадлежащее Shing-Tung Yau (см. [10], [20]).
Для области \Omega \subset \BbbR n, где n \geqslant 3 и \Omega \not = \BbbR n, рассмотрим константу

q(\Omega ) := \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}G

\int 
G
\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{t} - \mathrm{n}(\mathrm{x}, \partial \Omega ) dx1dx2 . . . dxn

\bigg/ \int 
\partial G

\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{t} - (\mathrm{n} - 1)(\mathrm{x}, \partial \Omega )dS ,

где точная верхняя граница берется по множеству всех подобластей G \subset \Omega с границами
\partial G \subset \Omega , состоящими из конечного числа кусочно-гладких поверхностей размерности n - 1.
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Гипотеза. Предположим, что n \geqslant 3, \Omega \subset \BbbR n — область, \Omega \not = \BbbR n. Если q(\Omega ) < \infty , то \Omega 
— область гиперболического типа в смысле Лёвнера–Ниренберга.
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F.G.Avkhadiev

An analog of the Poincaré metric and isoperimetric constants

Abstract. For plane domains we define a new metric close to the Poincaré metric with the Gaussian
curvature k =  - 4. For this quasi-hyperbolic metric we study inequalities of isoperimetric type. It
is proved that the constant of the linear quasi-hyperbolic isoperimetric inequality for admissible
subdomains of a given domain is finite if and only if the domain does not contain the point at
infinity and has a uniformly perfect boundary. Also, we give estimates of these constants using
some known numerical characteristics of domains.
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