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ЧЕТВЕРТОГО ПОРЯДКА С ДРОБНЫМ ОПЕРАТОРОМ КАПУТО

Аннотация. В данной работе рассматривается начально-краевая задача (прямая задача) для
уравнения четвертого порядка с дробной производной Капуто. Исследуются две обратные
задачи определения правой части уравнения по заданному решению прямой задачи в неко-
торой точке. Неизвестной первой задачи является одномерная функция, зависящая от про-
странственной переменной, а во второй задаче ищется функция, зависящая от временной
переменной. С помощью собственных чисел и функций решение прямой задачи находится в
виде ряда Фурье. Устанавливаются достаточные условые на заданные функции, при выполне-
нии которых решение этой задачи является классическим. Используя полученные результаты
для прямой задачи и применяя метод интегральных уравнений изучаются обратные задачи.
Таким образом, доказаны теоремы единственности и существования прямой и обратной задач.
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Введение

Расширение области производных целого порядка привело к хорошо известной математи-
ческой области дробного исчисления. Поскольку большинство динамических явлений раз-
виваются непрерывно, становится естественным расширить понятие производных целого
порядка до производных дробного порядка. Эта теория имеет древнюю историю и кри-
тически важные приложения в различных областях [1], [2]. Список приложений дробно-
дифференциальных уравнений растет высокими темпами во многих областях таких, как
исследование ползучести или релаксации вязкоупругих материалов, проблемы управления,
физика плазмы, модели диффузионных процессов и т.д. [3]. Дифференциальные уравнения
с запаздыванием занимают важное место в различных областях практических приложений,
основанных на реальной жизни. Эти уравнения также используются для моделирования
систем с задержкой во времени, например, в системах управления, высокоскоростной обра-
ботке, энергосистемах, связи [4]. Дробные дифференциальные уравнения с запаздыванием
используются для более точного моделирования динамических систем, также природных
явлений [5].
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В настоящее время теория обратных задач для уравнений математической физики изуче-
на достаточно широко. Обратные задачи, связанные с классическими уравнениями в част-
ных производных второго порядка исследованы в [6]. Методика доказательств локальных
теорем существования и единственности решения обратных динамических задач, теорем
единственности и условной устойчивости, а также численные подходы решения задач рас-
смотрены в работах [7]–[14] и др.
До недавнего времени интегрированиям и дифференцированиям дробных порядков уде-

лялось мало внимания, несмотря на обширную область возможного применения. К примеру,
дробное исчисление используется в моделях вязкоупругих тел, сплошных сред с памятью,
трансформации температуры и влажности в слоях атмосферы, в уравнениях диффузии и в
других областях. Прямые и обратные задачи для уравнений дробной диффузии исследова-
ны, например, в работах [15], [16]. В работе [15] исследуется обратная задача определения
правой части уравнения субдиффузии с дробной производной Римана–Лиувилля, а в [16]
рассматривается двумерная обратная задача для уравнения дробной диффузии. В рабо-
тах [17]–[19] представлен ряд интересных особенностей уравнений дробной субдиффузии,
свидетельствующей об определенном сходстве этих уравнений с параболическими диффе-
ренциальными уравнениями второго порядка. В работе [20] доказаны локальные теоремы
существования и глобальной единственности, а также получена оценка устойчивости реше-
ния задачи определения коэффициента реакции в уравнении диффузии с дробной произ-
водной по временем. Отметим, что в работах [21], [22] были исследованы начально-краевые
задачи для дробного диффузионного-волнового уравнения четвертого порядка.
В работах [23]–[27] исследуются обратные задачи нахождения пространственно-зависимых

и зависящих от времени младших членов уравнения диффузии с обобщенной дробной про-
изводной Римана–Лиувилля с помощью разложения по собственным функциям несамосо-
пряженной спектральной задачи. Основные результаты этих исследований включают тео-
ремы существования и единственности, а также оценку устойчивости решения. В работах
[28]–[31] рассматривались обратные задачи определения коэффициентов и ядра в этих урав-
нениях.
В настоящей работе рассматривается прямая начально-краевая задача уравнения чет-

вертого порядка с дробной производной Капуто порядка \alpha , 1 < \alpha < 2, и для этого урав-
нения исследуются обратные задачи по определению правой части. Необходимо отметить,
что при \alpha \rightarrow 2 - 0 рассматриваемое уравнение переходит в уравнение, описывающее изгиб-
ные поперечные колебания однородной балки при воздействии внешней силы. За последние
несколько лет возрос интерес к исследованию линейных и нелинейных начально-краевых
задач для уравнения колебаний балки [32]–[35]. Обратные задачи по отысканию коэффи-
циента жесткости основания и правой части для уравнения колебаний балки рассмотрены
в работах [36]–[38].

1. Постановка задач

Рассмотрим уравнение четвертого порядка с дробной производной

CD\alpha 
t u(x, t) + a2uxxxx = F (x, t), (1)

где CD\alpha 
t u— дробная производная в смысле Капуто по переменной t функции u(x, t) порядка

\alpha \in (1, 2] ([39], с. 90):

CD\alpha 
t u(x, t) =

1

\Gamma (2 - \alpha )

t\int 
0

(t - \tau )1 - \alpha u\tau \tau (x, \tau )d\tau ,
cD2

t u(x, t) \equiv 
\partial 2

\partial t2
u(x, t). (2)
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Уравнение (1) рассмотрим в прямоугольной области

\Sigma =
\bigl\{ 
(x, t) | 0 < x < l, 0 < t < T

\bigr\} 
,

где l и T — заданные положительные числа, с начальными

u(x, 0) = \varphi (x), ut(x, 0) = \psi (x), x \in [0, l], (3)

и граничными
u(0, t) = ux(0, t) = u(l, t) = ux(l, t) = 0, t \in [0, T ], (4)

условиями.
В прямой задаче при заданных числах a, l, T и достаточно гладких функциях f(x, t),

\varphi (x) и \psi (x) требуется найти функцию

u(x, t) \in C1
\bigl( 
\Sigma 
\bigr) 
\cap C(4, \alpha ) (\Sigma ) , (5)

удовлетворяющую уравнению (1) при (x, t) \in \Sigma и условиям (3), (4). Здесь C(4, \alpha ) (\Sigma ) — класс
функций, непрерывных в \Sigma и четыре раза непрерывно дифференцируемых по x в области
\Sigma , для которых существует непрерывная производная CD\alpha 

t .
Дадим определение класса функций Cn

\gamma [0, T ] ([39], с. 199):

Cn
\gamma [0, T ] =

\Bigl\{ 
v(t) : t\gamma v(n)(t) \in C[0, T ]

\Bigr\} 
,

где n \in \BbbN , 0 \leq \gamma < 1.
Основной целью нашей работы являются следующие задачи.
Обратная задача 1. Пусть F (x, t) = f(x)g(t), g(t) — известная функция. Найти пару

функций \{ u(x, t), f(x)\} \in C1
\bigl( 
\Sigma 
\bigr) 
\cap C(4, \alpha ) (\Sigma )\times C[0, l], удовлетворяющую условиям (1)–(4), и,

кроме того, условию
u(x, t0) = h(x), 0 \leq x \leq l, 0 < t0 \leq T, (6)

где h(x) \in C1[0, l], а t0 \in (0, T ] — заданное число.
Обратная задача 2. Пусть F (x, t) = f(x)g(t) и f(x) — известная функция. Найти пару

функций \{ u(x, t), g(t)\} \in C1
\bigl( 
\Sigma 
\bigr) 
\cap C(4, \alpha ) (\Sigma )\times AC[0, T ], удовлетворяющую условиям (1)–(4)

и условию
u(x0, t) = q(t), 0 < x0 < l, 0 \leq t \leq T, (7)

где q(t) \in C2[0, T ], а x0 \in (0, l) — заданное число.

2. Исследование решения прямой задачи

Для решения уравнения (1) с начальными (3) и граничными (4) условиями использу-
ем метод разделения переменных, представив u(x, t) = X(x)T (t), получаем спектральную
задачу относительно X(x):

X(IV ) + \lambda X = 0,

X(0) = X(l) = X \prime (0) = X \prime (l) = 0,
(8)

и задачу относительно T (t):

CD\alpha 
t T (t) - a2\lambda T (t) = Fn(t),

T (0) = \varphi n, T \prime (0) = \psi n,
(9)

где

\varphi n =

l\int 
0

\varphi (x)Yn(x)dx, \psi n =

l\int 
0

\psi (x)Yn(x)dx,
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Fn(t) =

l\int 
0

F (x, t)Yn(x)dx,

Yn(x) =
Xn(x)

\| Xn(x)\| 
— ортонормированный базис,

Xn(x) =

\left\{                           

\mathrm{s}\mathrm{h} dn

\biggl( 
x - l

2

\biggr) 
\mathrm{c}\mathrm{h}

\biggl( 
dnl

2

\biggr)  - 
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} dn

\biggl( 
x - l

2

\biggr) 
\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}

\biggl( 
dnl

2

\biggr) , n = 2k  - 1;

\mathrm{c}\mathrm{h} dn

\biggl( 
x - l

2

\biggr) 
\mathrm{s}\mathrm{h}

\biggl( 
dnl

2

\biggr) +

\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} dn

\biggl( 
x - l

2

\biggr) 
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}

\biggl( 
dnl

2

\biggr) , n = 2k,

\| Xn(x)\| =
\surd 
l

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \mathrm{t}\mathrm{g} dnl2
\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 

определяется как решение спектральной задачи (8), которое исследовано в работе [40], а
решение задачи (9) представлено в ([39], с. 232). Исходя из этого, можем записать решение
задачи (1)–(4) в виде

u(x, t) =

\infty \sum 
n=1

Tn(t)Yn(x), (10)

Tn(t) =

l\int 
0

u(x, t)Yn(x)dx, (11)

где

Tn(t) = \varphi nE\alpha 

\bigl[ 
a2\lambda nt

\alpha 
\bigr] 
+ \psi ntE\alpha ,2

\bigl[ 
a2\lambda nt

\alpha 
\bigr] 
+

t\int 
0

(t  - s)\alpha  - 1E\alpha ,\alpha 

\bigl[ 
a2\lambda n(t - s)\alpha 

\bigr] 
Fn(s)ds, (12)

E\alpha ,\beta (z) =

\infty \sum 
k=0

zk

\Gamma (\alpha k + \beta )
, (13)

здесь E\alpha ,\beta (z) — функция Миттаг–Леффлера. Перейдем к установлению асимптотических
свойств функции E\alpha ,\beta (z) при больших по модулю значениях аргумента z.

Лемма 1 ([41], c. 136). Пусть 0 < \alpha < 2, \beta \in \BbbR — вещественная постоянная и \mu —

фиксированное число из интервала (\pi \alpha /2,\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}\{ \pi , \pi \alpha \} ). Тогда справедлива оценка

| E\alpha ,\beta (z)| \leq 
M

1 + | z| 
, \mu \leq | \mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{g}z| \leq \pi ,

где M — постоянная, не зависящая от z.
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Значения \lambda n =  - d4n являются собственными значениями спектральной задачи (8), где

dn \approx \pi 

2l
(2n - 1).

На основании полноты системы Yn(x) в пространстве L2(0, l) можно доказать единствен-
ность решения задачи (1)–(5). Действительно, пусть существует различные функции u1(x, t)
и u2(x, t) — решения данной задачи. Тогда их разность u(x, t) = u1(x, t) - u2(x, t) есть реше-
ние однородной задачи (1)–(5), где \varphi (x) \equiv 0, \psi (x) \equiv 0, F (x, t) \equiv 0, отсюда \varphi n \equiv 0, \psi n \equiv 0,
Fn(t) \equiv 0, и из (12) получим Tn(t) \equiv 0, что на основании (11) равносильно равенству

l\int 
0

u(x, t)Yn(x)dx = 0.

В силу полноты системы Yn(x) в пространстве L2(0, l) функция u(x, t) = 0 почти всюду в
[0, l] и при любом t \in [0, T ]. Поскольку в силу условия (5) u непрерывна на \Sigma , то u(x, t) \equiv 0
на \Sigma . Тем самым единственность решения задачи (1)–(5) доказана.
Теперь переходим к исследованию решения прямой задачи. Для этого найдем

CD\alpha 
t [Tn(t)] =

CD\alpha 
t

\Biggl( 
\varphi nE\alpha 

\bigl[ 
a2\lambda nt

\alpha 
\bigr] 
+\psi ntE\alpha ,2

\bigl[ 
a2\lambda nt

\alpha 
\bigr] 
+

t\int 
0

(t - s)\alpha  - 1E\alpha ,\alpha 

\bigl[ 
a2\lambda n(t - s)\alpha 

\bigr] 
Fn(s)ds

\Biggr) 
,

1 < \alpha < 2.
Для удобства введем обозначения

I1 :=
CD\alpha 

t

\bigl( 
\varphi nE\alpha 

\bigl[ 
a2\lambda nt

\alpha 
\bigr] \bigr) 

= \varphi n
CD\alpha 

t

\bigl( 
E\alpha 

\bigl[ 
a2\lambda nt

\alpha 
\bigr] \bigr) 
, (14)

I2 :=
CD\alpha 

t

\bigl( 
\psi ntE\alpha ,2

\bigl[ 
a2\lambda nt

\alpha 
\bigr] \bigr) 

= \psi n
CD\alpha 

t

\bigl( 
tE\alpha ,2

\bigl[ 
a2\lambda nt

\alpha 
\bigr] \bigr) 
, (15)

I3 :=
CD\alpha 

t

\left(  t\int 
0

(t - s)\alpha  - 1E\alpha ,\alpha 

\bigl[ 
a2\lambda n(t - s)\alpha 

\bigr] 
Fn(s)ds

\right)  .

Начнем с вычисления дробной производной в (14). Для этого согласно (13) находим

CD\alpha 
t E\alpha 

\bigl[ 
a2\lambda nt

\alpha 
\bigr] 
= CD\alpha 

t

\infty \sum 
k=0

\bigl( 
a2\lambda nt

\alpha 
\bigr) k

\Gamma (\alpha k + 1)
=

1

\Gamma (2 - \alpha )

t\int 
0

(t - \tau )1 - \alpha \partial 2

\partial \tau 2

\infty \sum 
k=0

\bigl( 
a2\lambda n\tau 

\alpha 
\bigr) k

\Gamma (\alpha k + 1)
=

= a2\lambda nE\alpha 

\bigl[ 
a2\lambda nt

\alpha 
\bigr] 
.

Отсюда вытекает

Предложение 1. Для 1 < \alpha < 2 и \lambda > 0 верно соотношение

CD\alpha 
t E\alpha [\lambda t

\alpha ] = \lambda E\alpha [\lambda t
\alpha ], 0 < t \leq T.

Переходя к (15), имеем

CD\alpha 
t tE\alpha ,2

\bigl[ 
a2\lambda nt

\alpha 
\bigr] 
= CD\alpha 

t

\infty \sum 
k=0

\bigl( 
a2\lambda n

\bigr) k
t\alpha k+1

\Gamma (\alpha k + 2)
=

=
1

\Gamma (2 - \alpha )

t\int 
0

(t - \tau )1 - \alpha \partial 2

\partial \tau 2

\infty \sum 
k=0

\bigl( 
a2\lambda n

\bigr) k
\tau \alpha k+1

\Gamma (\alpha k + 2)
d\tau = a2\lambda ntE\alpha ,2

\bigl[ 
a2\lambda nt

\alpha 
\bigr] 
.

Отсюда вытекает
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Предложение 2. Для 1 < \alpha < 2, \beta > 0 и \lambda > 0 верно

CD\alpha 
t t

\beta E\alpha ,\alpha [\lambda t
\alpha ] = \lambda t\beta E\alpha ,\alpha [\lambda t

\alpha ], 0 < t \leq T.

Предложение 3 ([27]). Для 1 < \alpha < 2 и \lambda > 0, если f(t) \in AC[0, T ], справедливо равенство

CD\alpha 
t

t\int 
0

(t - s)\alpha  - 1E\alpha ,\alpha [\lambda (t - s)\alpha ] f(s)ds = f(t) - \lambda 

t\int 
0

(t - s)\alpha  - 1E\alpha ,\alpha [\lambda (t - s)\alpha ] f(s)ds.

Покажем, что ряд (10) является решением задачи (1)–(5). Для этого сначала убедимся,
что сумма ряда (10) является непрерывной функцией в замкнутой области \Sigma . Оценивая
выражение для Tn(t), находим

| Tn(t)
\bigm| \bigm| \leq | \varphi nE\alpha [a

2\lambda nt
\alpha ]
\bigm| \bigm| + \bigm| \bigm| \psi ntE\alpha ,2

\bigl[ 
a2\lambda nt

\alpha 
\bigr] \bigm| \bigm| +

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
t\int 

0

(t - s)\alpha  - 1E\alpha ,\alpha 

\bigl[ 
a2\lambda n(t - s)\alpha 

\bigr] 
Fn(s)ds

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| .
Далее согласно лемме 1 получим

| Tn(t)| \leq \widetilde C1 (| \varphi n| + | \psi n| + | Fn(tm)| ) ,

где Fn(tm) = \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}
0\leq t\leq T

| Fn(t)| , \widetilde C1 = \widetilde C1(\alpha , T ), далее \widetilde Ci зависит только от \alpha и T .

Теперь найдем оценку для функции cD\alpha 
t Tn(t) аналогичным образом:\bigm| \bigm| CD\alpha 

t Tn(t)
\bigm| \bigm| \leq \bigm| \bigm| a2\lambda nTn(t) + Fn(t)

\bigm| \bigm| \leq \widetilde C2\lambda n (| \varphi n| + | \psi n| + | Fn(tm)| ) .

Лемма 2. При любом t \in [0, T ] справедливы оценки

| Tn(t)| \leq \widetilde C1

\bigl( 
| \varphi n| + | \psi n| + | Fn(tm)| 

\bigr) 
, (16)\bigm| \bigm| CD\alpha 

t Tn(t)
\bigm| \bigm| \leq \widetilde C2n

4
\bigl( 
| \varphi n| + | \psi n| + | Fn(tm)| 

\bigr) 
. (17)

Формально почленным дифференцированием (10) составим ряды

CD\alpha 
t u(x, t) =

\infty \sum 
n=1

CD\alpha 
t Tn(t)Yn(x), (18)

uxxxx(x, t) =
\infty \sum 
n=1

Tn(t)X
(4)
n (x) =

\infty \sum 
n=1

d4nTn(t)Yn(x). (19)

Так как | Yn(x)| \leq 1, из ряда (10) и леммы 2 получим оценку

| u(x, t)| \leq \widetilde C1

\infty \sum 
n=1

(| \varphi n| + | \psi n| + | Fn(tm)| ) .

Точно также для рядов (18), (19) согласно лемме 2 имеем\bigm| \bigm| CD\alpha 
t u(x, t)

\bigm| \bigm| \leq \widetilde C3

\infty \sum 
n=1

\lambda n (| \varphi n| + | \psi n| + | Fn(tm)| ) ,

| uxxxx(x, t)| \leq 
\infty \sum 
n=1

d4n| Tn(t)| \leq \widetilde C2

\infty \sum 
n=1

n4 (| \varphi n| + | \psi n| + | Fn(tm)| ) .
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Ряды (10), (18) и (19) при любых (x, t) \in \Sigma согласно лемме 2 можарируются рядом

\widetilde C3

\infty \sum 
n=1

n4 (| \varphi n| + | \psi n| + | Fn(tm)| ) .

Для сходимости последного ряда нам понадобится

Лемма 3. Если функции \varphi (x), \psi (x), F (x, t) удовлетворяют условиям

\varphi (x) \in C6[0, l], \varphi (0) = \varphi (l) = \varphi \prime (0) = \varphi \prime (l) = \varphi \prime \prime \prime (0) = \varphi \prime \prime \prime (l) = \varphi (4)(0) = \varphi (4)(l) =

= \varphi (5)(0) = \varphi (5)(l) = 0,

\psi (x) \in C6[0, l], \psi (0) = \psi (l) = \psi \prime (0) = \psi \prime (l) = \psi \prime \prime \prime (0) = \psi \prime \prime \prime (l) = \psi (4)(0) = \psi (4)(l) =

= \psi (5)(0) = \psi (5)(l) = 0,

F (\cdot , t) \in C6[0, l], F (0, t) = F (l, t) = Fx(0, t) = Fx(l, t) = Fxxx(0, t) = Fxxx(l, t) =

= Fxxxx(0, t) = Fxxxx(l, t) = Fxxxxx(0, t) = Fxxxxx(l, t) = 0

для любых 0 \leq t \leq T , то справедливы соотношения

\varphi n =
1

d6n
\varphi (6)
n , \psi n =

1

d6n
\psi (6)
n , Fn(t) =

1

d6n
F (6)
n (t),

где

\varphi (6)
n =

l\int 
0

\varphi (6)(x)Yn(x)dx, \psi (6)
n =

l\int 
0

\psi (6)(x)Yn(x)dx, F (6)
n (t) =

l\int 
0

\partial 6F

\partial x6
(x, t)Yn(x)dx.

Согласно лемме 3 ряды (10), (18), (19) можарируются сходящимся числовым рядом

\widetilde C4

\infty \sum 
n=1

1

n2

\Bigl( 
| \varphi (6)

n | + | \psi (6)
n | + | F (6)

n (tm)| 
\Bigr) 
,

т. е. сходятся абсолютно и равномерно на \Sigma . Следовательно, сумма ряда удовлетворяет всем
условиям задачи (1)–(4). Таким образом, доказана

Теорема 1. Пусть функция F (x, \cdot ) \in AC[0, T ] для любых x \in [0, l]. Если функции \varphi (x),
\psi (x) и F (x, t) удовлетворяют условиям леммы 3, то существует единственное решение

задачи (1)–(4), которое определяется в виде суммы ряда (10), где коэффициенты находят-

ся по формулам (12).

3. Основной результат

Исследуем обратную задачу 1. Пусть F (x, t) = f(x)g(t). Тогда ряд (10) можно переписать
в виде

u(x, t) =

\infty \sum 
n=1

Tn(t)Yn(x) =

=
\infty \sum 
n=1

\left[  \varphi nE\alpha 

\bigl[ 
a2\lambda nt

\alpha 
\bigr] 
+ \psi ntE\alpha ,2

\bigl[ 
a2\lambda nt

\alpha 
\bigr] 
+ fn

t\int 
0

(t - s)\alpha  - 1E\alpha ,\alpha 

\bigl[ 
a2\lambda n(t - s)\alpha 

\bigr] 
g(s)ds

\right]  Yn(x),
(20)
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где

fn =

l\int 
0

f(x)Yn(x)dx.

Пользуясь условием (6), получим

u(x, t0) =
\infty \sum 
n=1

Tn(t0)Yn(x) = h(x) =
\infty \sum 
n=1

hnYn(x), (21)

где

Tn(t0) = \varphi nE\alpha 

\bigl[ 
a2\lambda nt

\alpha 
0

\bigr] 
+ \psi nt0E\alpha ,2

\bigl[ 
a2\lambda nt

\alpha 
0

\bigr] 
+ fn

t0\int 
0

(t0  - s)\alpha  - 1E\alpha ,\alpha 

\bigl[ 
a2\lambda n(t0  - s)\alpha 

\bigr] 
g(s)ds.

Пусть g(t) \equiv 1. Тогда равенство (21) примет вид\left(  t0\int 
0

(t0  - s)\alpha  - 1E\alpha ,\alpha 

\bigl[ 
a2\lambda n(t0  - s)\alpha 

\bigr] 
g(s)ds

\right)  fn = hn  - \varphi nE\alpha 

\bigl[ 
a2\lambda nt

\alpha 
0

\bigr] 
 - \psi nt0E\alpha ,2

\bigl[ 
a2\lambda nt

\alpha 
0

\bigr] 
.

(22)
Отсюда находим неизвестные коэффициенты

fn =
1

\delta n(t0)

\Bigl( 
hn  - \varphi nE\alpha 

\bigl[ 
a2\lambda nt

\alpha 
0

\bigr] 
 - \psi nt0E\alpha ,2

\bigl[ 
a2\lambda nt

\alpha 
0

\bigr] \Bigr) 
(23)

при условии, что при всех n \in \BbbN 

\delta n(t0) =
1

a2\lambda 2n

\Bigl( 
 - E\alpha 

\bigl[ 
a2\lambda nt

\alpha 
0

\bigr] 
+ 1
\Bigr) 
\not = 0,

где мы использовали

\int t

0
s\alpha  - 1E\alpha ,\alpha (cs

\alpha )ds =
1

c
( - E\alpha [ct

\alpha ]+1) для c \not = 0 и 0 \leq E\alpha (a
2\lambda nt

\alpha 
0 ) < 1.

В силу теоремы единственности решения задачи 1 выражение \delta n(t0) не равно нулю при
всех n \in \BbbN . Действительно, пусть \varphi (x) \equiv 0, \psi (x) \equiv 0, h(x) \equiv 0. Тогда \varphi n = \psi n = hn \equiv 0.
Если при некотором n = p \in \BbbN выражение \delta p(t0) = 0, то из равенства (22) следует, что
fp - произвольная постоянная, вообще говоря, не равная нулю. Тогда обратная задача 1 с
нулевыми граничными условиями при g(t) = 1 имеет ненулевое решение

u(x, t) =
fp
a2\lambda p

\Bigl( 
E\alpha 

\bigl[ 
a2\lambda nt

\alpha 
0

\bigr] 
 - 1
\Bigr) 
, f(x) = fpXp(x).

Подставив (23) в (20), найдем функцию u(x, t).
Пусть теперь g(t) \not = 1, g(t) \in C[0, T ], и можно считать, что g(t) \geq g0 = \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{s}\mathrm{t} > 0. Тогда

gn(t) = g(\xi )

\int t0

0
(t - s)\alpha  - 1E\alpha ,\alpha [a

2\lambda n(t - s)\alpha ]ds = g(\xi )
E\alpha [a

2\lambda nt
\alpha 
0 ] - 1

a2\lambda n
,

где 0 < \xi < t0.

Теорема 2. Пусть h(x) \in C1[0, l], \varphi (x) \in C1[0, l], \psi (x) \in C1[0, l], g(t) = 1 или g(t) \in 
C[0, T ], | g(x)| \geq g0 > 0, тогда обратная задача (1)–(6) в пространстве непрерывных функ-

ций имеет единственное решение.
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Исследуем обратную задачу 2.
Для этого воспользуемся условием (7) и получим

u(x0, t) =
\infty \sum 
n=1

Tn(t)Yn(x0) =
\infty \sum 
n=1

\bigl( 
\varphi nE\alpha 

\bigl[ 
a2\lambda nt

\alpha 
\bigr] 
+ \psi ntE\alpha ,2

\bigl[ 
a2\lambda nt

\alpha 
\bigr] 
+ fngn(t)

\bigr) 
Yn(x0) = q(t),

(24)
где

gn(t) =

t\int 
0

(t - s)\alpha  - 1E\alpha ,\alpha 

\bigl[ 
a2\lambda n(t - s)\alpha 

\bigr] 
g(s)ds.

Разрешая (24) относительно gn(t) получим интегральное уравнение Вольтерра первого
рода

t\int 
0

\infty \sum 
n=1

fn(t - s)\alpha  - 1E\alpha ,\alpha 

\bigl[ 
a2\lambda n(t - s)\alpha 

\bigr] 
g(s)Yn(x0)ds = \widetilde q(t), (25)

где

\widetilde q(t) = q(t) - 
\infty \sum 
n=1

\bigl( 
\varphi nE\alpha 

\bigl[ 
a2\lambda nt

\alpha 
\bigr] 
+ \psi ntE\alpha ,2

\bigl[ 
a2\lambda nt

\alpha 
\bigr] \bigr) 
Yn(x0). (26)

Сначала покажем, что \~q(t) \in C2[0, T ]. Для этого найдем первую производную по t от
(26):

d

dt
\~q(t) = q\prime (t) +

\infty \sum 
n=1

\bigl( 
\varphi na

2\lambda nt
\alpha  - 1E\alpha ,\alpha [a

2\lambda nt
\alpha ] + \psi nE\alpha [a

2\lambda nt
\alpha ]
\bigr) 
Yn(x0).

Пусть q\prime (t) \in C[0, T ], тогда ряд в (26) можарируется числовым рядом

\infty \sum 
n=1

\bigl( 
n4| \varphi n| + | \psi n| 

\bigr) 
.

Этот ряд сходится в силу леммы 3, отсюда получаем d/dt[\~q(t)] \in C[0, T ]. Далее рассмотрим

функцию p(t) = t\gamma 
d2

dt2
\~q(t). Вычисляя производную от функции

d

dt
\~q(t), имеем

p(t) = t\gamma q\prime \prime (t) - 
\infty \sum 
n=1

\bigl( 
\varphi na

2\lambda 2nt
\gamma +\alpha  - 2E\alpha ,\alpha  - 1

\bigl[ 
a2\lambda nt

\alpha 
\bigr] 
+ \psi na

2\lambda nt
\gamma +\alpha  - 1E\alpha ,\alpha 

\bigl[ 
a2\lambda nt

\alpha 
\bigr] \bigr) 
Yn(x0),

где 2  - \alpha \leq \gamma < 1, \gamma — заданное число. Включение d2/dt2[\~q(t)] \in C\gamma [0, T ] вытекает из
следующего легко доказываемого утверждения.

Лемма 4. Пусть \varphi (x) \in C10[0, l], \varphi (0) = \varphi (l) = \varphi \prime (0) = \varphi \prime (l) = \varphi \prime \prime \prime (0) = \varphi \prime \prime \prime (l) = \varphi (4)(0) =

\varphi (4)(l) = \varphi (5)(0) = \varphi (5)(l) = \varphi (7)(0) = \varphi (7)(l) = \varphi (8)(0) = \varphi (8)(l) = \varphi (9)(0) = \varphi (9)(l) = 0, и
функция \psi (x) подчинена условиям леммы 3. Тогда имеет место формула

\varphi n =
1

d10n
\varphi (10)
n ,

где

\varphi (10)
n =

l\int 
0

\varphi (10)(x)Yn(x)dx.



ОБРАТНАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ 31

Так как в интегральном уравнении Вольтерра первого рода нахождение неизвестной
функции есть некорректно поставленная задача, возьмем дробную производную Капуто
от интегрального уравнение (25) и пользуясь утверждением 3, получим

\infty \sum 
n=1

fnYn(x0)

\left(  g(t) - a2\lambda n

t\int 
0

(t - s)\alpha  - 1E\alpha ,\alpha 

\bigl[ 
a2\lambda n(t - s)\alpha 

\bigr] 
g(s)ds

\right)  = CD\alpha 
t \widetilde q(t). (27)

Отсюда
\infty \sum 
n=1

fnYn(x0) = f(x0). Если f(x0) \not = 0 и ядро интегрального уравнения — непрерыв-

ная функция, то определяя искомую функцию g(t) из (27), затем подставляя g(t) в (24),
найдем функцию u(x, t).

Теорема 3. Пусть выполнены условия леммы 4. Тогда, если

f(x0) \not = 0, q(t) \in C2
\gamma [0, T ], \varphi (x0) = q(0), \psi (x0) = q\prime (0),

то уравнение (27) имеет единственное решение g(t) в классе функций AC[0, T ].

Доказательство теоремы следует из теории интегральных уравнений Вольтерра второго
рода.
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U.D.Durdiev and A.A.Rahmonov

Inverse problem for a fourth-order differential equation with the fractional Caputo

operator

Abstract. In this paper we consider an initial boundary value problem (direct problem) for a
fourth order equation with the fractional Caputo derivative. Two inverse problems of determining
the right-hand side of the equation by a given solution of the direct problem at some point are
studied. The unknown of the first problem is a one-dimensional function depending on a spatial
variable, while in the second problem a function depending on a time variable is found. Using
eigenvalues and eigenfunctions, a solution of the direct problem is found in the form of Fourier
series. Sufficient conditions are established for the given functions, under which the solution to this
problem is classical. Using the results obtained for the direct problem and applying the method of
integral equations, we study the inverse problems. Thus the uniqueness and existence theorems of
the direct and inverse problems are proved.
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