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Аннотация. Исследуется симметричная дифференциальная задача на собственные значения в
частных производных с нелинейной зависимостью от спектрального параметра, возникающая
в физике плазмы. Предложены и обоснованы новые условия существования положительного
собственного значения и соответствующей положительной собственной функции. Построена
конечно-элементная аппроксимация задачи, сохраняющая свойство положительности реше-
ний. Установлены результаты о существовании и сходимости приближенных решений.
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Введение

Пусть \Omega — открытое ограниченное подмножество в \BbbR n с непрерывной по Липшицу грани-
цей \Gamma , \Omega = \Omega \cup \Gamma , n \geqslant 2. Изучается задача нахождения наименьшего собственного значения
\lambda \in \Lambda , \Lambda = [0,\infty ), и соответствующей положительной собственной функции u(x), x \in \Omega ,
удовлетворяющих в обобщенном смысле однородному дифференциальному уравнению в
частных производных второго порядка и однородному граничному условию Дирихле:

 - 
n\sum 

i=1

\partial 

\partial xi

\biggl( 
p(\lambda s(x))

\partial u(x)

\partial xi

\biggr) 
= r(\lambda s(x))u(x), x \in \Omega ,

u(x) = 0, x \in \Gamma .

(1)

Предположим, что функции p(\eta ), r(\eta ), \eta \in \Lambda , s(x), x \in \Omega , являются непрерывными поло-
жительными. Задачи такого вида применяются при моделировании баланса заряженных
частиц высокочастотного индукционного разряда пониженного давления [1]–[3].
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При фиксированном \eta \in \Lambda через \gamma (\eta ) обозначим минимальное собственное значение па-
раметрической задачи на собственные значения

 - 
n\sum 

i=1

\partial 

\partial xi

\biggl( 
p(\eta s(x))

\partial w(x)

\partial xi

\biggr) 
= \gamma (\eta )r(\eta s(x))w(x), x \in \Omega ,

w(x) = 0, x \in \Gamma .

(2)

Тогда минимальное собственное значение \lambda задачи на собственные значения (1) является
корнем характеристического уравнения \gamma (\lambda ) = 1, а соответствующая собственная функция
u совпадает с собственной функцией w задачи (2) при \eta = \lambda . С помощью такой характериза-
ции решений предложены и обоснованы новые необходимые и достаточные условия, а так-
же упрощенные достаточные условия для существования минимального положительного
собственного значения и соответствующей положительной собственной функции исходной
задачи (1).
Дифференциальная задача (1) аппроксимирована сеточной схемой метода конечных эле-

ментов с линейными конечными элементами на регулярной сетке, сохраняющей свойство
положительности. Установлены новые результаты существования и оценки скорости схо-
димости приближенных положительных решений. В работах [1]–[3] получены результаты
существования решений задачи (1) при завышенных требованиях гладкости коэффициен-
тов уравнения. Результаты настоящей статьи развивают и обобщают результаты работ [2],
[4]–[10]. В отличие от работ [8]–[10] в статье не предполагается монотонная зависимость
отношения Рэлея от спектрального параметра.

1. Постановка вариационной задачи

ЧерезW 1
2 (\Omega ) будем обозначать вещественное пространство Соболева ([11], с. 45) с нормой

\| v\| 1 =

\Biggl( 
1\sum 

i=0

| v| 2i

\Biggr) 1/2

, | v| 0 =

\left(  \int 
\Omega 

(v(x))2 dx

\right)  1/2

, | v| 1 =

\Biggl( 
n\sum 

i=1

| \partial iv| 20

\Biggr) 1/2

,

при \partial i = \partial /\partial xi, i = 1, 2, . . . , n, x = (x1, x2, . . . , xn) \in \BbbR n, n \geqslant 2. Через V =
\circ 
W1

2 (\Omega ) обозначим
пространство функций v из пространства Соболева W 1

2 (\Omega ), удовлетворяющих граничному
условию v(x) = 0, x \in \Gamma . Через W\alpha 

2 (\Omega ) для \alpha \in (0, 2] обозначим пространство Соболева
дробного порядка с нормой \| .\| \alpha ([11], с. 214). Введем симметричные билинейные формы

a(\eta , u, v) =

n\sum 
i=1

\int 
\Omega 

p(\eta s(x))\partial iu(x)\partial iv(x)dx, b(\eta , u, v) =

\int 
\Omega 

r(\eta s(x))u(x)v(x) dx

для произвольных функций u, v \in V при фиксированном параметре \eta \in \Lambda . Вариационные
задачи на собственные значения для дифференциальных задач (1) и (2) имеют вид:

\lambda \in \Lambda , u \in V \setminus \{ 0\} : a(\lambda , u, v) = b(\lambda , u, v) \forall v \in V, (3)

\gamma (\eta ) \in \BbbR , w \in V \setminus \{ 0\} : a(\eta , w, v) = \gamma (\eta )b(\eta , w, v) \forall v \in V. (4)

Предположим, что выполнены следующие условия.
1) Функции p(\eta ), r(\eta ), \eta \in \Lambda , s(x), x \in \Omega , являются непрерывными положительными.
2) Функции p(\eta ), r(\eta ), \eta \in \Lambda , являются неубывающими.

3) Справедливо соотношение \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
\eta \rightarrow \infty 

p(\eta )

r(\eta )
= 0.
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4) При c \in (1,\infty ) существует по крайней мере один конечный предел

\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
\eta \rightarrow \infty 

p(c\eta )

p(\eta )
= Kp(c), \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}

\eta \rightarrow \infty 

r(c\eta )

r(\eta )
= Kr(c).

Обозначим

s1 = \mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}
x\in \Omega 

s(x), s2 = \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}
x\in \Omega 

s(x), R(\eta , v) =
a(\eta , v, v)

b(\eta , v, v)
, S(v) =

| v| 21
| v| 20

,

Q =

n\prod 
i=1

[\alpha i, \beta i] \subseteq \Omega , \varkappa 0 =

n\sum 
i=1

\biggl( 
\pi 

\beta i  - \alpha i

\biggr) 2

,

где v \in V \setminus \{ 0\} , \alpha i, \beta i \in \BbbR , \alpha i < \beta i, i = 1, 2, . . . , n. Тогда справедливы ([12], с. 98) соотношения

\gamma (\eta ) = R(\eta , w) = \mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}
v\in V \setminus \{ 0\} 

R(\eta , v), 0 < \varkappa 0 \leqslant \varkappa = \mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}
v\in V \setminus \{ 0\} 

S(v). (5)

Согласно условию 1) и ([13], с. 204) минимальное собственное значение \gamma (\eta ) задачи (4)
является положительным простым и соответствует единственной нормированной положи-
тельной почти всюду в \Omega собственной функции w, b(\eta , w,w) = 1. Кроме того, по условию 1)
функция \gamma (\eta ), \eta \in \Lambda , является непрерывной [9]. Применяя далее условия 1)–4) и соотноше-
ния (5), получаем предельное соотношение на бесконечности

\gamma (\mu ) = \mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}
v\in V \setminus \{ 0\} 

R(\mu , v) \leqslant 
p(\mu s2)

r(\mu s1)
\varkappa =

p(c\eta )

p(\eta )

p(\eta )

r(\eta )
\varkappa \rightarrow 0

при \mu \rightarrow \infty , \eta = \mu s1 \rightarrow \infty , c = s2/s1 \in (1,\infty ), если существует конечный предел Kp(c). В
случае существования конечного предела Kr(c) аналогично при \mu \rightarrow \infty выводим

\gamma (\mu ) = \mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}
v\in V \setminus \{ 0\} 

R(\mu , v) \leqslant 
p(\mu s2)

r(\mu s1)
\varkappa =

r(c\eta )

r(\eta )

p(c\eta )

r(c\eta )
\varkappa \rightarrow 0.

Учитывая, что \gamma (0) = \varkappa p(0)/r(0) \geqslant \varkappa 0p(0)/r(0) согласно (5), приходим к следующему ре-
зультату существования положительных решений задачи (3).

Теорема 1. Пусть выполнены условия 1)–4) и одно из следующих условий: а) \gamma (\xi ) > 1 для
некоторого \xi \in \Lambda , b) \varkappa p(0)/r(0) > 1, c) \varkappa 0p(0)/r(0) > 1. Тогда существует минимальное

простое положительное собственное значение \lambda задачи (3), отвечающее единственной

нормированной положительной почти всюду в \Omega собственной функции u, b(\lambda , u, u) = 1.
При этом собственное значение \lambda является корнем уравнения \gamma (\lambda ) = 1, а собственная

функция u совпадает с собственной функцией w задачи (4) при \eta = \lambda .

Заметим, что условие а) теоремы 1 является не только достаточным, но и необходимым
условием существования положительных решений задачи (3).

2. Конечно-элементная аппроксимация задачи

Пусть \Omega — открытый политоп в \BbbR n с границей \Gamma , \Omega = \Omega \cup \Gamma . Определим регулярное се-
мейство разбиений \scrT h множества \Omega на симплициальные конечные элементы. Предположим,
что выполнены следующие требования ([14], сс. 48, 55, 61, 127, 128; [15], [16]).

5) Множество \Omega разбито на замкнутые n-симплексы e, \Omega =
\bigcup 
e\in \scrT h

e.

6) Любая грань каждого n-симплекса e1 является подмножеством границы \Gamma или гранью
соседнего n-симплекса e2, если e1, e2 \in \scrT h.
7) Величины внутренних двугранных углов n-симплекса из \scrT h не превышают \pi /2.
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8) Существует не зависящая от h постоянная \sigma такая, что

he
\rho e

\leqslant \sigma \forall e \in 
\bigcup 
h

\scrT h, he = \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{m}(e), \rho e = \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
B\in \scrB (e)

\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{m}(B),

где \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{m}(e) — диаметр множества e, \scrB (e) — множество всех замкнутых шаров из e.
9) Имеет место сходимость h = \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}

e\in \scrT h
he \rightarrow 0.

Заметим, что разбиение любого политопа в \BbbR n, удовлетворяющее свойствам 5)–9), суще-
ствует [16] при 2 \leqslant n \leqslant 6.
Определим конечномерные подпространства Vh пространства V размерности N = Nh

как множества непрерывных функций из пространства V , которые на каждом элементе
e \in \scrT h являются полиномами степени не выше 1. В этом случае справедливо ([14], с. 137)
требование предельной плотности семейства подпространств Vh в пространстве V , т. е. для
любой функции v из V имеет место сходимость \varepsilon h(v) \rightarrow 0 при h \rightarrow 0, где

\varepsilon h(v) = \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{f}
vh\in Vh

| v  - vh| 1. (6)

Вариационные задачи на собственные значения (3) и (4) будем аппроксимировать следу-
ющими конечномерными схемами:

\lambda h \in \Lambda , uh \in Vh \setminus \{ 0\} : a(\lambda h, uh, vh) = b(\lambda h, uh, vh) \forall vh \in Vh, (7)

\gamma h(\eta ) \in \BbbR , wh \in Vh \setminus \{ 0\} : a(\eta , wh, vh) = \gamma h(\eta )b(\eta , wh, vh) \forall vh \in Vh. (8)

Пусть \varphi 1, \varphi 2, . . . , \varphi N — базисные функции подпространства Vh ([14], с. 98). Обозначим
через A(\eta ) и B(\eta ) симметричные положительно определенные матрицы размера N с эле-
ментами aij(\eta ) = a(\eta , \varphi i, \varphi j), bij(\eta ) = b(\eta , \varphi i, \varphi j), i, j = 1, 2, . . . , N . Тогда задача (8) сводится

к матричной задаче A(\eta ) - 1B(\eta )z = (\gamma h(\eta )) - 1z. Из свойства 7) следует неотрицательноcть
[16] обратной матрицы A(\eta ) - 1 \geqslant 0. Кроме того, так как B(\eta ) \geqslant 0, то A(\eta ) - 1B(\eta ) \geqslant 0.
Поэтому из ([17], с. 344) выводим существование неотрицательного собственного вектора
z = (z1, z2, . . . , zN )\top . Следовательно, минимальное собственное значение \gamma h(\eta ) задачи (8)
является положительным и соответствует нормированной неотрицательной в \Omega собствен-

ной функции wh =
N\sum 
i=1

zi\varphi i, b(\eta , w
h, wh) = 1, поскольку zi \geqslant 0, \varphi i \geqslant 0, i = 1, 2, . . . , N . Кроме

того, по условию 1) функция \gamma h(\eta ), \eta \in \Lambda , является непрерывной [9].
Имеют место ([12], с. 98) соотношения, аналогичные (5):

\gamma (\eta ) \leqslant \gamma h(\eta ) = R(\eta , wh) = \mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}
vh\in Vh\setminus \{ 0\} 

R(\eta , vh), 0 < \varkappa 0 \leqslant \varkappa \leqslant \varkappa h = \mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}
vh\in Vh\setminus \{ 0\} 

S(vh). (9)

Предельное свойство \gamma h(\eta ) \rightarrow 0 при \eta \rightarrow \infty устанавливается согласно условиям 1)–6) с
помощью одного из двух соотношений:

\gamma h(\mu ) = \mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}
vh\in Vh\setminus \{ 0\} 

R(\mu , vh) \leqslant 
p(\mu s2)

r(\mu s1)
\varkappa h =

p(c\eta )

p(\eta )

p(\eta )

r(\eta )
\varkappa h \rightarrow 0,

\gamma h(\mu ) = \mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}
vh\in Vh\setminus \{ 0\} 

R(\mu , vh) \leqslant 
p(\mu s2)

r(\mu s1)
\varkappa h =

r(c\eta )

r(\eta )

p(c\eta )

r(c\eta )
\varkappa h \rightarrow 0

при \mu \rightarrow \infty , \eta = \mu s1 \rightarrow \infty , c = s2/s1 \in (1,\infty ), в зависимости от существования конеч-
ного предела Kp(c) или Kr(c) из условия 4). В результате, применяя соотношения \gamma h(0) =

\varkappa hp(0)/r(0) \geqslant \gamma (0) = \varkappa p(0)/r(0) \geqslant \varkappa 0p(0)/r(0) согласно (9), получаем следующий результат
существования положительных решений конечномерной задачи (7).
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Теорема 2. Пусть выполнены условия теоремы 1, а также условия 5)–7). Тогда суще-

ствует минимальное положительное собственное значение \lambda h задачи (7), отвечающее
нормированной неотрицательной в \Omega собственной функции uh, b(\lambda h, uh, uh) = 1. При этом
собственное значение \lambda h является корнем уравнения \gamma h(\lambda h) = 1, а собственная функция

uh совпадает с собственной функцией wh задачи (8) при \eta = \lambda h.

Одним и тем же символом c будем обозначать разные константы, не зависящие от h, и
считать h достаточно малым. Для \mu , \eta \in \Lambda обозначим \Delta (\mu , \eta ) = (\gamma (\mu ) - \gamma (\eta ))/(\mu  - \eta ).
Введем дополнительные условия.
10) Существует \nu > 0 такое, что \gamma (\eta ) < 1 при любом \eta \in (\lambda , \lambda + \nu ).
11) Существует \nu > 0 такое, что  - \Delta (\lambda , \eta ) \geqslant c0 > 0 при любом \eta \in (\lambda , \lambda + \nu ).
12) Существуют положительные числа \sigma , \delta , cp и cr такие, что | p(\mu )  - p(\eta )| \leqslant cp| \mu  - \eta | \sigma ,

| r(\mu ) - r(\eta )| \leqslant cr| \mu  - \eta | \sigma , \mu , \eta \in [\lambda , \lambda + \delta ).

Теорема 3. Пусть выполнены условия теоремы 2 и условие 9), \lambda и u — решения задачи

(3), \lambda h и uh — решения задачи (7).
а) Если вместе с тем выполнено условие 10), то \lambda h \geqslant \lambda и имеет место сходимость

\lambda h \rightarrow \lambda , | uh  - u| 1 \rightarrow 0, при h \rightarrow 0.
b) Если дополнительно выполнено условие 11), u \in W 1+\alpha 

2 (\Omega ), \alpha \in (0, 1], то справедлива
оценка погрешности 0 \leqslant \lambda h  - \lambda \leqslant c h2\alpha .
c) Если, кроме того, выполнены условия 11), 12), u \in W 1+\alpha 

2 (\Omega ), \alpha \in (0, 1], то справедлива
оценка погрешности | uh  - u| 1 \leqslant c h\beta при \beta = \mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}\{ \alpha , 2\alpha \sigma \} .

Результат сходимости а) теоремы 3 установлен аналогично [5] с помощью (6). Для функ-
ции u \in W 1+\alpha 

2 (\Omega ) имеет место оценка \varepsilon h(u) \leqslant c h\alpha ([18], с. 379). Следовательно, применяя [7],
[9], получаем результат о погрешности b) теоремы 3: 0 \leqslant \lambda h  - \lambda \leqslant c \varepsilon 2h(u) \leqslant c h2\alpha . С помо-

щью [9] выводим результат о погрешности c) теоремы 3: | uh - u| 1 \leqslant c \varepsilon h(u)+c(\lambda h - \lambda )\sigma \leqslant c h\beta 

при \beta = \mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}\{ \alpha , 2\alpha \sigma \} . Из ([19], с. 48) вытекает существование \alpha \in (0, 1], для которого
при достаточно гладких функциях p(\eta ), r(\eta ), \eta \in \Lambda , s(x), x \in \Omega , справедливо включение
u \in W 1+\alpha 

2 (\Omega ). Согласно условию 10) функция \gamma (\mu ) меняет знак в точке \lambda , которая является
изолированным собственным значением задачи (3). Из условия 11) следует, что функция
y = \gamma (\mu ) пересекает прямую y = 1 в точке \lambda под ненулевым углом. Если функции p(\eta ),
r(\eta ), \eta \in \Lambda , s(x), x \in \Omega , являются непрерывно дифференцируемыми, то непрерывно диф-
ференцируемой будет [4] и функция \gamma (\mu ), \eta \in \Lambda . Тогда условие 11) можно заменить на
условие  - \gamma \prime (\lambda ) \geqslant c0 > 0, а условие 12) будет выполнено при \sigma = 1. Если дополнитель-
но предположить выпуклость множества \Omega , то будет выполняться ([20], с. 147) включение
u \in W 1+\alpha 

2 (\Omega ) при \alpha = 1. Поэтому оценки погрешности теоремы 3 примут следующий вид:
0 \leqslant \lambda h  - \lambda \leqslant c h2, | uh  - u| 1 \leqslant c h. Заметим, что функции, удовлетворяющие условию 4),
имеют важные приложения в теории функций, теории вероятностей и теории дифферен-
циальных уравнений. Свойства таких функций исследуются, например, в [21].
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Approximation of positive solutions of symmetric eigenvalue problems with nonlinear
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Abstract. A symmetric partial differential eigenvalue problem with nonlinear dependence on the
spectral parameter arising in plasma physics is studied. We propose and justify new conditions for
the existence of a positive eigenvalue and the corresponding positive eigenfunction. A finite element
approximation of the problem preserving the property of positivity of solutions is constructed. The
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