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ОБ ИНВАРИАНТАХ ЛАПЛАСА ДВУМЕРНЫХ НЕЛИНЕЙНЫХ
УРАВНЕНИЙ ВТОРОГО ПОРЯДКА С ОДНОРОДНЫМ ПОЛИНОМОМ

Аннотация. Исследуются двумерные нелинейные уравнения в частных производных второго
порядка с переменными коэффициентами, левая часть которых представляет собой однород-
ный полином второй степени по искомой функции и ее производным. Рассматривается мно-
жество линейных мультипликативных преобразований неизвестной функции, сохраняющих
вид исходного уравнения. Аналогично линейным уравнениям, инварианты Лапласа определя-
ются как инварианты этого преобразования. Получены выражения для инвариантов Лапласа
через коэффициенты уравнения и их первые производные. Для рассматриваемых уравнений
найдены эквивалентные системы уравнений первого порядка, содержащие инварианты Ла-
пласа. Показано, что если один из инвариантов Лапласа равен нулю, то соответствующая
система сводится к одному уравнению первого порядка. Также в этом случае при выполне-
нии некоторых дополнительных условий на коэффициенты может быть получено решение
исходного уравнения в квадратурах. Исследования проведены для гиперболического уравне-
ния со смешанной производной и для нелинейного уравнения второго порядка общего вида
с однородным полиномом второй степени по искомой функции и ее производным. Для этих
случаев получены выражения для инвариантов Лапласа и приведены соответствующие эк-
вивалентные системы.

Ключевые слова: дифференциальное уравнение в частных производных, гиперболическое
уравнение, инвариант Лапласа, линейное мультипликативное преобразование, однородный
полином.

УДК: 517.956

DOI: 10.26907/0021-3446-2024-8-55-64

Введение

При исследовании свойств симметрии и классификации линейных гиперболических урав-
нений с переменными коэффициентами весьма эффективным является подход, основанный
на использовании инвариантов Лапласа ([1], с. 66–67; [2], с. 175–180). Как известно, ин-
варианты Лапласа — это функции коэффициентов уравнения и их производных, которые
являются инвариантными относительно линейного мультипликативного преобразования,
которое переводит исходное дифференциальное уравнение в уравнение того же вида. Пер-
воначально эти инварианты были найдены для двумерного линейного гиперболического
уравнения с переменными коэффициентами:

u\prime \prime xy + a(x, y)u\prime x + b(x, y)u\prime y + c(x, y)u = 0,
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для которого инварианты Лапласа имеют вид:

h = a\prime x + ab - c, k = b\prime y + ab - c.

В дальнейшем инварианты Лапласа были найдены для различных типов линейных уравне-
ний второго и более высоких порядков, а также систем линейных уравнений [3]–[10]. Также
в ряде работ инварианты Лапласа и их обобщения применялись к исследованию некоторых
классов нелинейных уравнений в частных производных [11]–[17]. Целью данной работы яв-
ляется нахождение инвариантов Лапласа для двумерных нелинейных уравнений второго
порядка с переменными коэффициентами, содержащих однородный полином второй степе-
ни от искомой функции и ее производных.

1. Гиперболическое уравнение со смешанной производной

Рассмотрим нелинейное гиперболическое уравнение второго порядка относительно неиз-
вестной функции u = u(x, y):

uu\prime \prime xy + b12(x, y)u
\prime 
xu

\prime 
y + b01(x, y)uu

\prime 
x + b02(x, y)uu

\prime 
y + c(x, y)u2 = 0. (1.1)

Левая часть уравнения (1.1) представляет собой однородный полином специального вида
по неизвестной функции и ее производным.
Применим к уравнению (1.1) мультипликативное преобразование искомой функции, ко-

торое имеет вид:
u(x, y) = \lambda (x, y)v(x, y). (1.2)

Подставив (1.2) в уравнение (1.1), после дифференцирования и элементарных преобразова-
ний получим уравнение относительно новой неизвестной функции v(x, y):

vv\prime \prime xy +
\~b12(x, y)v

\prime 
xv

\prime 
y +

\~b01(x, y)vv
\prime 
x +

\~b02(x, y)vv
\prime 
y + \~c(x, y)v2 = 0. (1.3)

Здесь и всюду далее знаком ”тильда” отмечены величины, относящиеся к преобразованно-
му уравнению. Найдем, каким условиям должны удовлетворять коэффициенты уравнений
(1.1), (1.3), чтобы одно из этих уравнений можно было привести к другому с помощью
преобразования (1.2).
Коэффициенты преобразованного уравнения (1.3) определяются выражениями

\~b12 = b12, \~b01 = b01 +
\lambda \prime 
y

\lambda 
(1 + b12), \~b02 = b02 +

\lambda \prime 
x

\lambda 
(1 + b12). (1.4)

\~c = c+
\lambda \prime 
x

\lambda 
b01 +

\lambda \prime 
y

\lambda 
b02 +

\lambda \prime 
x\lambda 

\prime 
y

\lambda 2
b12 +

\lambda \prime \prime 
xy

\lambda 
. (1.5)

Из формул (1.4) получаем

\lambda \prime 
x =

\~b02  - b02
1 + b12

\lambda , \lambda \prime 
y =

\~b01  - b01
1 + b12

\lambda . (1.6)

Первое из соотношений (1.6) дифференцируя по y, а второе — по x, находим смешанные
производные

\lambda \prime \prime 
xy =

\Bigl( 
( \~A2  - A2)

\prime 
y + ( \~A1  - A1)( \~A2  - A2)

\Bigr) 
\lambda , (1.7a)

\lambda \prime \prime 
yx =

\Bigl( 
( \~A1  - A1)

\prime 
x + ( \~A1  - A1)( \~A2  - A2)

\Bigr) 
\lambda . (1.7б)

Здесь введены обозначения:

A1 =
b01

1 + b12
, A2 =

b02
1 + b12

, \~A1 =
\~b01

1 + \~b12
, \~A2 =

\~b02

1 + \~b12
. (1.8)
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На основании теоремы о равенстве смешанных производных из (1.7а,б) следует

( \~A1  - A1)
\prime 
x = ( \~A2  - A2)

\prime 
y.

Далее, подставляя (1.6), (1.7б) в (1.5) и учитывая (1.8), получаем

\~c - c = ( \~A1  - A1)
\prime 
x + (1 + b12)( \~A1  - A1)( \~A2  - A2) + b01( \~A2  - A2) + b02( \~A1  - A1). (1.9)

После некоторых элементарных преобразований (1.9) приводится к виду

\~c - c = ( \~A1  - A1)
\prime 
x + (1 + b12)( \~A1

\~A2  - A1A2). (1.10)

Преобразуем (1.10) так, чтобы в левой части были только слагаемые, относящиеся к преоб-
разованному уравнению, а в правой части — относящиеся только к исходному уравнению,
тогда с учетом (1.8) и первой формулы (1.4) находим

\partial 

\partial x

\Biggl( 
\~b01

1 + \~b12

\Biggr) 
+

\~b01\~b02

1 + \~b12
 - \~c =

\partial 

\partial x

\biggl( 
b01

1 + b12

\biggr) 
+

b01b02
1 + b12

 - c. (1.11)

Из (1.11) следует, что функция

I1 =
\partial 

\partial x

\biggl( 
b01

1 + b12

\biggr) 
+

b01b02
1 + b12

 - c (1.12)

не изменяется при преобразовании (1.2) и поэтому является инвариантом уравнения (1.1)
относительно данного преобразования.
Для нахождения второго инварианта, подставляя (1.6), (1.7а) в (1.5) и учитывая (1.8),

получаем

\~c - c = ( \~A2  - A2)
\prime 
y + (1 + b12)( \~A1  - A1)( \~A2  - A2) + b01( \~A2  - A2) + b02( \~A1  - A1). (1.13)

В результате рассуждений, аналогичных приведенным выше, (1.13) преобразуется к виду

\partial 

\partial y

\Biggl( 
\~b02

1 + \~b12

\Biggr) 
+

\~b01\~b02

1 + \~b12
 - \~c =

\partial 

\partial y

\biggl( 
b02

1 + b12

\biggr) 
+

b01b02
1 + b12

 - c. (1.14)

Из (1.14) следует, что функция

I2 =
\partial 

\partial y

\biggl( 
b02

1 + b12

\biggr) 
+

b01b02
1 + b12

 - c (1.15)

также является инвариантом уравнения (1.1) относительно преобразования (1.2).
Используя соотношения (1.6), нетрудно выразить функцию \lambda (x, y), определяющую вид

преобразования (1.2), через коэффициенты уравнений (1.1), (1.3):

\lambda (x, y) = \lambda 0 \mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p}

\Biggl( \int \~b02  - b02
1 + b12

dx+

\int \~b01  - b01
1 + b12

dy

\Biggr) 
, (1.16)

где \lambda 0 — произвольная постоянная.
Итак, в результате проведенных рассуждений доказана

Теорема 1. Уравнение (1.1) и уравнение (1.3) того же вида могут быть связаны с помо-

щью преобразования (1.2) в том и только том случае, если инварианты I1, I2, определя-
емые формулами (1.12), (1.15), одинаковы для обоих уравнений и если выполнено условие
\~b12 = b12. При этом коэффициент \lambda (x, y) преобразования (1.2) определяется формулой

(1.16).
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Следствие. Если для уравнения (1.1) I1 = I2 = 0, то это уравнение с помощью преобра-
зования (1.2) может быть приведено к виду

vv\prime \prime xy + b12(x, y)v
\prime 
xv

\prime 
y = 0. (1.17)

Данное утверждение следует из того факта, что для уравнения (1.17) оба инварианта
равны нулю, а коэффициент b12 такой же, как у исходного уравнения (1.1).

Теорема 2. Уравнение (1.1) эквивалентно следующим системам уравнений относительно

неизвестных функций u(x, y), w(x, y):

uu\prime y +
b01

1 + b12
u2 = w;

w\prime 
x +

\biggl( 
b02 + (b12  - 1)

u\prime x
u

\biggr) 
w = I1u,

(1.18)

uu\prime x +
b02

1 + b12
u2 = w;

w\prime 
y +

\biggl( 
b01 + (b12  - 1)

u\prime y
u

\biggr) 
w = I2u.

(1.19)

Доказательство. 1. Рассмотрим нелинейный дифференциальный оператор

P [u] =

\biggl( 
\partial 

\partial x
+ p2 + p3

u\prime x
u

\biggr) \biggl( 
u
\partial 

\partial y
+ p1u

\biggr) 
u, (1.20)

где p1,2,3(x, y) — пока неопределенные коэффициенты, которые будут определены ниже.
Раскрывая скобки, преобразуем оператор (1.20):

P [u] = uu\prime \prime xy + (1 + p3)u
\prime 
xu

\prime 
y + p1(2 + p3)uu

\prime 
x + p2uu

\prime 
y + (p1p2 + (p1)

\prime 
x)u

2. (1.21)

Определим коэффициенты p1, p2, p3 так, чтобы выполнялись соотношения

1 + p3 = b12, p1(2 + p3) = b01, p2 = b02. (1.22)

Из (1.22) находим, что эти коэффициенты определяются выражениями

p1 =
b01

1 + b12
, p2 = b02, p3 = b12  - 1. (1.23)

Используя (1.21)–(1.23) и учитывая (1.12), имеем

P [u] =
\bigl( 
uu\prime \prime xy + b12(x, y)u

\prime 
xu

\prime 
y + b01(x, y)uu

\prime 
x + b02(x, y)uu

\prime 
y + c(x, y)u2

\bigr) 
+ I1u

2. (1.24)

Выражение в скобках в (1.24) совпадает с левой частью уравнения (1.1). Тогда если u(x, y)
удовлетворяет уравнению (1.1), то (1.24) сводится к следующему:

P [u] = I1u
2. (1.25)

Далее, вводя новую неизвестную функцию

w(x, y) = uu\prime y + p1u
2,

получаем из (1.20), (1.22) и (1.25), что функции u(x, y), w(x, y) удовлетворяют системе урав-
нений (1.18).
2. Рассмотрим нелинейный дифференциальный оператор

Q[u] =

\biggl( 
\partial 

\partial y
+ q2 + q3

u\prime y
u

\biggr) \biggl( 
u
\partial 

\partial x
+ q1u

\biggr) 
u. (1.26)
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Проводя рассуждения, аналогичные п. 1 доказательства, находим

q1 =
b02

1 + b12
, q2 = b01, q3 = b12  - 1. (1.27)

Поэтому Q[u] можно представить в виде:

Q[u] =
\bigl( 
uu\prime \prime xy + b12(x, y)u

\prime 
xu

\prime 
y + b01(x, y)uu

\prime 
x + b02(x, y)uu

\prime 
y + c(x, y)u2

\bigr) 
+ I2u

2. (1.28)

Аналогично п. 1, если u(x, y) удовлетворяет уравнению (1.1), то (1.28) сводится к следую-
щему:

Q[u] = I2u
2. (1.29)

Далее, вводя новую неизвестную функцию

w(x, y) = uu\prime x + q1u
2,

получаем из (1.26), (1.27) и (1.29), что функции u(x, y), w(x, y) удовлетворяют системе урав-
нений (1.19). \square 

Используя системы (1.18), (1.19) , можно получить общее решение уравнения (1.1) в
квадратурах в некоторых частных случаях, которые приведем ниже.
Случай 1. I1 = 0, b12 = 1. Тогда, решая второе уравнение системы (1.18), находим

w(x, y) = w0(y) \mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p}

\biggl( 
 - 
\int 

b02dx

\biggr) 
, (1.30)

где w0(y) — произвольная функция. Подставляя (1.30) в первое уравнение системы (1.18),
получим общее решение уравнения (1.1)

u(x, y) =

\biggl\{ \biggl[ 
u0(x) + 2

\int 
w0(y) \mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p}

\biggl( \int 
b01dy  - 

\int 
b02dx

\biggr) 
dy

\biggr] 
\mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p}

\biggl( 
 - 
\int 

b01dy

\biggr) \biggr\} 1
2

,

где u0(x), w0(y) — произвольные функции.
Случай 2. I2 = 0, b12 = 1. Аналогично случаю 1, решая второе уравнение системы (1.19),

находим

w(x, y) = w0(x) \mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p}

\biggl( 
 - 
\int 

b01dy

\biggr) 
, (1.31)

где w0(x) — произвольная функция. Подставляя (1.31) в первое уравнение системы (1.19),
получим общее решение уравнения (1.1):

u(x, y) =

\biggl\{ \biggl[ 
u0(y) + 2

\int 
w0(x) \mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p}

\biggl( 
 - 
\int 

b01dy +

\int 
b02dx

\biggr) 
dx

\biggr] 
\mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p}

\biggl( 
 - 
\int 

b02dx

\biggr) \biggr\} 1
2

,

где u0(y), w0(x) — произвольные функции.

2. Инварианты уравнения общего вида. Анализ гиперболического уравнения

Рассмотрим двумерное уравнение второго порядка общего вида, содержащее однородный
полином от искомой функции и ее производных

u
\bigl( 
a11u

\prime \prime 
xx + a12u

\prime \prime 
xy + a22u

\prime \prime 
yy

\bigr) 
+ b11(u

\prime 
x)

2+ b12u
\prime 
xu

\prime 
y+ b22(u

\prime 
y)

2+ b01uu
\prime 
x+ b02uu

\prime 
y+ cu2 = 0. (2.1)

Предполагается, что коэффициенты уравнения (2.1) являются функциями независимых
переменных: aij = aij(x, y), bij = bij(x, y), c = c(x, y). Применим к уравнению (2.1) линейное
мультипликативное преобразование (1.2), в результате чего (2.1) приводится к виду

v
\bigl( 
\~a11v

\prime \prime 
xx + \~a12v

\prime \prime 
xy + \~a22v

\prime \prime 
yy

\bigr) 
+\~b11(v

\prime 
x)

2 +\~b12v
\prime 
xv

\prime 
y +

\~b22(v
\prime 
y)

2 +\~b01vv
\prime 
x +

\~b02vv
\prime 
y + \~cv2 = 0. (2.2)
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Коэффициенты уравнений (2.1) и (2.2) связаны соотношениями

\~a11 = a11, \~a12 = a12, \~a22 = a22, \~b11 = b11, \~b12 = b12, \~b22 = b22, (2.3)

\~b01 = b01 + 2(a11 + b11)
\lambda \prime 
x

\lambda 
+ (a12 + b12)

\lambda \prime 
y

\lambda 
, (2.4а)

\~b02 = b02 + 2(a22 + b22)
\lambda \prime 
y

\lambda 
+ (a12 + b12)

\lambda \prime 
x

\lambda 
, (2.4б)

\~c = c+ a11
\lambda \prime \prime 
xx

\lambda 
+ b11

\biggl( 
\lambda \prime 
x

\lambda 

\biggr) 2

+ a12
\lambda \prime \prime 
xy

\lambda 
+ b12

\lambda \prime 
x\lambda 

\prime 
y

\lambda 2
+ a22

\lambda \prime \prime 
yy

\lambda 
+ b22

\biggl( 
\lambda \prime 
y

\lambda 

\biggr) 2

+ b01
\lambda \prime 
x

\lambda 
+ b02

\lambda \prime 
y

\lambda 
. (2.5)

Решая систему уравнений (2.4а,б) относительно
\lambda \prime 
x

\lambda 
,
\lambda \prime 
y

\lambda 
и учитывая соотношения (2.3), на-

ходим

\lambda \prime 
x = ( \~B1  - B1)\lambda , \lambda \prime 

y = ( \~B2  - B2)\lambda , (2.6)

где

B1 =
2b01(a22 + b22) - b02(a12 + b12)

\Delta 
, B2 =

2b02(a11 + b11) - b01(a12 + b12)

\Delta 
, (2.7)

\Delta = 4(a11 + b11)(a22 + b22) - (a12 + b12)
2, (2.7а)

\~B1 =
2\~b01(\~a22 +\~b22) - \~b02(\~a12 +\~b12)

\~\Delta 
, \~B2 =

2\~b02(\~a11 +\~b11) - \~b01(\~a12 +\~b12)
\~\Delta 

, (2.8)

\~\Delta = 4(\~a11 +\~b11)(\~a22 +\~b22) - (\~a12 +\~b12)
2. (2.8а)

Первое из соотношений (2.6) дифференцируя по y, а второе — по x, получаем

\lambda \prime \prime 
xy =

\Bigl( 
( \~B1  - B1)

\prime 
y + ( \~B1  - B1)( \~B2  - B2)

\Bigr) 
\lambda , (2.9а)

\lambda \prime \prime 
yx =

\Bigl( 
( \~B2  - B2)

\prime 
x + ( \~B1  - B1)( \~B2  - B2)

\Bigr) 
\lambda . (2.9б)

На основании теоремы о равенстве смешанных производных из (2.9а,б) находим

( \~B1  - B1)
\prime 
y = ( \~B2  - B2)

\prime 
x. (2.10)

Соотношение (2.10) можно переписать в виде

\~B\prime 
1y  - \~B\prime 

2x = B\prime 
1y  - B\prime 

2x. (2.10а)

В свою очередь, из (2.10а) следует, что при преобразовании (1.2) для уравнения (2.1) вели-
чина

I1 = B\prime 
1y  - B\prime 

2x (2.11)

является инвариантом.

Далее подставим в (2.5) выражения (2.6) для
\lambda \prime 
x

\lambda 
,
\lambda \prime 
y

\lambda 
с учетом (2.7), (2.7а), (2.8), (2.8а).

Тогда после дифференцирования и некоторых преобразований получаем выражение для
второго инварианта

I2 = a11B
\prime 
1x + a12B

\prime 
1y + a22B

\prime 
2y +

(a22 + b22)b
2
01 + (a11 + b11)b

2
02  - (a12 + b12)b01b02

\Delta 
. (2.12)

Справедлива
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Теорема 3. Уравнение (2.1) и уравнение (2.2) того же вида могут быть связаны с помо-

щью преобразования (1.2) в том и только том случае, если инварианты I1, I2, определя-
емые формулами (2.11), (2.12), одинаковы для обоих уравнений и если выполнены условия

(2.3) для коэффициентов обоих уравнений.

Замечание. Для сравнения с результатами п.1 вместо I1, I2 будем использовать инвари-
анты J1 = I2  - a12I1, J2 = I2, так что для J2 справедливо выражение (2.12),

J1 = a11B
\prime 
1x + a12B

\prime 
2x + a22B

\prime 
2y +

(a22 + b22)b
2
01 + (a11 + b11)b

2
02  - (a12 + b12)b01b02

\Delta 
. (2.13)

Нетрудно проверить, что в частном случае a11 = b11 = a22 = b22 = 0, a12 = 1 инварианты
(2.13), (2.12) сводятся к инвариантам (1.12), (1.15), соответственно, полученным в п.1 для
гиперболического уравнения со смешанной производной.

Теорема 4. Пусть коэффициенты уравнения (2.1)

a11 = 1, a22 =  - 1, a12 = 0, (2.14)

что соответствует гиперболическому уравнению канонического вида. Тогда

1. если выполнено дополнительное условие

b12 =  - b11  - b22, (2.15)

то уравнение (2.1) эквивалентно системе уравнений

u(u\prime x  - u\prime y) +
b01 + b02

2 + b11  - b22
u2 = w,

w\prime 
x + w\prime 

y +

\biggl( 
b01(1 - b22) - b02(1 + b11)

2 + b11  - b22
+ (b11  - 1)

u\prime x
u

 - (b22 + 1)
u\prime y
u

\biggr) 
w = H1u;

(2.16)

2. если выполнено дополнительное условие

b12 = b11 + b22, (2.17)

то уравнение (2.1) эквивалентно системе уравнений

u(u\prime x + u\prime y) +
b01  - b02

2 + b11  - b22
u2 = w,

w\prime 
x  - w\prime 

y +

\biggl( 
b01(1 - b22) + b02(1 + b11)

2 + b11  - b22
+ (b11  - 1)

u\prime x
u

+ (b22 + 1)
u\prime y
u

\biggr) 
w = H2u.

(2.18)

Здесь H1, H2 — инварианты уравнения (2.1), которые для рассматриваемого случая опре-

деляются выражениями

H1 =

\biggl( 
\partial 

\partial x
+

\partial 

\partial y

\biggr) 
b01 + b02

2 + b11  - b22
+

b201(1 - b22) - b202(1 + b11) + b01b02b12
(2 + b11  - b22)2

 - c, (2.19)

H2 =

\biggl( 
\partial 

\partial x
 - \partial 

\partial y

\biggr) 
b01  - b02

2 + b11  - b22
+

b201(1 - b22) - b202(1 + b11) + b01b02b12
(2 + b11  - b22)2

 - c. (2.20)

Доказательство. Пусть нелинейный дифференциальный оператор

P [u] =

\biggl( 
p1

\partial 

\partial x
+ p2

\partial 

\partial y
+ p3 + p4

u\prime x
u

+ p5
u\prime y
u

\biggr) \biggl( 
q1u

\partial 

\partial x
+ q2u

\partial 

\partial y
+ q3u

\biggr) 
u, (2.21)
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где p1,2,3,4,5(x, y), q1,2,3(x, y) — пока неопределенные коэффициенты, которые будут опреде-
лены ниже. В результате элементарных преобразований выражение (2.21) можно предста-
вить в виде

P [u] = p1q1uu
\prime \prime 
xx + (p1q2 + p2q1)uu

\prime \prime 
xy + p2q2uu

\prime \prime 
yy + (p1 + p4)q1(u

\prime 
x)

2 + (p2 + p5)q2(u
\prime 
y)

2+

+(p1q2 + p2q1 + p4q2 + p5q1)u
\prime 
xu

\prime 
y + (p1q

\prime 
1x + p2q

\prime 
1y + 2p1q3 + p3q1 + p4q3)uu

\prime 
x+

+(p1q
\prime 
2x + p2q

\prime 
2y + 2p2q3 + p3q2 + p5q3)uu

\prime 
y + (p1q

\prime 
3x + p2q

\prime 
3y + p3q3)u

2.
(2.22)

Определим pi, qi так, чтобы коэффициенты во всех слагаемых в (2.22), кроме последнего,
совпадали с соответствующими коэффициентами уравнения (2.1). Тогда, учитывая условия
(2.14), получаем систему уравнений относительно pi, qi:

p1q1 = 1, p1q2 + p2q1 = 0, p2q2 =  - 1, (2.23а)

(p1 + p4)q1 = b11, (p1 + p4)q2 + (p2 + p5)q1 = b12, (p2 + p5)q2 = b22, (2.23б)

p1q
\prime 
1x + p2q

\prime 
1y + 2p1q3 + p3q1 + p4q3 = b01, (2.23в)

p1q
\prime 
2x + p2q

\prime 
2y + 2p2q3 + p3q2 + p5q3 = b02. (2.23г)

Из уравнений (2.23а) нетрудно получить

p2/p1 = \pm 1. (2.24)

Далее, из уравнений (2.23а,б) следует

p4/p1 = b11  - 1, p5/p2 =  - b22  - 1. (2.25)

Подставляя (2.25) во второе из уравнений (2.23б) и учитывая (2.24), получаем

p2
p1

(b11 + b22) =  - b12. (2.26)

На основании (2.24) рассмотрим два возможных случая.
Случай 1. p2/p1 = 1. Без ограничения общности положим p1 = 1, тогда с учетом (2.23а),

(2.25) имеем

p2 = q1 = 1, q2 =  - 1, p4 = b11  - 1, p5 =  - b22  - 1. (2.27)

Кроме того, из (2.26) в этом случае следует условие (2.15). Подставляя (2.27) в (2.23в,г),
получаем систему линейных уравнений относительно p3, q3:

p3 + (1 + b11)q3 = b01;

 - p3 + (1 - b22)q3 = b02.
(2.28)

Из (2.28) находим

p3 =
b01(1 - b22) - b02(1 + b11)

D
, q3 =

b01 + b02
D

, D = 2 + b11  - b22. (2.29)

Учитывая (2.27) и (2.29), выражение (2.22) преобразуется к виду

P [u] = (uu\prime \prime xx  - uu\prime \prime yy + b11(u
\prime 
x)

2 + b22(u
\prime 
y)

2 + b12u
\prime 
xu

\prime 
y + b01uu

\prime 
x + b02uu

\prime 
y + cu2) +H1u

2, (2.30)

где H1 определяется выражением (2.19). Нетрудно проверить, что при выполнении условий
(2.14)

H1 = I1 + I2,

где I1, I2 определяются выражениями (2.11), (2.12); поэтому H1 также является инвариан-
том Лапласа.
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Если при условиях данной теоремы функция u = u(x, y) удовлетворяет уравнению (2.1),
то выражение в скобках в правой части (2.30) тождественно равно нулю, и (2.30) сводится
к следующему:

P [u] = H1u
2. (2.31)

Далее, вводя новую неизвестную функцию

w(x, y) = q1uu
\prime 
x + q2uu

\prime 
y + q3u

2, (2.32)

из (2.21), (2.27), (2.29), (2.31) получаем, что функции u(x, y), w(x, y) удовлетворяют системе
уравнений (2.16).
Случай 2. p2/p1 =  - 1. Без ограничения общности положим p1 = 1, тогда с учетом (2.23а),

(2.25) имеем

p2 =  - 1, q1 = 1, q2 =  - 1, p4 = b11  - 1, p5 = b22 + 1. (2.33)

Аналогично случаю 1 из (2.26) следует условие (2.17). Подставляя (2.33) в (2.23в,г), полу-
чаем систему линейных уравнений относительно p3, q3:

p3 + (b11 + 1)q3 = b01;

p3 + (b22  - 1)q3 = b02.
(2.34)

Из (2.34) находим

p3 =
b01(1 - b22) + b02(1 + b11)

D
, q3 =

b01  - b02
D

, D = 2 + b11  - b22. (2.35)

Проводя рассуждения, аналогичные случаю 1, получаем, что если при условиях данной
теоремы функция u = u(x, y) удовлетворяет уравнению (2.1), то

P [u] = H2u
2, (2.36)

где H2 определяется выражением (2.20). Нетрудно проверить, что при выполнении условий
(2.14)

H2 = I1  - I2,

где I1, I2 определяются выражениями (2.11), (2.12); поэтому H2 также является инвариан-
том Лапласа.
Далее, вводя новую неизвестную функцию с помощью выражения (2.32), из (2.21), (2.33),

(2.35), (2.36) получаем, что функции u(x, y), w(x, y) удовлетворяют системе уравнений (2.18).
\square 
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I.V.Rakhmelevich

On Laplace invariants of two-dimensional nonlinear equations of the second order with

homogeneous polynomial

Abstract. We study two-dimensional nonlinear partial differential equations of the second order
with variable coefficients. The left-hand side of these equations is a homogeneous polynomial of
the second degree in unknown function and its derivatives. We consider a set of linear multiplicative
transformations of the unknown function which keep the form of the initial equation. By analogy
with linear equations, the Laplace invariants are determined as the invariants of this transformation.
The expressions for the Laplace invariants in terms of the coefficients of the equation and their first
derivatives are obtained. For the considered equations, we found the equivalent systems of the first
order equations containing the Laplace invariants. It is shown that if one of the Laplace invariants
equals zero, the corresponding system is reduced to one equation of the first order. Also in this case,
the solution of the initial equation can be obtained in quadratures if some additional conditions on
the coefficients are met. The investigations are executed for a hyperbolic equation with a mixed
derivative and for a nonlinear second order equation of the general form with a homogeneous
polynomial of the second degree in unknown function and its derivatives. We obtained for these
cases the Laplace invariants and equivalent systems of the first order equations.
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