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ОБ АПРИОРНОЙ ОЦЕНКЕ ПЕРИОДИЧЕСКИХ РЕШЕНИЙ СИСТЕМЫ
НЕЛИНЕЙНЫХ ОБЫКНОВЕННЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ

УРАВНЕНИЙ ВТОРОГО ПОРЯДКА

Аннотация. Исследован вопрос об априорной оценке периодических решений для системы
нелинейных обыкновенных дифференциальных уравнений второго порядка с выделенной
главной положительно однородной частью. В данном вопросе непосредственно не примени-
мы методы вывода априорной оценки периодических решений, известные для аналогичных
систем обыкновенных дифференциальных уравнений первого порядка. Сочетая данные мето-
ды с идеей качественного исследования сингулярно возмущенных обыкновенных дифферен-
циальных уравнений, найдены условия, обеспечивающие априорную оценку периодических
решений для рассматриваемой системы уравнений второго порядка. Условия априорной оцен-
ки сформулированы в терминах свойств главной положительно однородной части системы
уравнений. Доказана инвариантность существования периодических решений при непрерыв-
ном изменении главной положительно однородной части и сохранении условий априорной
оценки. На основе полученных результатов в последующем можно исследовать существова-
ние периодических решений.
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Введение

Рассмотрим систему обыкновенных дифференциальных уравнений вида

x\prime \prime (t) = P (t, x(t), x\prime (t)) + f(t, x(t), x\prime (t)), t \in \mathrm{R}, x(t) \in \mathrm{R}n. (1)

Здесь n \geq 2, \mathrm{R} = ( - \infty ,+\infty ), отображения P, f : \mathrm{R}2n+1 \mapsto \rightarrow \mathrm{R}n заданы, непрерывны и
удовлетворяют следующим условиям:
1) порядок роста | f(t, y1, y2)| при больших значениях | y1| + | y2| ограничен заданным чис-

лом m > 1,

\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
| y1| +| y2| \rightarrow \infty 

(| y1| + | y2| ) - m \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
t\in \mathrm{R}

| f(t, y1, y2)| = 0;

2) отображение P (t, y1, y2) по y1, y2 положительно однородно порядка m, т. е.

P (t, \lambda y1, \lambda y2) \equiv \lambda mP (t, y1, y2) \forall \lambda > 0;
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3) отображения P (t, y1, y2), f(t, y1, y2) периодичны по t с периодом 1, т. е. P (t+1, y1, y2) \equiv 
P (t, y1, y2), f(t+ 1, y1, y2) \equiv f(t, y1, y2).
Учитывая условия 1) и 2), отображение P называем главной положительно однородной

частью, а отображение f — возмущением.
Периодическим решением системы уравнений (1) называем вектор-функцию x \in C2(\mathrm{R};\mathrm{R}n),

удовлетворяющую уравнениям системы (1) и условию периодичности x(t+ 1) \equiv x(t).
Априорной оценкой периодических решений называем оценку вида

\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}
t\in \mathrm{R}

\bigl( 
| x(t)| + | x\prime (t)| 

\bigr) 
< M (2)

с константой M > 0, зависящей от P, f и не зависящей от периодического решения x(t)
системы уравнений (1). Наличие априорной оценки позволяет исследовать существование
периодических решений, применяя методы вычисления вращения векторных полей [1].
В работах [2]–[4], применяя и развивая методы априорной оценки и вычисления вра-

щения векторных полей, исследовано существование периодических решений для систем
обыкновенных дифференциальных уравнений первого порядка с главной положительно
однородной частью. Применение этих методов к системе уравнений (1) затруднено дву-
мя обстоятельствами. Во-первых, для системы уравнений (1) необходимо исключить слу-
чай существования ограниченного решения x(t) с неограниченной первой производной x\prime (t)
(см. например, [5]). Во-вторых, в указанных работах при выводе априорной оценки исполь-
зуется преобразование подобия (t, x) \mapsto \rightarrow (r1 - mt, r - 1x), сохраняющее главную положительно
однородную часть системы уравнений первого порядка, и тем самым удается найти условия
априорной оценки. В случае системы уравнений второго порядка находить такое преобра-
зование не всегда возможно.
Априорная оценка и существование периодических решений системы уравнений вида (1)

в скалярном случае, т. е. при n = 1, исследованы в работе [6]. В данной работе при выво-
де априорной оценки существенно используется одномерность системы уравнений и общая
идея качественного исследования сингулярно возмущенных обыкновенных дифференци-
альных уравнений. В настоящей работе, сочетая методы работы [6] с выше упомянутым
преобразованием подобия, найдены условия, обеспечивающие априорную оценку периоди-
ческих решений системы уравнений (1). Часть полученных результатов анонсирована в
работе [7].
Условия априорной оценки сформулированы в терминах свойств главной положительно

однородной части P . Для этого сначала исследовано при каких условиях для произвольного
периодического решения x(t) системы уравнений (1) имеет место оценка

| x\prime (t)| \leq M0 (1 + | x(t)| ) , t \in \mathrm{R}, (3)

где M0 > 0 не зависит от x(t). Далее, для привлечения идеи качественного исследова-
ния сингулярно возмущенных обыкновенных дифференциальных уравнений учитывается
структура множества нулей \{ (t, y1, y2) : P (t, y1, y2) = 0\} отображения P . Предполагается,
что данное множество состоит из одной поверхности. Случай многих поверхностей не рас-
сматривается и требует дополнительного исследования. Cлучай двух поверхностей в одном
частном примере рассмотрен в работе [8].
Кроме того, доказана инвариантность существования периодических решений системы

уравнений (1) при гомотопии — непрерывном изменении P и сохранении условий априорной
оценки. На основе полученных результатов в последующем можно исследовать существо-
вание периодических решений.
Существование периодических решений для систем нелинейных обыкновенных диффе-

ренциальных уравнений исследовано в многочисленных работах других авторов. Можно
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отметить работы [9], [10], где применяются идеи и методы, близкие к настоящей работе.
Например, в работе [10] получены достаточные условия, которым должна удовлетворять
асимптотически устойчивая в целом автономная система дифференциальных уравнений, за-
данная в \mathrm{R}n, чтобы при любом \omega -периодическом ее возмущении она имела \omega -периодическое
решение.

1. Основные результаты

Сначала исследуем условия, при которых для произвольного периодического решения
x(t) системы уравнений (1) имеет место оценка (3).
Верна

Теорема 1. Пусть выполнены условия 1)–3) и условие

4) при каждом фиксированном t0 \in \mathrm{R} система уравнений

y\prime (t) = P (t0, 0, y(t)), y(t) \in \mathrm{R}n, (4)

не имеет ненулевых решений, определенных и ограниченных на промежутке ( - \infty ,+\infty ).
Тогда для произвольного периодического решения x(t) системы уравнений (1) имеет место

оценка (3).

Условия 1)–4) не достаточны для априорной оценки (2). Как отмечено в работе [7], необ-
ходимо учитывать структуру множества нулей отображения P . Для определенности рас-
смотрим случай, когда множество нулей отображения P состоит из одной поверхности.
Предположим, что выполнены следующие условия:
5) множество нулей \{ (t, y1, y2) : P (t, y1, y2) = 0\} отображения P состоит из одной по-

верхности \{ (t, y1, y2) : y2 = B(t, y1)\} , где отображение B(t, y1) непрерывно по совокупности
переменных, по y1 положительно однородно порядка 1 и периодично по t с периодом 1;
6) система уравнений

y\prime (t) = B(t, y(t)), y(t) \in \mathrm{R}n, (5)

не имеет ненулевых периодических решений периода 1;
7) при фиксированных t0 \in \mathrm{R}, x0 \in \mathrm{R}n система уравнений

y\prime (t) = P (t0, x0, y(t)), y(t) \in \mathrm{R}n, (6)

не имеет решений, определенных и ограниченных на промежутке ( - \infty ,+\infty ) и удовлетво-
ряющих условию P (t0, x0, y(0)) \not = 0.
Справедлива

Теорема 2. Пусть выполнены условия 1)–7). Тогда для периодических решений системы

уравнений (1) имеет место априорная оценка (2).

Условия 1)–7) позволяют доказать инвариантность существования периодических реше-
ний системы уравнений (1) при гомотопии — непрерывном изменении P и сохранении усло-
вий априорной оценки (другими словами, продолжимость периодического решения по па-
раметру).

Теорема 3. Пусть семейство отображений \~P (t, y1, y2, \lambda ), \lambda \in [0, 1] непрерывно по сово-

купности переменных и при каждом \lambda \in [0, 1] удовлетворяет условиям 2)–7). Тогда для

системы уравнений (1) существование периодического решения при P = \~P (\cdot , \cdot , \cdot , 0) и любом
возмущении f равносильно существованию периодического решения при P = \~P (\cdot , \cdot , \cdot , 1) и
любом возмущении f .

Отсюда, как следствие, вытекает
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Теорема 4. Если выполнены условия 1)–7), то существование периодического решения

системы уравнений (1) при любом возмущении f равносильно существованию периодиче-

ского решения системы уравнений

x\prime \prime (t) = P (t, 0, x\prime (t) - B(t, x(t))) + f(t, x(t), x\prime (t)), t \in \mathrm{R}, x(t) \in \mathrm{R}n,

при любом возмущении f .

В качестве отображения P , удовлетворяющего условиям теоремы 3, можно взять

P (t, y1, y2) = Q(t, y2  - B(t, y1))),

где отображение B удовлетворяет условиям 5), 6), а отображение Q(t, y) непрерывно по
совокупности переменных, периодично по t с периодом 1 и удовлетворяет следующим усло-
виям:
8) Q(t, \lambda y) \equiv \lambda mQ(t, y) \forall \lambda > 0;
9) при фиксированном t0 \in \mathrm{R} система уравнений

y\prime (t) = Q(t0, y(t)), y(t) \in \mathrm{R}n,

не имеет ненулевых решений, определенных и ограниченных на промежутке ( - \infty ,+\infty ).
Например, при n = 2 отображение Q(t, y), y = (y1, y2) \in \mathrm{R}2, определяемое ниже приво-

димой формулой, удовлетворяет условиям 8), 9):

Q(t, y) = | y1  - iy2| m - k2
\Bigl( 
\mathrm{R}\mathrm{e}

\Bigl( 
ei2\pi k1t(y1  - iy2)

k2
\Bigr) 
, \mathrm{I}\mathrm{m}

\Bigl( 
ei2\pi k1t(y1  - iy2)

k2
\Bigr) \Bigr) 

,

где k1, k2 — целые числа, k2 \geq 0, i =
\surd 
 - 1 — мнимая единица. Выполнение условия 9)

можно проверить, применяя теорему 14.3 из книги ([1], с. 85).
Отображение B, как пример, можно задавать формулой B(t, y) = Ay, где A— квадратная

матрица, не имеющая чисто мнимых собственных значений, кратных i2\pi .

2. Оценка производных периодических решений

В этом разделе приведем доказательство теоремы 1. Сначала проверим справедливость
следующей леммы.

Лемма 1. Если выполнены условия 1)–4), то существует число M1 > 0 такое, что при

любых фиксированных t0 \in \mathrm{R}, x0 \in \mathrm{R}n, | x0| \leq 1, для любого ограниченного на промежутке

( - \infty ,+\infty ) решения системы уравнений (6) верна оценка | y(t)| < M1, t \in \mathrm{R}.

Доказательство. Пусть существует неограниченная последовательность ограниченных ре-
шений yk(t), k = 1, 2, . . . , системы уравнений (6) при некоторых фиксированных t0k \in \mathrm{R},
x0k \in \mathrm{R}n, | x0k| \leq 1, k = 1, 2, . . . . Без ограничения общности можно считать, что t0k \in [0, 1],
k = 1, 2, . . . , и

rk := \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
t\in \mathrm{R}

| yk(t)| \rightarrow \infty , k \rightarrow \infty .

При каждом k выберем tk \in \mathrm{R} из условия | yk(tk)| > rk  - 1/k и рассмотрим последователь-
ность вектор-функций zk(t) = r - 1

k yk
\bigl( 
tk + r1 - m

k t
\bigr) 
, k = 1, 2, . . . . Для этих вектор-функций

имеем

| zk(0)| > 1 - (krk)
 - 1, | zk(t)| \leq 1, z\prime k(t) = P (t0k, r

 - 1
k x0k, zk(t)), t \in \mathrm{R}, k = 1, 2, . . . .

Отсюда следует, что данная последовательность вектор-функций равномерно ограничена и
равностепенно непрерывна. Поэтому можно выделить подпоследовательность, равномерно
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сходящуюся на каждом конечном отрезке из \mathrm{R}. Переходя к пределу вдоль такой подпосле-
довательности, получаем вектор-функцию z0(t) такую, что

| z0(0)| = 1, | z0(t)| \leq 1, z\prime 0(t) = P (t0, 0, z0(t)), t \in \mathrm{R}.

Полученное противоречит условию 4). \square 

Доказательство теоремы 1. Предположим, что оценка (3) не верна. Тогда найдется по-
следовательность периодических решений xk(t), k = 1, 2, . . . , системы уравнений (1) такая,
что | x\prime k(tk)| > k(1 + | xk(tk)| ) при некоторых tk \in [0, 1], k = 1, 2, . . . , и

rk := \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}
t\in \mathrm{R}

\bigl( 
| xk(t)| + | x\prime k(t)| 

\bigr) 
\rightarrow \infty , k \rightarrow \infty .

Для вектор-функций yk(t) = r - 1
k xk(t), t \in \mathrm{R}, k = 1, 2, . . . , имеем

| y\prime k(tk)| > k(r - 1
k + | yk(tk)| ), | yk(t)| + | y\prime k(t)| \leq 1, t \in \mathrm{R},

r1 - m
k y\prime \prime k(t) = P (t, yk(t), y

\prime 
k(t)) + o(1), t \in \mathrm{R}. (7)

Можно считать, что tk \rightarrow t0 и yk(t) \rightarrow y0(t) (равномерно) при k \rightarrow \infty . В данном случае
имеем y0(t0) = 0. С другой стороны, покажем, что

y0(t) \not = 0 \forall t \in \mathrm{R}.

Этим самым теорема 1 будет доказана. \square 

Проверим, что y0(t) \not \equiv 0. Действительно, если y0(t) \equiv 0, то

\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}
t\in \mathrm{R}

| y\prime k(t)| = | y\prime k(\tau k)| \rightarrow 1, k \rightarrow \infty ,

и для вектор-функций zk(t) = y\prime k(\tau k + r1 - m
k t), t \in \mathrm{R}, k = 1, 2, . . . , имеем | zk(t)| \leq 1, t \in \mathrm{R},

| zk(0)| \rightarrow 1 при k \rightarrow \infty ,

z\prime k(t) = P (\tau k + r1 - m
k t, 0, zk(t)) + o(1), t \in \mathrm{R}.

Переходя к пределу, получаем ненулевое ограниченное решение системы уравнений (4), что
противоречит условию 4). Следовательно, y0(t) \not \equiv 0.
Пусть (\alpha , \beta ) — наибольший интервал, где y0(t) не обращается в нуль. Покажем, что для

произвольного отрезка [a, b] \subset (\alpha , \beta ) имеет место неравенство

\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m} \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
k\rightarrow \infty 

\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}
a\leq t\leq b

| y\prime k(t)| 
| yk(t)| 

< M1, (8)

где число M1 определено в лемме 1.
Предположим, что (8) не верно. Тогда можно считать, что при некоторых sk \in [a, b],

k = k0, . . . , имеет место неравенство | y\prime k(sk)| > (M1  - 1/k)| yk(sk)| и sk \rightarrow s0 при k \rightarrow \infty .

Рассмотрим вектор-функции zk(t) = y\prime k(sk + r1 - m
k t), t \in \mathrm{R}, k = k0, . . . . Для этих вектор-

функций имеем | zk(0)| > (M1  - 1/k)| yk(sk)| , | zk(t)| \leq 1, t \in \mathrm{R}, и в силу (7)

z\prime k(t) = P (sk + r1 - m
k t, yk(sk + r1 - m

k t), zk(t)) + o(1), t \in \mathrm{R}.

Переходя к пределу, получаем вектор-функцию z0(t), удовлетворяющую следующим усло-
виям:

| z0(0)| \geq M1| y0(s0)| , | z0(t)| \leq 1, z\prime 0(t) = P (s0, y0(s0), z0(t)), t \in \mathrm{R}.

Легко проверить, что вектор-функция \~z0(t) = | y0(s0)|  - 1z0(| y0(s0)| 1 - mt) удовлетворяет усло-
вию | \~z0(0)| \geq M1 и является ограниченным решением системы уравнений (6), где x0 заме-
нено на y0(s0)/| y0(s0)| . Полученное противоречит выбору M1. Таким образом, неравенство
(8) верно для произвольного отрезка [a, b] \subset (\alpha , \beta ).
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Заметим, что на произвольном отрезке [a, b] \subset (\alpha , \beta ) при k > ka,b справедливы равенства

\mathrm{l}\mathrm{n}
| yk(b)| 
| yk(a)| 

=

\int b

a
(\mathrm{l}\mathrm{n} | yk(t)| )\prime dt =

\int b

a

\langle y\prime k(t), yk(t)\rangle 
| yk(t)| 2

dt,

где \langle \cdot , \cdot \rangle — евклидовое скалярное произведение в \mathrm{R}n. Отсюда, учитывая (8) и переходя к
пределу, получаем неравенства

 - M1(b - a) \leq \mathrm{l}\mathrm{n}
| y0(b)| 
| y0(a)| 

\leq M1(b - a).

Если \alpha конечно, то в правом неравенстве, устремляя a к \alpha , получаем y0(\alpha ) \not = 0, что проти-
воречит выбору \alpha . Значит, \alpha =  - \infty . Аналогичным образом из левого неравенства следует,
что \beta = +\infty .

\square 

3. Априорная оценка периодических решений

Доказательство теоремы 2. Предположим, что априорная оценка (2) не верна. Тогда су-
ществует неограниченная последовательность периодических решений xk(t), k = 1, 2, . . . ,
системы уравнений (1):

rk := \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}
t\in \mathrm{R}

\bigl( 
| xk(t)| + | x\prime k(t)| 

\bigr) 
\rightarrow \infty , k \rightarrow \infty .

Для вектор-функций yk(t) = r - 1
k xk(t), t \in \mathrm{R}, k = 1, 2, . . . , имеем

yk(t+ 1) \equiv yk(t), y\prime k(t+ 1) \equiv y\prime k(t),

\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}
t\in \mathrm{R}

\bigl( 
| yk(t)| + | y\prime k(t)| 

\bigr) 
= 1, (9)

r1 - m
k y\prime \prime k(t) = P (t, yk(t), y

\prime 
k(t)) + o(1), t \in \mathrm{R}. (10)

Можно считать, что последовательность yk(t) равномерно сходится к y0(t). В силу теоремы 1
имеет место оценка

| y\prime k(t)| < M0(r
 - 1
k + | yk(t)| ), t \in \mathrm{R},

поэтому y0(t) \not \equiv 0; иначе, противоречит (9).
Проверим, что при некотором t0 \in \mathrm{R} верно неравенство

\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m} \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
k\rightarrow \infty 

P (t0, yk(t0), y
\prime 
k(t0)) > 0. (11)

Действительно, если (11) не верно, то при любом t \in \mathrm{R} имеем равенство

\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
k\rightarrow \infty 

P (t, yk(t), y
\prime 
k(t)) = 0.

Отсюда в силу условия 5) вытекает, что при любом t \in \mathrm{R} имеет место

\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
k\rightarrow \infty 

y\prime k(t) = B(t, y0(t)).

В равенстве

yk(t) - yk(0) =

\int t

0
y\prime k(s)ds, t \in \mathrm{R},

переходя к пределу, получаем, что y0(t) является ненулевым периодическим решением пе-
риода 1 системы уравнений (5). Полученное противоречит условию 6). Следовательно, (11)
верно.
Учитывая (11), без ограничения общности можно считать, что

\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
k\rightarrow \infty 

y\prime k(t0) = v0, P (t0, y0(t0), v0) \not = 0.
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Рассмотрим последовательность вектор-функций zk(t) = y\prime k(t0 + r1 - m
k t), t \in \mathrm{R}, k = 1, 2, . . . .

Для этих вектор-функций имеем

\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
k\rightarrow \infty 

zk(0) = v0, P (t0, y0(t0), v0) \not = 0,

и в силу (9), (10)

| zk(t)| \leq 1, z\prime k(t) = P (t0 + r1 - m
k t, yk(t0 + r1 - m

k t), z\prime k(t)) + o(1), t \in \mathrm{R}.

Переходя к пределу, получаем вектор-функцию, противоречащую условию 7). \square 

4. Доказательства теорем 3 и 4

Сначала докажем следующую лемму.

Лемма 2. В условиях теоремы 3 существуют положительные числа M2, \sigma 2 такие, что
для любых \lambda \in [0, 1] и вектор-функции x \in C2(\mathrm{R};\mathrm{R}n), удовлетаворяющей условиям

x(t+ 1) \equiv x(t), \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}
t\in \mathrm{R}

\bigl( 
| x(t)| + | x\prime (t)| 

\bigr) 
> M2,

имеет место оценка

\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}
t\in \mathrm{R}

\bigm| \bigm| x\prime \prime (t) - \~P (t, x(t), x\prime (t), \lambda )
\bigm| \bigm| > \sigma 2

\Bigl( 
\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}
t\in \mathrm{R}

\bigl( 
| x(t)| + | x\prime (t)| 

\bigr) \Bigr) m
. (12)

Доказательство. Предположим, что указанные числа M2, \sigma 2 не существуют. Тогда най-
дутся последовательности \lambda k \in [0, 1], xk \in C2(\mathrm{R};\mathrm{R}n), k = 1, 2, . . . , такие, что

xk(t+ 1) \equiv xk(t), rk := \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}
t\in \mathrm{R}

\bigl( 
| xk(t)| + | x\prime k(t)| 

\bigr) 
\rightarrow \infty , k \rightarrow \infty ,

\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}
t\in \mathrm{R}

\bigm| \bigm| x\prime \prime k(t) - \~P (t, xk(t), x
\prime 
k(t), \lambda k)

\bigm| \bigm| < k - 1
\Bigl( 
\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}
t\in \mathrm{R}

\bigl( 
| xk(t)| + | x\prime k(t)| 

\bigr) \Bigr) m
.

Рассмотрим вектор-функции yk(t) = r - 1
k xk(t), t \in \mathrm{R}, k = 1, 2, . . . . Для этих вектор-

функций имеем

yk \in C2(\mathrm{R};\mathrm{R}n), yk(t+ 1) \equiv yk(t),

\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}
t\in \mathrm{R}

\bigl( 
| yk(t)| + | y\prime k(t)| 

\bigr) 
= 1,

r1 - m
k y\prime \prime k(t) =

\~P (t, yk(t), y
\prime 
k(t), \lambda k) + o(1), t \in \mathrm{R}.

Без ограничения общности можно считать, что \lambda k \rightarrow \lambda 0 и yk(t) \rightarrow y0(t) (равномерно) при
k \rightarrow \infty . Далее, рассуждая как при доказательстве теоремы 2, приходим к противоречию.

\square 

Доказательство теоремы 3. Покажем, что если при P = \~P (\cdot , \cdot , \cdot , 0) и любом возмущении f

существует периодическое решение системы уравнений (1), то при P = \~P (\cdot , \cdot , \cdot , 1) и любом
возмущении f также существует периодическое решение системы уравнений (1).
Выберем числа \lambda 0 = 0 < \lambda 1 < . . . < \lambda N = 1 так, чтобы при любых \lambda j - 1, \lambda j и y(t) \in 

C1(\mathrm{R};\mathrm{R}n), y(t+ 1) \equiv y(t) имело место неравенство

\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}
t\in \mathrm{R}

\bigm| \bigm| \~P (t, y(t), y\prime (t), \lambda j - 1) - \~P (t, y(t), y\prime (t), \lambda j)
\bigm| \bigm| \leq 0, 25\sigma 2

\Bigl( 
\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}
t\in \mathrm{R}

(| y(t)| + | y\prime (t)| )
\Bigr) m

.

Воспользуясь оценкой (12), покажем, что при каждом j = 1, . . . , N верно следующее

утверждение: если при P = \~P (\cdot , \cdot , \cdot , \lambda j - 1) и любом возмущении g существует периодическое

решение системы уравнений (1), то при P = \~P (\cdot , \cdot , \cdot , \lambda j) и любом возмущении f также
существует периодическое решение системы уравнений (1).
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Возьмем произвольное возмущение f . Для любой вектор-функции y(t) \in C1(\mathrm{R};\mathrm{R}n), y(t+
1) \equiv y(t), имеет место неравенство

\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}
t\in \mathrm{R}

| f(t, y(t), y\prime (t))| \leq 0, 25\sigma 2

\Bigl( 
\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}
t\in \mathrm{R}

(| y(t)| + | y\prime (t)| )
\Bigr) m

+Mf,\sigma 2 ;

здесь Mf,\sigma 2 — положительное число, зависящее лишь от f и \sigma 2. Выберем число

L > \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}
\Bigl( 
M2,

\bigl( 
2\sigma  - 1

2 Mf,\sigma 2

\bigr) 1/m\Bigr) 
и определим возмущение

gL(t, y1, y2) = f(t, y1, y2) + \eta (| y1| + | y2| )
\Bigl( 
\~P (t, y1, y2, \lambda j) - \~P (t, y1, y2, \lambda j - 1)

\Bigr) 
,

где \eta (s) \in C(\mathrm{R}), 0 \leq \eta (s) \leq 1 при всех s \in \mathrm{R}, \eta (s) = 1 при | s| \leq L и \eta (s) = 0 при | s| \geq L+1.

Пусть x(t) — периодическое решение системы уравнений (1) при P = \~P (\cdot , \cdot , \cdot , \lambda j - 1) и
возмущении gL. Проверим, что

\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}
t\in \mathrm{R}

(| x(t)| + | x\prime (t)| ) \leq L,

отсюда следует, что x(t) является периодическим решением системы уравнений (1) при

P = \~P (\cdot , \cdot , \cdot , \lambda j) и заданном возмущении f . Действительно, если

\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}
t\in \mathrm{R}

(| x(t)| + | x\prime (t)| ) > L,

то согласно оценке (12) и выбору числа L имеем

\sigma 2

\Bigl( 
\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}
t\in \mathrm{R}

(| x(t)| + | x\prime (t)| )
\Bigr) m

< \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}
t\in \mathrm{R}

\bigm| \bigm| x\prime \prime (t) - \~P (t, x(t), x\prime (t), \lambda j - 1)
\bigm| \bigm| \leq 

\leq \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}
t\in \mathrm{R}

| f(t, x(t), x\prime (t))| +\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}
t\in \mathrm{R}

\bigm| \bigm| \~P (t, x(t), x\prime (t), \lambda j - 1) - \~P (t, x(t), x\prime (t), \lambda j)
\bigm| \bigm| \leq 

\leq 0, 5\sigma 2

\Bigl( 
\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}
t\in \mathrm{R}

(| x(t)| + | x\prime (t)| )
\Bigr) m

+Mf,\sigma 2 .

Отсюда приходим к противоречию:

\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}
t\in \mathrm{R}

(| x(t)| + | x\prime (t)| ) \leq \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}
\bigl( 
2\sigma  - 1

2 Mf,\sigma 2

\bigr) 1/m
< L.

\square 

Доказательство теоремы 4. Пусть для отображения P выполнены условия 2)–7). Опреде-
лим семейство отображений

\~P (t, y1, y2, \lambda ) = P (t, (1 - \lambda )y1, y2  - \lambda B(t, y1)), \lambda \in [0, 1].

Проверим, что для данного семейства при каждом \lambda \in [0, 1] выполнены условия 2)–7). Тогда
теорема 4, как следствие, вытекает из теоремы 3.
Выполнение условий 2)–4) очевидно. Проверим условия 5) и 6). Если \~P (t, y1, y2, \lambda ) = 0,

то P (t, (1 - \lambda )y1, y2 - \lambda B(t, y1)) = 0. Отсюда, поскольку для отображения P выполнено усло-
вие 5), имеем y2 - \lambda B(t, y1) = B(t, (1 - \lambda )y1). Следовательно, множество нулей отображения
\~P (t, y1, y2, \lambda ) состоит из одного многообразия y2 = B(t, y1), и для данного отображения
выполнены условия 5) и 6).
Для проверки условия 7), фиксируя t0 \in \mathrm{R}, x0 \in \mathrm{R}n, \lambda \in [0, 1], рассмотрим произвольное

решение y(t) системы уравнений

y\prime (t) = \~P (t0, x0, y(t), \lambda ), y(t) \in \mathrm{R}n,
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которое удовлетворяет условию \~P (t0, x0, y(0), \lambda ) \not = 0. Легко проверить, что z(t) = y(t)  - 
\lambda B(t0, x0) является решением системы уравнений

z\prime (t) = P (t0, (1 - \lambda )x0, z(t)), z(t) \in \mathrm{R}n,

и удовлетворяет условию P (t0, (1  - \lambda )x0, z(0)) \not = 0. Значит, z(t) не ограничено, так как
для отображения P выполнено условие 7). Следовательно, условие 7) выполнено и для

отображения \~P . \square 
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On a priori estimate of periodic solutions of a system of nonlinear ordinary differential

equations of the second order

Abstract. \mathrm{T}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{q}\mathrm{u}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n} \mathrm{o}\mathrm{f} \mathrm{a} \mathrm{p}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{i} \mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n} \mathrm{o}\mathrm{f} \mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{c} \mathrm{s}\mathrm{o}\mathrm{l}\mathrm{u}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{s} \mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{r} \mathrm{a} \mathrm{s}\mathrm{y}\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{m} \mathrm{o}\mathrm{f} \mathrm{n}\mathrm{o}\mathrm{n}-\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{a}\mathrm{r} \mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{d}\mathrm{i}-
\mathrm{n}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{y} \mathrm{d}\mathrm{i}ff\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{l} \mathrm{e}\mathrm{q}\mathrm{u}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{s} \mathrm{o}\mathrm{f} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{d} \mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{r} \mathrm{w}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{h} \mathrm{a} \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{g}\mathrm{u}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{d} \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{i}\mathrm{n} \mathrm{p}\mathrm{o}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{v}\mathrm{e}\mathrm{l}\mathrm{y} \mathrm{h}\mathrm{o}\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{g}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{o}\mathrm{u}\mathrm{s}
\mathrm{p}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{t} \mathrm{i}\mathrm{s} \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{v}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{d}. \mathrm{I}\mathrm{n} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{i}\mathrm{s} \mathrm{q}\mathrm{u}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}, \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{w}\mathrm{e}\mathrm{l}\mathrm{l}-\mathrm{k}\mathrm{n}\mathrm{o}\mathrm{w}\mathrm{n} \mathrm{m}\mathrm{e}\mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{o}\mathrm{d}\mathrm{s} \mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{r} \mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{v}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{g} \mathrm{a}\mathrm{n} \mathrm{a} \mathrm{p}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{i} \mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n} \mathrm{o}\mathrm{f}
\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{c} \mathrm{s}\mathrm{o}\mathrm{l}\mathrm{u}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{s} \mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{r} \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{l}\mathrm{a}\mathrm{r} \mathrm{s}\mathrm{y}\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{m}\mathrm{s} \mathrm{o}\mathrm{f} fi\mathrm{r}\mathrm{s}\mathrm{t}-\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{r} \mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{y} \mathrm{d}\mathrm{i}ff\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{l} \mathrm{e}\mathrm{q}\mathrm{u}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{s} \mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{e} \mathrm{n}\mathrm{o}\mathrm{t} \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{l}\mathrm{y}
\mathrm{a}\mathrm{p}\mathrm{p}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{c}\mathrm{a}\mathrm{b}\mathrm{l}\mathrm{e}. \mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{m}\mathrm{b}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{g} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{e} \mathrm{m}\mathrm{e}\mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{o}\mathrm{d}\mathrm{s} \mathrm{w}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{h} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{i}\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{a} \mathrm{o}\mathrm{f} \mathrm{q}\mathrm{u}\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{v}\mathrm{e} \mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{c}\mathrm{h} \mathrm{o}\mathrm{f} \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{g}\mathrm{u}\mathrm{l}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{l}\mathrm{y} \mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{t}\mathrm{u}\mathrm{r}\mathrm{b}\mathrm{e}\mathrm{d}
\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{y} \mathrm{d}\mathrm{i}ff\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{l} \mathrm{e}\mathrm{q}\mathrm{u}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{s}, \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{s} \mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{e} \mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{u}\mathrm{n}\mathrm{d} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{t} \mathrm{p}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{v}\mathrm{i}\mathrm{d}\mathrm{e} \mathrm{a}\mathrm{n} \mathrm{a} \mathrm{p}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{i} \mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n} \mathrm{o}\mathrm{f} \mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{c}
\mathrm{s}\mathrm{o}\mathrm{l}\mathrm{u}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{s} \mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{r} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{s}\mathrm{y}\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{m} \mathrm{o}\mathrm{f} \mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{d}-\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{r} \mathrm{e}\mathrm{q}\mathrm{u}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{s}. \mathrm{T}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{s} \mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{r} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{a} \mathrm{p}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{i} \mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n} \mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{e}
\mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{m}\mathrm{u}\mathrm{l}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{d} \mathrm{i}\mathrm{n} \mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{m}\mathrm{s} \mathrm{o}\mathrm{f} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{p}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{e}\mathrm{s} \mathrm{o}\mathrm{f} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{i}\mathrm{n} \mathrm{p}\mathrm{o}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{v}\mathrm{e}\mathrm{l}\mathrm{y} \mathrm{h}\mathrm{o}\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{g}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{o}\mathrm{u}\mathrm{s} \mathrm{p}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{t} \mathrm{o}\mathrm{f} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{s}\mathrm{y}\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{m} \mathrm{o}\mathrm{f}
\mathrm{e}\mathrm{q}\mathrm{u}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{s}. \mathrm{T}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{c}\mathrm{e} \mathrm{o}\mathrm{f} \mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{c} \mathrm{s}\mathrm{o}\mathrm{l}\mathrm{u}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{s} \mathrm{i}\mathrm{s} \mathrm{p}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{v}\mathrm{e}\mathrm{d} \mathrm{t}\mathrm{o} \mathrm{b}\mathrm{e} \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{t} \mathrm{u}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{r} \mathrm{a} \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{u}\mathrm{o}\mathrm{u}\mathrm{s} \mathrm{c}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{g}\mathrm{e}
\mathrm{o}\mathrm{f} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{i}\mathrm{n} \mathrm{p}\mathrm{o}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{v}\mathrm{e}\mathrm{l}\mathrm{y} \mathrm{h}\mathrm{o}\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{g}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{o}\mathrm{u}\mathrm{s} \mathrm{p}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{t} \mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{d} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{s} \mathrm{o}\mathrm{f} \mathrm{a} \mathrm{p}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{i} \mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n} \mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{e} \mathrm{p}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{v}\mathrm{e}\mathrm{d}.
\mathrm{B}\mathrm{a}\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{d} \mathrm{o}\mathrm{n} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{l}\mathrm{t}\mathrm{s} \mathrm{o}\mathrm{b}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{d}, \mathrm{i}\mathrm{n} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{f}\mathrm{u}\mathrm{t}\mathrm{u}\mathrm{r}\mathrm{e}, \mathrm{i}\mathrm{t} \mathrm{i}\mathrm{s} \mathrm{p}\mathrm{o}\mathrm{s}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{b}\mathrm{l}\mathrm{e} \mathrm{t}\mathrm{o} \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{v}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{e} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{c}\mathrm{e} \mathrm{o}\mathrm{f} \mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{c}
\mathrm{s}\mathrm{o}\mathrm{l}\mathrm{u}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{s}.

Keywords: \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{i}\mathrm{n} \mathrm{p}\mathrm{o}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{v}\mathrm{e}\mathrm{l}\mathrm{y} \mathrm{h}\mathrm{o}\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{g}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{o}\mathrm{u}\mathrm{s} \mathrm{p}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{t}, \mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{t}\mathrm{u}\mathrm{r}\mathrm{b}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}, \mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{c} \mathrm{s}\mathrm{o}\mathrm{l}\mathrm{u}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}, \mathrm{a} \mathrm{p}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{i} \mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n},
\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{c}\mathrm{e} \mathrm{o}\mathrm{f} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{c}\mathrm{e} \mathrm{o}\mathrm{f} \mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{c} \mathrm{s}\mathrm{o}\mathrm{l}\mathrm{u}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{s}.

Ergashboy Mukhamadiev

Vologda State University,

15 Lenin str., Vologda, 160000 Russia,

e-mail: emuhamadiev@rambler.ru

Alizhon Nabidjanovich Naimov

Vologda State University,

15 Lenin str., Vologda, 160000 Russia,

e-mail: naimovan@vogu35.ru


